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LA TRASCENDENTALIDAD DE 7

Juan Pablo Hernandez Rodas *
jphernand@unal.edu.co

1. Resumen

El ntimero pi (7 ), una constante matematica que ha fas-
cinado a cientificos, mateméticos y entusiastas por milenios,
trasciende su simple definicién como la relacién entre la cir-
cunferencia y el didmetro de un circulo. Su naturaleza irracio-
nal y trascendente lo coloca en una categoria especial dentro
del universo numérico. Desde su aparicién en antiguas civi-
lizaciones hasta su papel crucial en la ciencia moderna, pi
ha demostrado ser un elemento crucial en el desarrollo del
pensamiento matematico y cientifico. En éste articulo vere-
mos con la trascendencia de pi va mds alld de una implicacién
numérica, simbolizando la biisqueda humana de conocimien-
to y la belleza inherente en las leyes matemadticas que gobier-
nan nuestro universo.

2. Introduccion

Un problema muy importante para los matematicos desde
la época de la antigua Grecia, consistia en responder si era
posible o no, encontrar un polinomio racional no nulo que
tuviera al nimero 7 como raiz. Apenas en el afo 1882, el
matematico Aleman Carl Louis Ferdinand Lindemann logré
dar una prueba de la trascendencia del nimero 7, es decir,
demostr6 que el niimero 7 no puede ser raiz de ningun poli-
nomio racional. En este articulo se discutirdn las herramientas
necesarias para entender la prueba sobre la trascendencia del
nimero 7 dada por Lindemann.

Probar si el nimero 7 es trascendente o no, fue un pro-
blema que llamé la atencién de grandes matematicos desde
hace miles de afos. Por ejemplo, uno de los famosos proble-
mas de regla y compds planteados por los antiguos griegos, es
la cuadratura del circulo, que consistia en decidir si era posi-
ble con regla y compds construir un cuadrado con la misma
area de un circulo de radio uno. Este fue un problema que no
tuvo respuesta por mucho tiempo, hasta que a finales del si-
glo XIX, con el desarrollo de la teorfa de cuerpos, se observé
que el conjunto de todos los niimeros construibles con regla y
compds tienen una estructura algebraica conocida con el nom-
bre de cuerpo, y que todos los nimeros construibles con regla
y compas son algebraicos, es decir, son raiz de algtin polino-
mio racional.

El problema de la cuadratura del circulo es equivalente a
decidir si el nimero 7 es construible con regla y compds. En
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1882, con la prueba de la trascendencia del nimero 7 dada
por Lindemann, se pudo concluir que el nimero 7 no es cons-
truible con regla y compds, y por lo tanto, la cuadratura del
circulo no es posible con regla y compas.

En este articulo se va a introducir las nociones y resultados
de la teorfa de cuerpos, necesarios para desarrollar las ideas
de la demostracién sobre la trascendencia de 7 dadas por Lin-
demann en 1882.

3. Preliminares

La teorfa de Galois es un drea de la matemadtica que gira
en torno a estructuras algebraicas conocidas con el nombre
de cuerpos, y que, gracias a un gran teorema conocido como
el teorema de Galois, relacionan estas estructuras algebraicas
con otras estructuras conocidas como grupos. Esta conexién
entre cuerpos y grupos permitié, por ejemplo, resolver los tres
problemas griegos de regla y compds, ademds de responder en
general cuando un poligono regular es construible o no con
regla y compés.

También, usando este gran teorema, es posible dar otra
prueba del teorema fundamental del dlgebra, teorema que fue
inicialmente demostrado por el matematico Alemén Carl Frie-
drich Gauss en 1799.

La teoria de cuerpos y la teorfa de Galois estd desarrollada
a partir del estudio de unas estructuras algebraicas conocidas
como cuerpos, junto con el estudio de extensiones de cuerpos.
Una extension de cuerpos es simplemente un homomorfismo
de cuerpos no trivial ¢ : K — F, que se suele escribir como
K C F o F|K. La notacién K C F se debe a que K se puede
identificar con el cuerpo @(K) que claramente es un subcon-
junto de F. En este articulo se usar la notacién F|K como
referencia a que F es una extensién de K. Todos los cuerpos
resultan ser extensiones de Q o de Z, con p primo. En este
articulo, dado que el objeto de estudio, el nimero 7, vive en
la extension de cuerpos C|Q, se hard énfasis en extensiones
de los nimeros racionales.

Al tener una extensién de cuerpos F|K, el cuerpo F ad-
quiere estructura de K-espacio vectorial, ya que al estar los
elementos de K dentro de F, tiene sentido la multiplicacién de
un elemento de K por uno de F. Se sabe que todo K-espacio
vectorial V tiene asociada una dimensién definida como el
cardinal de cualquier base para el espacio vectorial y denota-
da dimg (V). Esto permite definir el indice de una extension
F|K como [F : K] = dimg (F).

Una extension F|K se dice que es finita si [F : K] < o.Por
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ejemplo, como consecuencia de que R no es contable y Q si
es contable, se tiene que la extensién R|Q no es finita. Dentro
del estudio de las extensiones de cuerpos, existen unas exten-
siones conocidas con el nombre de extensiones algebraicas.
Si F|K es una extension de cuerpos, un elemento o € F se di-
ce que es algebraico sobre K, si existe un polinomio no nulo
p(x) € K[x] tal que p(at) = 0.

Una extension F|K es algebraica si todo elemento de F es
algebraico sobre K. Los elementos de C que son algebraicos
sobre Q se llamaran algebraicos. Por ejemplo @ = v/2 es al-
gebraico. Los elementos de C que no son algebraicos seran
llamados ndmeros trascendentes o trascendentales. Por ejem-
plo, el niimero 7 es trascendental, como se mostrard en este
articulo.

4. Numeros algebraicos enteros

La nocién de elementos algebraicos estd dada solo para ex-
tensiones de cuerpos, sin embargo, aunque Z no es un cuerpo
(es solo un anillo), se dice que un nimero complejo o es al-
gebraico entero si existe un polinomio ménico p(x) € Z[x] tal
que p(o) = 0. Por ejemplo, i € C es algebraico entero ya que
es raiz del polinomio ménico x* + 1 € Z]x].

El conjunto de los nimeros algebraicos enteros denotados
por 7, resulta ser un anillo conmutativo con unidad. Una rela-
cién importante entre los nimeros algebraicos y los nimeros
algebraicos enteros, es que todo nimero algebraico multipli-
cado por un nimero natural adecuado se convierte en alge-
braico entero.

Proposicion 1. Si o € C es algebraico, existe un niimero na-
tural n € 7 tal que no es algebraico entero.

Demostracién. Suponiendo que p(x) = x™ + g1 X" +
co+g1x+qo € Q[x] es tal que p(a) = 0. Considerando
n € N tal que ng; € Z para todo i = 1,...,m; entonces si
q(x) = X"+ ngpu 1 X" - 0" gix 4+ n"qo, es claro que
q(x) € Z[x] y q(na) = 0 ya que

g(not) = n" " + ngpm_ 10" Lo " g inoc4-n"qg
=n"[a" +gu-10""" + -+ 10+ go] = 0.

O

En el anillo de los nimeros enteros Z, se sabe que existe
un conjunto de nimeros llamados nimeros primos, que per-
miten expresar de manera Unica cualquier entero como pro-
ducto de potencias de primos distintos, resultado conocido
con el nombre de teorema fundamental de la aritmética. Como
consecuencia, todo nimero entero es divisible por solo finitos
ndmeros primos.

Claramente, todos los nimeros enteros son algebraicos en-
teros, es decir, Z C Z. Por lo tanto, en particular, los niimeros
primos son algebraicos enteros, y surge la siguiente pregunta:
(Los nimeros algebraicos enteros son también divisibles por
solo finitos primos?

Definicién 1. Dados o, 8 € Z, se dice que 8 divide a «, en-
tonces f3|a, si existe y € Z tal que o0 = 3.

Ahora se demostrard que todo niimero algebraico entero
es divisible por solo finitos nimeros primos. Para esto se ne-
cesita introducir una cantidad entera asociada a cada niimero
algebraico entero, que tiene como divisores primos a todos los
posibles divisores primos del nimero algebraico entero.

Se debe tener en cuenta que toda extension F|Q finitamen-
te generada por elementos algebraicos es simple, es decir, es
de la forma F = Q( o) para cierto o € F.

Teorema 1 (Teorema del elemento primitivo). Toda extension
de cuerpos F|Q finitamente generada por elementos algebrai-
cos es de la forma F = Q(a), para cierto @ € F.

Demostracion. Basta demostrar que toda extension F =
Q(a,B) donde a y B son algebraicos, es de la forma F =
Q(y) paracierto y € F.

Suponga que P(x),Q(x) € Q[x] son los polinomios méni-
cos minimales de o y f respectivamente. Al factorizar estos
polinomios en C[x] se tiene que P(x) = (x — o) -+ (x — o)
conot =0,y Q(x)=(x—f1)-(x—Bn) con B = P, donde
ademds o; # a 'y B; # B para todo i # 1. Como el ndmero de
cocientes de la forma g’: ﬁO; con j # 1 son finitos y el cuer-
po Q es infinito, se puede escoger un racional g € QQ que sea
diferente de todos estos cocientes.

Si se define y = a+¢gf € F, se probard que Q(o,f) =
Q7).

En efecto, al considerar H (x) = P(y—gx) € Q(y)[x]. Se puede
notar que H(B) = P(a) =0y H(f;) # 0 para todo i # 1,
ya que H(B) = P(Y—aB) y o+ B — P # o; para todo
j=1,....n, yaque la igualdad implica g = % coni# 1.

Lo anterior implica que (Q(x),H(x)) = (x — ) en C|[x], por
lo tanto (Q(x),H(x)) = (x— ) en Q(y)[x] y por lo tanto, x —
B € Q(y)[x], es decir, B € Q(y). Como Y= o + ¢f3 entonces
o € Q(7y) y asi se concluye que Q(y) = Q(, B). O

El teorema anterior permite ver ficilmente que para to-
da extensién finita F|Q, el conjunto Hom(F|Q) = {c : F —
C : o homomorfismo de cuerpos y ¢|g = id} tiene cardinal
F: Q.

Para ver esto, vale la pena resaltar que dada una extension
finita F|Q se tiene que F = Q(«) para cierto o € F' algebrai-
co, donde si [F : Q] = n entonces el polinomio ménico mini-
mal p(x) de o es de grado n. Si p(x) = (x—oty) - (x — @)
en Clx] con o = o, entonces ¢; # @ para todo i # j ya que
Q tiene caracteristica cero, y por lo tanto, al ser p(x) irre-
ducible no tiene raices miltiples, asi, si c € Hom(Q()|Q)
entonces o(a) € {ay,...,0,} y cada asignacién o(a) €
{oy,...,0,} define un elemento de Hom(Q(a)|Q). Por lo
tanto [Hom(Q(a) Q)| = [Q(a) : Q.

Definicion 2. Dada una extensién finita de cuerpos F|K, se
sabe que F es un K-espacio vectorial de dimension finita. Al
definir la norma Nr|g : F — K como la funcion que en cada
o € F esta definida como el determimante de la transforma-
cién K-lineal Ty, : F — F que envia x — o.x.
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En la definicién anterior, se puede observar que si F =
K(0o) con o € F algebraico sobre K, entonces Ni(q) k() =
(=D"ap=o0y - - a4, donde ... ., 0, son las raices del po-
linomio minimal para o en su cuerpo de descomposicién y
ap es su término independiente. En efecto, suponga P(x) =
X'+ ay X"+ -+ ayx+ag € K[x] es el polinomio ménico
minimal para @, luego [K(a) : K] = n. Si Pr, (x) € K[x] deno-
ta el polinomio caracteristico de la transformacion lineal 7y,
entonces Pr, (x) es de grado n y tiene a o0 como raiz, luego
por la minimalidad de P(x) se sigue que P(x) = Pr, (x). Aho-
ra, de dlgebra lineal Se sabe que si P(x) = (x—aq) -+ (x— o)
en L[x], donde L es el cuerpo de descomposicion de P(x), y
o = ay, entonces det(Ty) = (—1)"P(0) = o0 - - - 4.

Observacién 1. Si se tiene una extensién de cuerpos F|Q
y que a € F es algebraico sobre Q. Se sabe que si [Q(«) :
Q] = n entonces |Hom(Q()|Q)| = n. Si Hom(Q(&)|Q) =

{o1,...,04}, entonces Ny(q) (&) = 01(t) - - On ().

Demostracion. Si p(x) € Q[x] es el polinomio ménico mi-
nimal para ¢, entonces o;(¢) es raiz de p(x) para todo i =
1,...,n. Ademas cada homomorfismo o; estd determinado por
el valor en «, lo que implica que o} (¢),...,0,(@) son todas
las distintas raices de p(x). De lo anterior se concluye que
NQ(a)\Q(a> 201(06)---0,1(06). O

Dado que el determinante de un producto de matrices cua-
dradas del mismo tamaifio es el producto de los determinantes
de las matrices, se tiene entonces la siguiente propiedad de la
norma definida anteriormente.

Proposicion 2. Suponga que F|K es una extension finita, en-
tonces dados o, 3 € F se tiene que

Npix () = Np g (@)Npx (B).
Ademds, sir € K y [F : K| = n, entonces Np|x(r) = r".

Demostracion. Note que Tyg = Ty 0 Tp, luego al tomar deter-
minante se tiene que det(7T,g) = det(Ty)det(7p), de donde se
concluye la primera parte.

Ahora, si r € K entonces T, : F — F que envia x — rx coin-
cide con la transformacion lineal rl,, donde I, : F — F es la
funcién identidad. Por lo tanto, det(7,) = det(rI,) = r", 1o que
muestra la segunda parte de la proposicion. O

Si a € C es algebraico, entonces la extension Q(o)|Q es
finita, luego por definicién Ny(q)g(@) € Q. Ahora, si a € C
es algebraico entero, entonces NQ(O,)‘Q(a) € 7. Para ver esto,
si g(x) € Z[x] es ménico de grado minimal tal que g(a) =
0. Observe que g(x) es irreducible en Z[x] por ser de grado
minimal, luego como g(x) es ménico, del lema de Gauss se
sigue que g(x) es irreducible en Q|x]. Asi, se tiene que g(x) €
Z|x] es el polinomio ménico minimal para @, pero como se
mostré anteriormente, si g(x) = x" +a,_1 X"~ +---+ayx+ag
entonces Ny(q) @ = (—1)"ao € Z.

La discusién anterior permite formular la siguiente propo-
sicién, la cudl permitird demostrar que los nimeros algebrai-
cos enteros tienen solo finitos divisores primos.

Proposicion 3. Si a € C es algebraico entero y p|a donde p
es un niimero primo, entonces p|Ng(q)|o(®)-

Demostracion. Suponga que [Q(o) : Q] = n. Si p|o enton-
ces o = pf para cierto B € Z. Por lo tanto, Ng(g)o(®) =
Nawio(PB) = P"Ng(@)o(B)- Se sabe que Nog)q(a) €
Z y como o = pf3 entonces Q(a) = Q(B), por lo tan-

to No)o(B) = Nog)o(B) € Z. Se concluye que p |
No@)a(®)- 2

Como consecuencia se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1. Si a € C es algebraico entero, entonces o es
divisible por un niimero finito de primos.

Demostracion. De la proposicién anterior, si p | o entonces
P | Ng(a)jo(@). Como se mostré anteriormente, Ny(q)o (&) €
Zy por lo tanto, es divisible por solo finitos nimeros primos.

O

5. Polinomios simétricos elementales

Dado un cuerpo K y el anillo de polinomios K[xj,...,x,],
se dice que un polinomio es simétrico, si al aplicarle cualquier
permutacion a las variables se obtiene el mismo polinomio,
es decir, si p(Xg(1);---Xs(n)) = P(X1,---,%,) para todo ¢ €
Sy, donde S, denota el grupo de biyecciones de {1,...,n} en
{1,...,n}.

Un teorema famoso debido a Gauss, muestra que todos los
polinomios simétricos son generados como algebra por finitos
elementos conocidos con el nombre de polinomios simétricos
elementales.

Estos polinomios simétricos elementales se construyen de
la siguiente forma. Se considera el polinomio H(x) = (x —
x1)(x—x2) - (x—x,) en la variable x. Al destruir el producto

se obtienen los coeficientes de H(x) en términos de xi, ..., X,
estos coeficientes son llamados los polinomios simétricos ele-
mentales en las variables x1,...,x,. Es decir,

H(x) :xn+(*1)151(X1,...,xn)x”_1 et
+ (—1)"*15‘”71 (X1, X)X+ (= 1) sp(x1, ..., Xn),

donde s;(x1,...,x,) = Y oxjex.
1<ji<-<jisn

Observe que H(x) = (x — xg(1)) (X — Xg(n)) para todo
o € S, por lo tanto, los coeficientes del polinomio H (x) son
invariantes bajo o, para todo o € §,, lo que muestra que
S1,...,Sy son polinomios simétricos en las variables xi, ..., x,.

Haciendo uso de los polinomios simétricos elementales y
de los siguientes lemas, se van a caracterizar todos los sub-
conjuntos finitos de una extension finita F|Q que son fijados
por todos los homomorfismos de cuepos de F' en C que dejan
fijoa Q.

Este primer lema es una consecuencia del lema de Zorn
y es un resultado muy importante en la teoria de cuerpos, ya
que permite mostrar la unicidad, salvo isomorfismos, de la
clausura algebraica de un cuerpo.
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Lema 1. Suponga que F|K es una extension algebraica y que
L es un cuerpo algebraicamente cerrado. Entonces todo ho-
momorfismo de cuerpos T : K — L se puede extender a un
homomorfismo de cuerpos ¢ : F — L tal que o|g = L.

[

K——L
u

Demostracion. SE considera la familia .% de todas las parejas
(E,T) donde E es un cuerpo intermedioentre Ky F y 7: E —
L es un homomorfismo de cuerpos tal que 7|x = U.

If
E
I\
K——L

u
Esta familia claramente es no vacia ya que (K, ) € %.

Se ordena parcialmente la familia .% con el orden: (E, 7) <
(E',7) si ECE'y 7| = 1. Se considera ahora una ca-
dena {(Eq,Ta)}aca de #. Por ser una cadena, la unién
E = gea Eq resulta ser un cuerpo y claramente K C E C F.
Ademis, si se define 7: E — L como 7(e) = Ty(e) sie € Eq,
entonces T es un homomorfismo de cuerpos tal que 7|x = 1
(7 estd bien definido ya que si e € Eq y e € E entonces como
todos los elementos de la cadena son comparables, al suponer
que (Eq,Ta) < (Ep,Tg), se tiene que Tg(e) = Tg(e)). Por lo
tanto, (E, 7) € % y claramente (Ey, Ty) < (E, 7). Esto mues-
tra que la cadena {(Eq, Ty ) } aca tiene cota superior, luego del
lema de Zorn se concluye que . tiene un elemento maximal
(E,7).

Al probar que E = F. Suponga por el absurdo que £ C
F, luego existe oo € F tal que @ ¢ E. Como la extensién
F|K es algebraica, entonces E()|E es algebraica. Supon-
ga que p(x) = X"+ e, X"+ textey € E[x] es el
polinomio ménico minimal para ¢. Al definir 7(p(x)) =
X"+ T(ep1)x¥" 4 + 7(er)x + T(ep), entonces T(p(x)) €
L|x] y como L es algebraicamente cerrado, T(p(x)) = (x —
B1)---(x—PBy) con Bi,...,B, € L. Definiendo 7' : E(at) — L
como 7'(e) = 7(e) para todo e € E y 7'(a) = f. De esta
form,a se obtiene un homomorfismo de cuerpos v': E(a) — L

tal que 7’| = U, lo cual contradice la maximalidad de (E, 7).
Se concluye entonces que E = F. O

Lema 2. Suponga que F|Q es una extension algebraica. Si
o € F es tal que o(at) = o para todo o € Hom(F|Q), enton-
ces o € Q.

Demostracion. Suponga por el absurdo que a ¢ Q. Por lo
tanto, el polinomio ménico minimal p(x) para « tiene grado
mayor que uno, lo que permite escoger € C raiz de p(x)
con B # a. Con esto se puede definir un homomorfismo de

cuerpos U : Q(a) — C como pU(g) = ¢q paratodo g € Q y
u(er) = B, asi se tiene 4 € Hom(Q()|Q) tal que pu(a) =
B # o

Ahora, como F|Q es algebraica y C es algebraicamente
cerrado, del lemma 1 se sabe que u se puede extender a un
homomorfismo ¢ € Hom(F|Q) tal que og(q) = U. De esta
forma se tiene 0 € Hom(F|Q) tal que o(a) = u(a) # a, lo
cual es absurdo. O

Observacion 2. Suponga que set tiene una coleccién de po-
linomios distintos A = {q1 (X1,-.-,Xu)s -, gm(x1,...,%n) }. Si
O € S, es un permutacion cuya accién sobre A, definida como
o(qi(x1,-- %)) = qi(Xg(1)s- - - X (n))> define una biyeccién
o0 : A — A, entonces se tiene la siguiente igualdad de polino-
mios:

m

(x—qi(x1,...,%0)) = I_]l(x_qi(xc(l)w--yxc(n)))-

—

Il
R

1

El lema anterior y esta tltima observacion, tiene como con-
secuencia la siguiente proposicion.

Proposicion 4. Suponga que F|Q es una extension fini-
tay que oy,...,0, son elementos distintos de F tales que
Ol{a.....an} €S una biyeccion para todo & € Hom(F|Q). Su-
ponga ademds que A = {Py,...,Bn} es una coleccion de po-
linomios distintos en Q[x1,...,x,] tales que todo elemento de

Sy, define una biyeccion de A en A. Entonces se tiene que

n

H(x—ﬁi(ocl,...,(xn)) € Q[x].

i=1

Demostracion. De la observacion anterior se tiene que

(x=qi(x1,.. %)) = | |(x = qi(xz1ys -5 X)),

—
—

Il
—_
Il
R

para toda permutacién T € S,,.
Evaluando en «g,...,Q, en la ecuacién anterior, se tiene
que

m

H(x—qi(ocl,...,oc,,)) =

i=1

(x_qi(a‘c(l)7"'aaf(n)))7

—

Il
-

para toda permutacién T € S,,.

Por otro lado, cada elemento 6 € Hom(F|Q) al definir una
biyeccién o : {aty,...,a,} = {a,..., 0}, define una permu-
tacién de S, definida como o (i) = j si o(¢;) = ¢, por lo tan-
to, O'(OC,') = Og(j)-

Con esta notacidn se concluye de la tltima ecuacién que

m

H(x—qi(al,...,a,,)) =

i=1 i

=

- 0(0n))),

(x—gi(o(oq),..

Il
—

para todo o € Hom(F|Q).

Se observa que para cada o € Hom(F|Q), co-
mo o es homomorfismo y G|Q = id, entonces dado
q(x1,...,xn) € Q[x1,...,x,] se tiene que o(g(ay,...,q,)) =
g(o(e),...,0(0)). Se considera el polinomio

N

plx) = '_l(x—ﬁ,-(a],...,(x”)) € Flx].
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Cada homomorfismo ¢ € Hom(F|Q) se extiende a un ho-
momorfismo de anillos ¢ : F[x] — C[x] definido de la siguien-
te forma: si g(x) = a,x™ +--- +ajx+ ap € F|x], entonces
o(q(x)) = o(am)x™+---+o(a1)x+ o(ap) € Clx].

De lo anterior se tiene que
(x—o(Bi(a,...

o(p(x)) = ,0n)))

—

Il
-

I
:s

(x—=PBi(o(on), ...
= p(x),

para todo o € Hom(F|Q).

Finalmente, si p(x) = " 4+ a,_ (X"~ 4 -+ ajx +ay, de lo
anterior se tiene que o (a;) = a; para todo ¢ € Hom(F|Q), y
esto para todo i =0,...,m — 1. Asi, del lema 2 se concluye
que a; € Q paratodo i =0,...,m— 1, y por lo tanto, p(x) €

Qfx]. O

,0(e)))

Il
-

6. Identidad de Euler y la funcion ex-
ponencial

La identidad de Euler es una ecuacién que relaciona los
simbolos matematicos e, 7,0 y 1 de la siguiente manera:
e +1 = 0. La identidad se sigue inmediatamente una vez
que se defina la funcién exponencial compleja. Vale la pe-
na recordar que paraz =a+ib € C, & = e, donde e =
cos(b) +isen(b). En particular, e = cos(m) +isen(7m) = —1,
y por lo tanto, e/ +1 = 0.

Una propiedad de la funcién exponencial, que es conse-
cuencia de la férmula de integracidn por partes, esd relacio-
nada con el comportamiento de la integral de un producto de
la funcién exponencial por un polinomio.

Teorema 2. Suponga que p(x) € C[x] es un polinomio de gra-

do n. Entonces

/e ‘p(z)d

donde p\)(z) denota la i-ésima derivada de la funcién p(x).

En otras palabras, la funcion —e™* (27:0 p<i> (z)) es una an-

tiderivada de e™*p(z).

Demostracion. Una demostracion del teorema se obtiene de-
rivando el término de la derecha de la ecuacién y observando
simplemente que coincide con el término dentro de la integral.
Ahora, si no se conociera la igualdad a la que se quiere llegar,
esta prueba perderia su valor. Por esta razén, se demostrara
el teorema observando como deducir la igualdad del teorema
usando integracién por partes.

Se observa que como p(z) es un polinomio de grado n,
entonces p'’)(z) = 0 paratodo i > n+ 1.
Ahora, recordando que la férmula de integracion por partes es
una consecuencia de la regla de Leibniz o regla de la derivada
de un producto.

Usando integracidn por partes se tiene que

/ e p(2)de = —e~p(z) + / eph)

Si se aplica la igualdad anterior a la integral [e¢~2p{1)(z)dz se

tiene que
2)+ / e p

Continuando de manera recursiva, entonces

e paaz=
oo

y como pt1(z) =

[ p@dx=—p@) e pV ()

—e*[p(2)+pV (@) +- -+ p"(2)]+

n+1 dZ
)

0, se obtiene la igualdad deseada. O

7. Trascendentalidad de 7

Se presentard como usando todo lo discutido anteriormen-
te, Lindemann logré demostrar que el nimero 7 es trascen-
dental, es decir, no es raiz de ningin polinomio racional no
nulo. Suponiendo por el absurdo que el nimero 7 no es tras-
cendental, es decir, es algebraico. Como el niimero i € C es
algebraico ya que es raiz del polinomio racional x> + 1, en-
tonces im también es algebraico (el conjunto de los nime-
ros algebraicos forma un cuerpo). Suponiendo que g(x) =
(x—oy)-- (x— aty) € Q[x] es el polinomio ménico minimal
para iz y suponiendo que ¢f; = iT.

Se observa que O(q;,..a,) : {Q1,--, 0} — {00, 0}
es una biyeccién para todo o € Hom(F |Q), donde F =
Q(ar,...,0), ya que todo elemento ¢ € Hom(F|Q) es in-
yectivo y si a es raiz de g(x) entonces o (@) es también raiz
de g(x).

Ahora, para cada k = 1,...,n se considera la coleccién de
polinomios distintos en Q[xi,...,x,], dada por Ay = {x;, +

ctx c I<h << < n}. Se observa que toda permu-
tacion 7 € S,, define una biyeccién 7 : Ay — Ay.
De la proposicién 2, se tiene que paratodo k =1,...,n,
Pk(x): H (x*(ai|+"'+aik))€(@[x]'

1<i) << <n

Por lo tanto, el polinomio P(x) = Py (x)--- B, (x) € Q[x] tiene
como raices a todos los elementos de la forma

Ot,', lglgnv
ai"'aja 1Sl<]§n7
G+, 1<i <o <ig<n,
Qe Oy,

Si se listan estos elementos como fi,..., B, se observa
que estos elementos no son necesariamente distintos. Ahora,
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, Br son los elementos de esta lista que

Bi) =

suponiendo que fi, ...
son diferentes de cero.

Entonces P(x) =T" (x—
lo que implica que

KT (= By) € QL]

>~

=[x

—Bi) € Qlx]

Como f,..., B son algebraicos sobre QQ, de la proposicién
1, existe N € Z tal que NB; € Z parai = 1,...,k, por lo tanto
L(x) = N*H(x) € Z[x], es decir, sus coeficientes son algebrai-
oS enteros.

Para cada nimero primo p, se considera el polinomio

A o L(z)”
y la integral compleja

Bi
Ip’i:/O e *fp(2)dz,

parai=1,...,k. Se observa que \1,,,\ <1 ) -C; para cierta
constante C;, y esto paratodoi=1,...,k, luego
p—1
ﬁ[lp,i § al C7
(p—1)!

k .
donde C = max{|ePiC;|}.
i=1
Asf se tiene que la sucesion {s, = Z, 1€ﬁi i} p primo CON-
. P
verge a cero, ya que la serie ), (N Ty €s convergente.
p primo P

Por otro lado, la sucesién {Zi:1 eﬁilpyi} p primos €5 UNA SU-
cesién no nula (no se vuelve cero después de un punto) de
nimeros enteros, lo que es claramente una contradicciéon. En
efecto, como consecuencia del teorema 2 y del teorema fun-
damental del cdlculo en los complejos, se tiene que

d . d ,
Iyi=—eP [Zﬁﬁ”(ﬁi) + Zf,£”<o>]7 (1)
j=0 j=0

donde d es el grado del polinomio f,(z).
Ahora, se puede notar que

. -1 J /i ;
=gk (1)@ e @

En la ecuacioén anterior, se observa que si [ < p — 1 enton-
ces la funcioén (z”’l)(’) evaluada en cero es cero, es decir,
(z2~1D(0) = 0, lo que muestra que f;,j) (0)=0sij<p-1.
Por otro lado, si I > p —1 es claro que (zl’_l)(l) =0, luego
para j > p — 1 se tiene que

(o) = N
£,7(0) = D

=pDp,j,

(,7,) - e

donde D, j = yN7! (pi'l)(L(z)”)(j*pH)(O)-
Observe que p | (L(z)?)U~P+1)(0) para j > p y por lo tanto,
D, ; € Zcuando j > p.
Y(0) = NP~1L(0)P.

Se observa que como L(x) € Z[x] entonces N?~'L(0)? € Z
y pD, ; € Z. Se puede notar también que como los coeficien-
tes de L(x) pertenecen al cuerpo Q(By,....5) y Bi € F =

Si j = p—1, entonces fl(,p_

Q(ay,...,a,) para i = 1,...,k, entonces NP~ 'L(0)? € F y
pD,, ; € F. Esto permite concluir lo siguiente.
‘ 0 si j<p—1
O =3 pDp; s jp-l, Q)
NPTIL(0Y si j=p—1

donde NP~'L(0)?, pD, j € ZNF.

Para computar fp(]) (Bi), se observa que en general, si
q(x) € K[x] es un polinomio que tiene como raiz a f§ € K,
es decir, g(x) = (x — B)h(x), entonces (g(x)?))(B) =0 si
j<py p!divide a (g(x)?))(B) si j > p. En efecto, como
q(x)? = (x — B)Ph(x)P entonces se tiene que

Ahora, como ((x— f)?)/) = (pfi!j)y(x—ﬁ)”*j para j < p en-

tonces ((x — B)?))(B) =0si j < p. Esto permite decir que
(g()")V)(B) = 0si j < p. |
Por otro lado, ((x — B)?)(?) = p!, luego ((x—B)?)) =0

si j > p. Asi, de la dltima ecuacidn se sigue que

(g()P) (B = (;)pwh(x)f’)(fm(ﬁ), i j>p.

Se concluye entonces que (¢(x)?) () =0si j<py

P! (g(x)") () si j = p.

Se usard lo anterior para computar f[(,j>(ﬁi). Recordando

que fp(z) = 1;,:1) P=1L(z)P. Como B; es raiz de L(z), de la
discusion anterior se sigue que (L(z)") ) (B)=0sij<py
P! (L(z)")V) (B) enZsi j = p.
Por otro lado, como
: N” V& () e
fz(zj) _ Z( ) () (zp=1yi~t
entonces si j < p se tiene que fp (ﬁ,) Oparai=1,...,k,y

si j > p entonces

g\ = N (] L(OPYP) (B (P~ N~P(B) = pE., : :
160 = gy () NP B (B = pEp i
dondeEpﬂ,-,j GZﬂFyF:Q((XI,...7(Xn).
Se concluye entonces que

f(j)(ﬁ‘): 0 si j<p

P ! pEpJJ si ij’
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conkEp ;; €ZNF.

Volviendo a la ecuacién 1, los computos anteriores im-
plican que

d
NPULO)+ Y pDy,
Jj=p

Z pEp i
=—c P (PEp,i) +(NP7'L(0)" + pD,),

donde Ep,i = Z?:pEp,j,i y DP = Z?:pr,f
Haciendo la suma parai = 1,...,k se obtiene que

=0 ior sy (£ s

Por otro lado, hay que recordar que o = iy que 1+ * =
0, por lo tanto, [T, (1 +e%) = 0. Al destruir este producto
anterior se tiene que

Ipi=—e"

®)

[Ian22] Stewart Ian, Galois theory, Chapman and Hall/CRC, 2022.
[Iva05] Niven Ivan, Irrational Numbers, Cambridge University Press, 2005.

n
0=1+ Zeo‘i 4t Z e Tt | oy oK O
i=1 1<i) <o <is

m k
=1 +Zeﬁ" =1 +(m—k)+ZeB",
i=1 i=1
(6)

donde recordando que i, ..., B son los no nulos.
De la tltima ecuacién se sigue que Y*_ efi =t =k—m—1¢
Z.
Reemplazando en la ecuacién 5, se obtiene que

eﬁilpJ =t(N?7'L(0)? + pD)) — pE,,

-

i=1

=tNP7'L(0)? — p(tD, — E,,).

Como L(0),D,,E, €ZNF,entonces s, = Y*_, ePil,; €ZNF,
donde F = Q(at,...,0).

Se puede notar que o(s,) = s, para todo o € Hom(F|Q),
luego por el lema 2 se tiene que s, € Q. Como s, es algebrai-
co entero y s, € Q, entonces s, € Z (los tinicos racionales
que son algebraicos enteros son los nimeros enteros).

Se puede observar que s, = 0 < tNP~IL(0)? = p(tD, — E,,).
Por otro lado, se sabe por el corolario 1 que existen finitos
primos que dividen a L(0), luego, suponiendo que py,...,p,
son todos los divisores primos de ¢, N y L(0), entonces los di-
visores primos de tN”~!L(0)? estdn en el conjunto de primos
{p1,-..,pa}. Porlo tanto, S, # 0 para todo p & {p1,...,pa}
Esto muestra que la sucesion {sp} p primo NO €s nula, es decir,
no se vuelve cero después de un punto, pero esta sucesion
es una sucesion de enteros que converge a cero, lo cual es
absurdo.

Se concluye entonces que el nimero 7 es trascendental.
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Resumen

En este trabajo, se utiliz6 una dualidad entre la categoria
de representaciones de un conjunto parcialmente ordenado y
la correspondiente categoria de su opuesto, para obtener los
espacios de homomorfismos entre los tipos de representacio-
nes indescomponibles pertenecientes a la componente prein-
yectiva del carcaj de Auslander-Reiten asociado al problema
de los cuatro subespacios.

1. Introduccion

Obtener la clasificacién completa, salvo isomorfismo, de
cuatro subespacios de un espacio vectorial de dimensién fi-
nita sobre un campo corresponde a un problema clasico, co-
nocido como Problema de los Cuatro Subespacios, plantea-
do y resuelto por Gelfand y Ponomarev en [GP70]. Pos-
teriormente, se han propuesto otras soluciones, que difieren
en las técnicas usadas y en la complejidad de las herramien-
tas involucradas. En [Med23] se encuentra una descripcién
detallada del problema y de su importancia. Es importan-
te, no solo clasificar las colecciones de cuatro subespacios,
sino clasificar también los morfismos entre estas colecciones.
En [Bre67, Bre74,MZ04, For08, Sim92] se presenta la clasifi-
cacion de los espacios de homomorfismos entre ciertas colec-
ciones indescomponibles.

En este articulo, que puede considerarse una continuacién
de [BM24], se estudia la componente preinyectiva del car-
caj de Auslander-Reiten asociado al problema de los cuatro
subespacios. Se va a considerar aqui una importante dualidad
categdrica para obtener, en el caso de la componente preinyec-
tiva, los espacios de homomorfismos entre los diferentes pares
de tipos de representaciones indescomponibles para los cuales
existe un tnico morfismo irreducible. Se utilizardn técnicas
sencillas de dlgebra lineal para tal fin.

La estructura del articulo es la siguiente: en la seccién 2,
se presentaran las definiciones, notaciones y resultados fun-
damentales de la categoria de representaciones de un con-
junto parcialmente ordenado. En la seccién 3, se calcularidn
explicitamente la forma que tienen los espacios de homomor-
fismos entre los objetos indescomponibles correspondientes

*Programa Curricular de Matematicas, Universidad Nacional de Colom-
bia, sede Manizales; Departamento de Matematicas y Estadistica, Universi-
dad Nacional de Colombia, sede Manizales

a la componente preinyectiva del carcaj de Auslander-Reiten
asociado a la tetrada.

2. Conjuntos parcialmente ordenados
y su categoria de representaciones

En esta seccidn se presentaran las definiciones basicas aso-
ciadas a la categoria de representaciones de un conjunto par-
cialmente ordenado y se estudiardn las propiedades mas im-
portantes de un funtor que, en la préxima seccion, permitird
obtener el resultado principal.

2.1. La categoria de representaciones de un

conjunto parcialmente ordenado

Definicion 2.1. Un conjunto parcialmente ordenado es una
pareja (£7,<), en donde & es un conjunto y < es una re-
lacién de orden parcial sobre &, es decir, la relacion < es
reflexiva, antisimétrica y transitiva. En lo que sigue, se van a
considerar conjuntos parcialmente ordenados finitos, es decir,
aquellos en los que el conjunto &2 es un conjunto finito.

Dado un conjunto parcialmente ordenado (<, <), su con-
junto parcialmente ordenado opuesto (Z7°7, <°P) tiene el
mismo conjunto subyacente de puntos, es decir, Z7 = &,
y la relacion de orden <°P es la inversa de la relacion <, es
decir, x <°? y, en PP, siy solosiy <x,en L.

A menudo se describird un conjunto parcialmente ordena-
do (Z,<) mediante su diagrama de Hasse: los elementos de
& se representan con puntos y se traza un segmento ascen-
dente de un punto x a un punto y, si x <y y no existe z con
x<z<y.

Aunque, por definicién, un conjunto parcialmente ordena-
do es una pareja (£, <), es usual referirse a él solo mediante
el conjunto Z. Resulta claro, a partir de las definiciones, que
(@(}p)(}p = @

Ejemplo 1. A continuacién, se muestra, mediante sus diagra-
mas de Hasse, un conjunto parcialmente ordenado y su con-
junto parcialmente ordenado opuesto:

) 3 1
QP —
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Definicion 2.2. Dados un campo k y un conjunto parcial-
mente ordenado (£?,<), con n puntos, una coleccién U =
(Uo,U;)iew de n+ 1 espacios vectoriales sobre k se denomi-
na representacion de & sobre k si satisface las siguientes
condiciones:

= [y es un espacio vectorial de dimension finita sobre k. El
espacio Uy se denomina espacio principal de U.

= U; es subespacio de Uy, para cada punto i de &.
n U;CUjsii<jen 2.

Un morfismo ¢:U — V entre dos representaciones U =
(Uo,Up)icr yV = (Vo,Vi)icw es una transformacion lineal
¢:Uy — Vo tal que ¢(U;) C V;, para todo i € Z2. El conjunto

Hom(U,V) ={f| f:U — V es morfismo}

tiene estructura natural de k-espacio vectorial con la suma y
el producto por escalar usuales. Hom(U,V) se denomina el
espacio de homomorfismos de U en V.

Dos representaciones U y V se denominan isomorfas, si
existe un isomorfismo k-lineal ¢:Uy — Vp tal que ¢ (U;) =V,
para todo i € ; en este caso, escribimos U ~ V. La su-
ma directa de dos representaciones U = (Up,U;)icz y V =
(Vo,Vi)ic es la representacién U @V dada por

UV =Uy®Vo,U; ®V))ico.

Una representacion U se dice indescomponiblesiU ~V W
implica V =0 o W = 0 (aqui, 0 denota la representacion nula
en la que todos los espacios vectoriales son el espacio trivial
0). La dimensién de una representacion U = (Up,Uj)ic » es
el vector d = dimU = (dp,d;)ic, en donde

do = dimk(Uo) y
d,‘ = dimk (Q) y

con
si i es minimal en 2.

Ui
U = .
- Ui/Zj<,~ U;, en caso contrario.

Vale la pena recordar que un elemento m de un conjunto par-
cialmente ordenado (£?,<) es minimal en & si, para todo
x € &, se tiene que x < m implica x = m.

Ejemplo 2. Algunas de las nociones anteriores serdn ilustra-
das con un par de ejemplos:

(a) Dados un campo k y el conjunto parcialmente ordenado

para la representacién

U = (Uo,U1,Us,U3) = (k,k,k,k)

de & sobre k, se tiene que
ﬂ:Ul :k7
Uy =Up /U =k/k~0 y
%ZU}./U] :k/k:O,

asi que el vector dimension d = dimU estd dado por d =
(1,1,0,0).

(b) Dados un campo k y el conjunto parcialmente ordenado
2 4
P = ,
1 3

para la representacion
U = (U, U1,Uz,U3,Usy),
de & sobre k, dada por

Up=k>=k®kdk,
U =k®080, U,=k®08k,
Us=0®000k, Us=00kdDk,

se tiene que U; = U y Us = U3, pues 1 y 3 son minimales
en &. Ademis,

Uy =U/Y ;2 U;
=U/(U1 +Us)
= (ke 0@k)/(ke0&k)
~0

Us = Us/¥j<aUj
=Us/Us
=00kdk)/(0D0DK)
~0pk®O.

Por lo tanto, el vector dimensién d = dimU esta dado
pord =(3,1,0,1,1).

Al tomar las representaciones de & sobre k como obje-
tos y los morfismos entre ellas como morfismos, se obtiene
la categoria de representaciones de & sobre k, que deno-
taremos rep(Z, k). Esta categoria es una categoria de Krull-
Schmidt (ver, por ejemplo, [Med23, capitulo 2]). De hecho,
ya que los conjuntos Hom(U, V) tienen estructura, no solo de
grupos abelianos, sino de k-espacios vectoriales, la categoria
rep(Z,k) es también una k-categoria.

Ya que se estdn considerando espacios vectoriales de di-
mension finita, se puede hacer uso del lenguaje matricial, tal
y como se muestra a continuacion.

Definicion 2.3. Si se elige una base para Up y sistemas mini-
males de generadores para cada uno de los espacios U;, enton-
ces una representacion U = (Up,U;);c » admite una presen-
tacion matricial My, la cual es una matriz por bloques

w=mo=[[m[ ) e
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en donde el nimero de filas de M es igual a dj y, para todo
i € &, el nimero de columnas del bloque M; es igual a d;; las
columnas de cada bloque M, son las coordenadas de los vec-
tores del sistema minimal de generadores escogido para U;,
con respecto a la base principal de Uy (si U; = 0, entonces el
bloque correspondiente al punto i estd formado por una tnica
columna nula).

Si se tienen en cuenta los posibles cambios de bases para
los espacios, es claro que dos representaciones U y V de &
sobre k son isomorfas si y solo si dos de sus presentaciones
matriciales asociadas My y My son equivalentes en el sentido
de que una de ellas puede convertirse en la otra al aplicar un
nidmero finito de las siguientes transformaciones admitidas:

TAT1:
TA2:

Operaciones elementales por filas de toda la matriz M.
Operaciones elementales por columnas dentro de cada
bloque M;.

Adiciones de columnas del bloque M; a columnas del
bloque M;, si j <ien 2.

TA3:

Ejemplo 3. En este ejemplo se muestran presentaciones ma-
triciales asociadas a algunas de las representaciones del con-
junto parcialmente ordenado & del ejemplo 1(a):

2

w

@:

U = (Up,Uy,U,,Us)

(k,0,0,0)
(k,k, k, k)
(k,0,k,0)
(k,0,0,k)
(k,0,k, k) [Of1]1]

2.2. La dualidad D

Definicion 2.4. Cabe recordar que, dado un espacio vectorial
Uy sobre un campo k, el dual (algebraico) de Uy, denotado
D(Up) o méds comodamente U, es el conjunto de todas las
transformaciones lineales de Uy hacia el campo &:

D(Uy) =Uy ={f:Uy — k| f es transformacion k-lineal }

dotado, de manera natural, de estructura de espacio vectorial
sobre k. Si tenemos una transformacién k-lineal g:Uy — V)
entre k-espacios vectoriales, se puede definir, por composi-
cién, una transformacién k-lineal D(g) = g*:V; — Uy, al to-
mar

D(g)=g"(l)=1og,

Nota 1. Las transformaciones lineales de D(Up) = Uj; se sue-
len llamar funcionales lineales en Uy. Ademas de las nota-
ciones D(Up) y U, también es comun utilizar Homy (Up, k)
para el espacio dual de Uj.

paratodal € V.

Proposicion 2.5. Si Uy es de dimension finita sobre k, en-
tonces U es también de dimension finita sobre k'y dimUy =
dimUy. En particular, Uy y su dual son espacios isomorfos.

Demostracion. Dada una base B = {uy,...,u;} para Up, se
puede considerar el conjunto B* = {u},...,u},} de elemen-
tos del dual de Uy definidos, sobre la base B, de la siguiente
manera:

1, sii=j.

ui () = {0, Siidj.

Por linealidad, extendemos la definicién de los u; a todo
Up. Se puede observar que B* es una base para el espacio
dual de Up: si 0 = oquj + --- + o4uu;,, entonces, para todo
j€{l,...,m}, resulta

0=0(u;)
= (onuj + -+ Qity, ) (1)
=oquy(uj)+ -+ Oy, ()
=0

con lo que B* es un conjunto linealmente independiente.
Ademads, B* genera a todo U dado un funcional lineal arbi-
trario f € Uy, se puede tomar g = f(u1)uj +-- -+ f(um)u;, en
el generado por B* y obtenemos que, para todo j € {1,...,m},
se tiene lo siguiente:

Fuj) = f(un)ui (up) + -+ f ()t (1)
= (f(ur)uy + -+ f () 1ay,) (1)
= g(u;).

La anterior cadena de igualdades muestra que los funcionales
lineales f' y g coinciden sobre una base para Uy y son, por lo
tanto, iguales. La base B* se suele llamar la base dual de la
base B. O

Corolario 2.6. Si Uy es un k-espacio vectorial de dimension
finita, entonces los tres espacios Uy, D(Ug) y D*(Uy) tienen
la misma dimensién. En particular, Uy ~ D(Up) ~ D*(Up).

Demostracion. Consecuencia inmediata de la proposi-
cién 2.5. O

Ahora se extendera la definicién de espacio dual a una dua-
lidad categorica entre la categoria de representaciones de un
conjunto parcialmente ordenado y la categoria de representa-
ciones de su conjunto parcialmente ordenado dual.

Definicion 2.7. Dados un campo k y un conjunto parcialmen-
te ordenado 2, el funtor de dualidad

D= ):rep(P,k)— rep(F? k)

actda de la siguiente manera:

I) Sobre los objetos: a cada representacién U = (Up, U;)ic »
de & sobre k, le asocia la colecciéon D(U) = U* =
(Ug U} )ic pov dada por

Us = {f:Uo — k| f es transformacion k-lineal }

2.1
Ur = {(f UG | £(U) =0}, @D

para todo i € 2°P.
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II) Sobre los morfismos: a un morfismo g:U — V entre dos
representaciones U = (Up,U;)ijcr yV = Vo, V;)ic o de &
sobre k, le asocia D(g) = g*:V; — Uj;, dado como en la
definicién 2.4, es decir, g*(I) =l og, paratodal € V.

En la siguiente proposicion, se demostrard que, efectiva-
mente, ese ha definido un funtor contravariante y se estudiaran
algunas de sus propiedades fundamentales.

Proposicion 2.8. Con las notaciones y convenciones anterio-
res, se tiene lo siguiente:

a) D es un funtor contravariante de rep(Z.k) en
rep(P°P k). También puede verse D como funtor con-
travariante de rep( PP k) en rep( P, k).

b) El funtor D es un k-funtor, es decir, D respeta la estruc-
tura de k-espacios vectoriales de los conjuntos de homo-
morfismos. En particular, D es un funtor aditivo.

c) D preserva el objeto cero y, por lo tanto, los morfismos
nulos.

d) D respeta las sumas directas finitas y también los copro-
ductos finitos.

€) DoD = lyp(p 1)y DoD = Ly pop 1. En particular, D
establece una dualidad categorica entre las categorias
rep(:7,k) y 1ep( 277, k).

/) Homrep(?/’,k)(UJ/) = Homrep(,@aptk) (D(V)aD(U))’ para
todas las representaciones U y V en rep(Z, k).

Demostracion. a) En primer lugar, si U = (Up,U;)ic es un
objeto en rep(Z, k), entonces D(U) = (U, U;*) i gor, defini-
do segun las expresiones (2.1), es, efectivamente, un objeto en
rep(Z2°P k): como Uy es de dimensién finita sobre k, enton-
ces, segtin el corolario 2.6, dim(Uj;) = dim(Up). Por otro lado,
es claro que, para cada i € &°P, el conjunto U;" es subconjun-
to no vacio de Uy, pues el funcional lineal nulo 0:Uy — k
pertenece a cada U;". Adicionalmente, si f y g son funciona-
les lineales de U;" y & es un escalar arbitrario de k, entonces
(af+g)(x)=of(x)+g(x)=0,paratodox € U;yasi o f + g
pertenece a U}, con lo que cada U;" es subespacio vectorial de
Ug. Por dltimo, si i <P j en &P, entonces j <ien &y
asi Uj C Uj;. Esta contenencia implica que U;* C U pues todo
funcional lineal de Uy en k que anule a todo U; anula también,
en particular, a todo U;.

Se puede observar ahora que si f:U — V es un morfis-
mo en rep( 2, k), entonces D(f) = f*:V* — U* definido por
f*(I)=lof, paratodo ! € Vj, es un morfismo en rep(F?°?  k):
se tiene que (/o f)(U;) = I(f(U;)) =0, pues f(U;)) CV;y !
anula a todo V;. Se ha demostrado asi que f*(V;*) C U}, para
todo i € L°P, es decir, f* es morfismo de V* en U*.

Por otro lado, se tiene que D(1y) = 1}; es la transforma-
cién lineal 13,: Uy — U tal que 15, (f) = foly = f =1y (f),
para toda f € Uy y asi D(1y) = 1p(y)-

Si, ahora, f:U -V y gV — W son morfismos en
rep( 2, k), se tiene que D(go f):W* — U* es la transforma-
cion lineal D(go f): Wy — U tal que, para todo [ € W,

D(go f)(I) =1lo(gof)

es decir, D(go f) = D(f) oD(g). Con esto termina la prue-
ba de que, efectivamente, D es funtor contravariante de
rep(Z,k) en rep(°P k). El resto de la afirmacién de este

literal se deduce de lo que se acaba de demostrar y de que
(t@()p)op = P,

b) Al tomar f y g morfismos de U a V en rep(Z,k) y sea
o € k un escalar arbitrario; entonces, para todo [ € D(Vp), se
tiene lo siguiente:

(af +8)" (1) =lo(af+g)
=lo(af)+log
=o(lof)+log
=af(l)+g*(I)
= (af +g")(0).

Asi, (af+g)* = o f*+g*, es decir, el funtor D es un k-funtor.

¢) En efecto,
D(0) ={f:0— k| f es transformacién lineal} = 0,

con lo que la imagen mediante D de la representacion nula
enrep(Z, k) es la representacion nula en rep(2?°P k). Ahora
bien, esto, junto con el que el morfismo nulo 0:U — V es la
composicion de los dos tnicos morfimos U — 0y 0 =V, lo
que lleva a que D también preserva morfismos nulos.

d) Basta probar el resultado para dos objetos, pues un simple
argumento inductivo permite, entonces, extender el resultado
a cualquier ndmero finito de objetos. Sean entonces U y V
representaciones en rep(Z2, k). Como rep(Z, k) es una cate-
goria aditiva, existen el producto y el coproducto paraU y V,
y los objetos correspondientes son isomorfos, es decir, tene-
mos una quintupla

(U®Vvllvl277tla7r2)7

que satisface las propiedades universales del producto y del
coproducto y tal que las inyecciones 11:U - U ®V e 1,:V —
U @V, junto con las proyecciones 7:U &V — Uy mp:U &
V — V satisfacen las igualdades

7171011:1[], 71:2011:0,

moty =0, Mol = ly, (2.2)

Lom +hom = lygy.

Se va a probar que (D(U @ V),D1;,D1,) satisface la condi-
cién universal para el producto (suma directa) de los objetos
D(U) y D(V) en rep(2°? k), con lo cual se obtendri el iso-
morfismo D(U @ V) ~ D(U) @ D(V). Si se toma una repre-
sentacion Z de & sobre k, junto con morfismos fi:Z — D(U)
y f2:Z — D(V), entonces se debe garantizar la existencia de
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un tnico morfismo h:Z — D(U @ V) que haga conmutar el
diagrama siguiente:

Z
h \i,h f
DU®V) (2.3)
Dy D1y
N
D(U) D(V)

Al tomar & = (D7ty) o f| + (Dm,) o f», se obtiene lo siguiente:

(Du)oh = (Dy)o((Dm)o fi +(Dm)o f2)
= (Du)o(Dm)o fi +(Du)o(Dm)o fr
=D(mou)fi+D(mou)f
=D(ly)o fi +D(0)o f>
=lpwy)ofi+0
=,

en donde se han usado las igualdades (2.2) y el que D es un
funtor aditivo que preserva morfismos nulos. De manera com-
pletamente andloga, se prueba que (D1;) oh = f;. Se ha de-
mostrado, asi, la existencia de un morfimo / que hace conmu-
tar el diagrama (2.3). Falta unicamente probar la unicidad del
morfismo /: si se tiene un morfismo g:Z — D(U @ V) tal que
(Dy)og = fiy (Dr)og = f>, entonces

D(l] OTC])Og:((DTH)O(Dl]))Og

= (D)o ((Du1)og) 24)
= (Dmy) o fi
y, también,
D(pom)og = ((Dm)o(Drr))og
= (Dm) o ((Dr2)og) (2.5)
= (Dm)o fa,
con lo cual
8= Ilpwav)°g
=D(lygyv)og
=D(yom+pom)og (por 2.2)
= (D(l] o 7'(1) +D(12 07172)) og
=D(yyom)og+D(1pom)og
(por2.4y2)5)

= (Dﬂ.']) Ofl + (Dﬂz) Of2
=h.

e) Si se considera la composicion de los siguientes funtores:
rep( 2, k) 2, rep(2°P k) 2, rep( 2, k)

se puede observar que D> = DoD ~ liep(2 x)- Entre una
representacion arbitraria U de & sobre k y su doble dual
D*(U) = D(D(U)) se puede definir un morfismo ¢y:U —

D*(U), al considerar la transformacién lineal ¢y:Uy —
D?*(Uy) tal que, para todo x € Up, ¢y(x) = X, en donde
xX:D(Uy) — k esta dada por X(I) = I(x), para cada [ € D(Uy).
Entonces, la coleccion

¢ ={¢u | U es objeto en rep(Z, k) }

es una transformacion natural entre los funtores 1 4) Y
D?. En efecto, se debe verificar que, para todo morfismo
f:U = Venrep(Z,k), el siguiente diagrama conmuta:
v—L v
¢Ul l‘ﬁv

D*(U) —— D*(V
V) 55 DY)

(2.6)

Sea x € Uy, entonces

(v o f)(x) = ¢v (f(x)) = f(x)

y, ademads, se tiene que

(D*(f) 0 9u)(x) = D*(f)(¢u (x)) = D*(f)(X) =XoD(f).

Si [ es, ahora, un elemento arbitrario de D(V), entonces

con lo que f(x) =XoD(f) y el diagrama (2.6) conmuta. Adi-
cionalmente, para cada objeto U en rep(Z2,k), se tiene que
¢y es un isomorfismo: en efecto, si se toma x € ker(¢y ), se
obtiene que @y (x) =X = 0, es decir,

I(x)=%()=0, paratodo! e D(Up). 2.7

Al fijar una base {ug,...,u,,} para Uy, se puede escribir
x = Pru; + -+ Buty, para algunos escalares f; € k y al to-
mar los funcionales lineales {u7,...,u},} de la base dual (ver
la demostracién de la proposicién 2.5), se obtiene, gracias a
(2.7), que

0=u(x)
=u; (Brur + -+ + Buttm)
= Buu; (ur) + -+ + Buta; ()
=B,

para todo i € {1,...,m}, es decir, x =0 y ¢y es inyectiva.

Como, gracias al corolario 2.6, los espacios Uy y D*(Up) tie-

nen igual dimensién, entonces ¢y es biyeccioén y con esto, la

coleccién ¢ = {¢y | U es objeto en rep(Z?,k)} es un isomor-
2

fismo natural entre 1.ep( 2 x) y D

f) Gracias al literal e), se sabe que D es una dualidad ca-
tegorica y, por lo tanto, el funtor D es fiel y pleno (y tam-
bién, denso). Adicionalmente, gracias a b), se sabe que D es
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un k-funtor. De lo anterior, resulta el siguiente isomorfismo de
k-espacios vectoriales:

Homrep(ﬁb,k) (Ua V) = Homrep(ﬁz"P,k) (D(U),D(V)),
para todas las representaciones U y V en rep( 2, k). O

En general, al aplicar la dualidad D se cambia de categoria;
sin embargo, para aquellos conjuntos parcialmente ordenados
que coinciden con su opuesto, al aplicar D volvemos a caer
en la categoria de representaciones del conjunto parcialmen-
te ordenado original. Si se combina esta sencilla observacién
con la proposicion anterior, se obtiene el siguiente resultado,
que serd fundamental en la prueba del teorema principal, en
la seccion 3.

Corolario 2.9. Si & es un conjunto parcialmente ordenado
tal que & = P°P, entonces, para representaciones arbitra-
rias U yV de & sobre un campo k, se tiene el siguiente iso-
morfismo de k-espacios vectoriales:

Homrep(e@,k) (U7 V) = Homrep(e@.k) (D(V),D(U)L

Demostracion. Como & = 2P°P, entonces rep(Z,k) =
rep( PP, k); el resultado se sigue del isomorfismo dado en f)
de la proposicién 2.8. O

Ejemplo 4. A continuacidn, se ilustra el efecto de la dualidad
D sobre algunas de las representaciones del conjunto parcial-
mente ordenado & del ejemplo 1(a):

2 3 1
PP =

U = (Uo,U,,U,Us) U* = (Us,Uf,U5,U5)

(,0,0,0) N (k, k, k, k)
(k,k, k, k) — (,0,0,0)
(k,0,k,0) —_— (k,k,0,k)
(k,0,0,k) —_— (k,k,k,0)
(k,0,k,k) —_— (k,k,0,0)

3. Espacios de homomorfismos-El caso
preinyectivo

En esta seccidn, se van a obtener los espacios de homomor-
fismos entre cuadruplas indescomponibles entre las que hay
un morfismo irreducible en la componente preinyectiva del
carcaj de Ausander-Reiten asociado al problema de los cuatro
subespacios. Esta demostracion va a ser muy rdpida, gracias
al uso del funtor de dualidad y a la aplicacién de los resulta-
dos correspondientes a los espacios de homomorfismos entre
las cuddruplas indescomponibles un morfismo irreducible en
la componente postproyectiva del carcaj de Ausander-Reiten
asociado a la tetrada (ver [BM24, Teorema 3.1]).

Definicion 3.1. El conjunto parcialmente ordenado

2

formado por cuatro puntos mutuamente incomparables, se de-
nomina tetrada. Dado un campo k, una representacién de .7
sobre k se denomina una cuadrupla de subespacios.

_Jo o) o o)
‘7_{1 2 3 4

Asf, las cuddruplas de subespacios tienen la forma U =
(Uy,Uy,...,Us), en donde Up es un espacio vectorial de di-
mension finita sobre k y Up,...,Us son cuatro subespacios
de Up. La dimensién de una cuddrupla U = (Uy, Uy, ...,Us)
es, entonces, el vector d = dimU = (dy,dj,...,ds) en donde
d; = dim (U;), para todo i € {0,...,4}. Tomando las cuddru-
plas como objetos y los morfismos entre cuadruplas como
morfismos, se obtiene la categoria que serd denotada como
rep(J k).

El problema de los cuatro subespacios consiste en obte-
ner la clasificacién completa, salvo isomorfismo, de todas las
cuadruplas indescomponibles. Para el objetivo de este traba-
jo, resulta particularmente til la forma matricial en que esta
presentada la solucién a este problema en [MZ04, apéndice,
pags. 22 y 23].

Como se menciond en [BM24], a la tetrada 7 =
{1,2,3,4} se puede hacer corresponder el carcaj ¢ dado por

0
a / \ 5 :
B v
1 2 3 4
De hecho, tenemos un funtor
F:rep(7 ,k) — rep(% k)
que induce un isomorfismo de k-espacios vectoriales

Homrcp(f’],k)(va) = Homrep(ﬁ,k)(F(U)vF(V))'

Los detalles de la definicién del funtor F' se encuentran
en [BM24]. En particular, para hallar los espacios de homo-
morfismos entre ciertos objetos en rep(.7,k), se puede cal-
cular los espacios correspondientes en la categoria rep(%, k).
Este hecho fue utilizado por los autores, en el articulo citado,
para obtener los espacios de homomorfismos para las cuddru-
plas indescomponibles asociadas a la componente postpro-
yectiva del carcaj de Auslander-Reiten correspondiente al car-
caj ¥. Con la ayuda de ese resultado, presentado mas adelante
en el teorema 3.2, se van a calcular los espacios de homomor-
fismos para las cuddruplas indescomponibles asociadas a la
componente preinyectiva del carcaj de Auslander-Reiten co-
rrespondiente a & .

Nota 2. En el cuadro 1, para enteros positivos g y r, la matriz
nula de tamafio ¢ X r se denotan como 0, ,; la matriz nula de
tamafio g X g se denota por 0,. Para un entero positivo s, las
matrices I (I;7, respectivamente) son matrices de tamafios
s x (s+ 1) obtenidas al agregar una columna de ceros a la
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izquierda (y a la derecha, respectivamente) de la matriz iden-
tidad I;. Explicitamente, se obtiene:

o1 0 ... 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 1 00
I = e I =

00 0 ... 1 o0 ... 10

Si s = 0, las matrices I(‘)_ e IO_> son iguales; son matrices «for-
males» con cero filas y una columna, que representan el ope-
rador lineal £k — 0.

En las matrices de tipo V*, la franja horizontal inferior co-
rresponde a una fila. Si n = 0, todos los bloques de las dos
franjas horizontales superiores de la matriz de este tipo son

bloques vacios, lo que da lugar a la matriz ,
que corresponde a la cuddrupla (k,k, k, k, k).

Nota 3. EnlaFigura 1 se presenta la componente preinyectiva
del carcaj de Ausander-Reiten asociado a €. En esta compo-
nente aparecen Unicamente cuddruplas indescomponibles de
los tipos IIT*, IV* o V* (el tipo al que pertenece cada una de
las cuadruplas aparece en la parte inferior de la figura). La co-
lumna de la derecha, encerrada entre un rectangulo, contiene
cuatro de los objetos inyectivos indescomponibles asociados
al carcaj €’; estos objetos no corresponden a representaciones
de la tetrada (aunque formalmente podrian ser tratados como
cuddruplas indescomponibles de tipo IV*, para n = —1). En
el cuadro 1, se presentan los tipos III*, IV* y V* en su forma
matricial (tomada de [MZ04]), junto con sus correspondientes
vectores de dimensién d.

Tal como se ve en la Figura 1, para la componente prein-
yectiva del carcaj de Auslander-Reiten asociado a ¢, se tiene
que los casos en los que existe un morfismo irreducible entre
indescomponibles son los siguientes:

1. De tipo V*, con dimension de la forma n =2t + 1, a tipo
IIT*, con dimensién de la forma n = ¢, en donde r > 0 es
un entero.

2. De tipo IIT*, con dimensién de la forma n = ¢, a tipo V*,
con dimension de la forma n = 2¢, en donde t > 0 es un
entero.

3. De tipo V*, con dimensién de la forma n = 2¢ 42, a tipo
IV*, con dimension de la forman =t¢, en donde r > 0 es
un entero.

4. De tipo IV*, con dimensién de la forma n =1¢, a tipo V¥,
con dimension de la forman =2t + 1, endonde t > 0 es
un entero.

En los teoremas 3.2 y 3.3, se utilizard la siguiente notacion:
para un entero no negativo s, una cuadrupla indescomponible
de tipo T, en donde T es uno de los tipos III, IV, V, IIT*, IV*
o V*, con vector de dimension n = s, se denotara Tj.

A manera de referencia, el teorema que muestra la clasi-
ficacién de los espacios de homomorfismos asociados a las
cuadruplas indescomponibles de la componente postproyecti-
va.

Cuadro 1: forma matricial de las cuddruplas indescomponi-
bles, junto con sus vectores de dimension, correspondientes
a la componente preinyectiva del carcaj de Auslander-Reiten
asociado al carcaj %

Ir* d=02n+1L,n,n+L,n+1,n+1)
In 0n,n+1 I;,_ In_>
0n+l,n In+l In+1 In+l
n>0
v* d=02n+2,n+1,n+1,n+1,n+2)
Loty 0n+1 lnt1 I,:_l
0,1 Ly L 17
n>0
\'A d=02n+1,n+1,n+1,n+1,n+1)
A I, L7 | Onp
0, 141 L’ I 5

10...0 | 10...0 | 10...0 | 10...0

Teorema 3.2. Dado un campo k, los espacios de homo-
morfismos correspondientes a las representaciones indes-
componibles en la componente postproyectiva del carcaj de

Figura 1: componente preinyectiva del carcaj de Auslander-
Reiten correspondiente al carcaj % asociado a la tetrada.

> i T 0
33 2 Ly 09
2 1 1 0
A
AW
35 21 1] 0,
S 2 32 I 24 Iy 1A 0
53 32 1!
3 2 1
N o2 3N 1A 2N 1A o
2 1 1 0
37 22 Lo 01
2 1 1 0
v
> i i 0
335 24 1 09
1 2 0 1
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Auslander-Reiten asociado a €, para los cuales hay al menos
un morfismo irreducible, estdn dados por

a) Hom(Vy, , III;) ~ k.

b) Hom(IIL,, Vo, 41) ~ k.
¢) Hom(Vy41,IV;) ~ k.
d) Hom(IV;, Vo, 42) ~ k.

Demostracion. Ver [BM24, Teorema 3.1, pags. 5-10]. [

Como para la tetrada .7 se tiene que .7 = .7°P, del resul-
tado anterior junto con el corolario 2.9 se obtiene el resultado
principal.

Teorema 3.3. Dado un campo k, los espacios de homomorfis-
mos correspondientes a las representaciones indescomponi-
bles en la componente preinyectiva del carcaj de Auslander-
Reiten asociado a €, para los cuales hay al menos un morfis-
mo irreducible, estdn dados por

a) Hom(V3,, ,1II}) = k.

b) Hom(II},V3,) ~ k.

1

c) Hom(V3, ,,IVy) ~ k.
d) Hom(IV}, V3, . ;) ~k.

Demostracion. a) Tenemos lo siguiente:

Hom(V3, ., 1II}) = Hom(D(V241),D(IILy))
~ Hom(IIL,, Vo,41) (Por e) de 2.8)
~ k. (Por b) de 3.2)

b) Procediendo de manera andloga,

Hom(IIT, V3,) = Hom(D(III,), D(V3,))
~ HOl‘Il(Vz,, III;)
~k.

(Por e) de 2.8)
(Por a) de 3.2)

¢) Ademas,

Hom(V3,,2,1V;) = Hom(D(Va; 2), D(IV,))
~ Hom(IV;,Vy42) (Por e) de 2.8)
~ k. (Por d) de 3.2)

d) Finalmente,

Hom(IV;, V3,,) = Hom(D(IV,), D(V2;-1))
~ Hom(Va.41,1V}) (Por e) de 2.8)
~ k. (Por c) de 3.2)

Con esto, termina nuestra prueba. O

Nota 4. Aunque los objetos inyectivos indescomponibles del
recuadro de la derecha de la figura 1 no corresponden a re-
presentaciones de la tetrada, (pues su espacio principal es 0),
mientras que uno de los espacios asociados a uno de los pun-
tos de la tetrada es isomorfo a k, por completitud, se va a cal-
cular el espacio de homomorfismos entre las representacio-
nes indescomponibles de tipo V* con n = 0 y estos inyectivos
indescomponibles. Ya que todos ellos son isomorfos entre si
(y corresponden a permutaciones de los puntos de la tetra-
da), basta considerar uno cualquiera de ellos; por ejemplo,
el de la esquina superior derecha, con vector de dimensién
(0,1,0,0,0). Es necesario hallar todas las colecciones de cin-
co transformaciones lineales (f, f1,--.,f5) que hagan con-

mutar el siguiente diagrama:
% N
k

k

k k k

i i fo i i
fil - f | fa

N

k 0 0 0

Es claro que fo, f2, f3 y f4 deben ser el morfismo nulo, ya
que sus codominios son el espacio 0. Asf pues, solo se debe
determinar los posibles valores para f; de tal forma que el
cuadrado

Lk

fo=0

R

L 0
conmute. Es claro que f; puede ser multiplicacién por un ele-
mento arbitrario de k, asi que el espacio de homomorfismos

es, en este caso, {(0,,0,0,0) | & € k}, que es isomorfo al
campo base k.

4. Colofon

Mediante técnicas elementales de algebra lineal, se ha
obtenido explicitamente, en este articulo y en su homdlo-
go [BM24], los espacios de homomorfismos entre los tipos
de representaciones indescomponibles correspondientes a la
componente no regular (es decir, aquella formada por las
cuddruplas indescomponibles que pertenecen a la componen-
te postproyectiva o a la preinyectiva) del carcaj de Auslander-
Reiten asociado al problema de los cuatro subespacios.

Como trabajo a futuro, queda el problema andlogo para
la componente regular: obtener explicitamente, mediante he-
rramientas de dlgebra lineal, los espacios de homomorfismos
asociados a los objetos indescomponibles correspondientes a
la componente formada por las cuddruplas indescomponibles
que no pertenecen a la componente postproyectiva ni a la pre-
inyectiva.
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1. Resumen

Las evoluciones periddicas son desde hace mucho tiem-
po de interés, en particular en matemdticas. La motivacion de
este trabajo es exponer algunas de las soluciones periédicas
del problema de n cuerpos, problema del 4rea de ecuaciones
diferenciales, con multiples aplicaciones en astronomia y as-
trofisica, el cual busca determinar los movimientos individua-
les de un conjunto de particulas, por fijar ideas se puede pen-
sar en un conjunto de objetos astrondmicos, como un sistema
solar, que interactian mutuamente segtin las leyes de la gravi-
tacion universal de Newton, o segiin alguna ley de atraccién o
repulsién mas complicada.

2. Introducciéon

Los fenémenos periddicos ocurren en toda clase de siste-
mas y han sido estudiados ampliamente a lo largo de la histo-
ria. Un ejemplo de esto lo da Quételet [Que64, Donl7], quien
notd, mediante un andlisis de datos en cierto periodo de tiem-
po, que afio tras afio el nimero de nacimientos en Brucelas
tuvo un valor maximo en febrero y un minimo en julio. Esta
periodicidad en los meses de febrero y julio se asocia a una
condicién climdtica favorable/desfavorable para la gestacion.
El movimiento de algunos cuerpos celestes en nuestro sistema
solar es periddico, en particular lo que se refiere a la Tierra y
el Sol, lo que motivé a que, en construcciones realizadas por
nuestros antepasados, en diferentes partes del mundo, se con-
sideraran detalles asociados a dias especiales. Por ejemplo el
solsticio de verano (21 de junio). Ese dia, en Machu Picchu -
Pert, 1a luz del sol pasa a través de las ventanas del Templo
de Sol de tal forma que ilumina la piedra ceremonial en el in-
terior de dicho templo. En la misma fecha, en la Catedral de
San Sabino, Bari - Italia, los rayos del Sol pasan a través de
la rosa en la fachada para coincidir con la rosa esculpida en el
piso del interior de la iglesia.

El concepto de repeticion puede ser muy amplio. Como es
usual en matematicas, definiremos qué significa que una solu-
cién sea periddica, y por qué es interesante estudiarlas desde
un punto de vista matematico. A lo largo del trabajo describi-
remos algunas soluciones periddicas interesantes, poco usua-
les, que aparecen en el problema de n cuerpos. Todas las so-
luciones que describiremos tienen una caracteristica comun,
son simétricas.

“Departamento de Matemdticas, Instituto Tecnolégico Auténomo de
México
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3. Ecuaciones diferenciales

La forma estiandar de una ecuacién diferencial ordinaria!

es:
dx

E:f(x),xeR”,f:UCR”%U. (1)

Usualmente se considera que U es un conjunto abierto y f es
una funcién clase C' en U.

Definicion 3.1. Se dice que la funcion u(t), con dominio
I C R, es solucion de la ecuacion diferencial ordinaria si se
cumplen las siguientes condiciones:

1. u(t) es diferenciable para todo t € I,

2. u(r) €U paratodot €1,

du

LR
Algunos comentarios relevantes sobre las soluciones de

(1):

1. En general, (1) tiene una infinidad de soluciones; si se
agrega al problema (1) la condicién inicial x(zp) = Xo, se
obtendrd una tnica solucién del sistema?

3 (u(t)). paratodot € I

Solamente en algunos casos se puede resolver el sistema,
es decir, determinar explicitamente una funcién u(t) que
describa todas las soluciones del sistema. Un ejemplo de
esto es el sistema lineal auténomo homogéneo X = Ax,
A € My»n(R); la solucién de este sistema es x(¢) = e,
donde e’ es la exponencial de la matriz y ¢ € R" es un
vector constante arbitrario.

Ya que, en general, no se puede resolver explicitamente las
ecuaciones diferenciales ordinarias (1), se suelen estudiar las
soluciones de forma geométrica, en un sentido cualitativo. A
continuacidn, se definen los dos primeros casos relativamente
mds sencillos soluciones: equilibrios y soluciones periddicas.

Definicion 3.2. Se dice que la solucion u(t) del sistema (1)
es de equilibrio si u(t) = cte. para todo t € R.

Es inmediato ver que si y solo si Xq es una raiz de f, enton-
cesu(t) =xo, t € R, es una solucién de equilibrio del sistema.

Se continda con las soluciones periddicas.

I Consideramos el caso auténomo, esto es cuando el campo f no depende
explicitamente del tiempo ¢.

2Una ecuacién diferencial ordinaria con esta restriccién se conoce como
problema de Cauchy.
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Definicion 3.3. La solucion u(t) del sistema es periddica, con
periodo® T > 0, si cumple u(t +T) = u(t), Vt € R.

En el area de ecuaciones diferenciales, las soluciones pe-
riddicas es un tema amplio. En el problema de n—cuerpos
existen soluciones periddicas con caracteristicas especiales.
A continuacién, se expondrdn algunos de los casos mds in-
teresantes.

4. Problema clasico de n—cuerpos

El problema clasico de n—cuerpos se refiere al estudio del
movimiento en el plano o espacio (R con d =2 o d = 3)
de n particulas puntuales que interaccionan mediante la fuer-
za gravitacional de Newton. Utilizando ry € RY, my, > 0 para
denotar, respectivamente, al vector de posicién y masa de la k-
ésima particula, se tiene que la interaccién entre las particulas
del sistema de n cuerpos estd definida por el potencial gravi-
tacional:

U—_y Smimi

i<j

2

I —r;|’

donde es |-| la norma euclidiana y G la constante de gravita-
cion universal.

Utilizando la segunda ley de Newton, o una formulacién
Lagrangiana[LL60], se pueden obtener las ecuaciones dife-
renciales que describen el movimiento de los n cuerpos:

Gmi(rj—r;
ti= ) 7"( . _3’), i=1,..,n.
j=rggi i

3)

El conjunto de ecuaciones (3) es un sistema de segundo or-
den que no esta definido si al menos dos particulas tienen la
misma posicién en algin tiempo, es decir, existe una colision.
Introduciendo el vector de configuracién r = (ry,---,1y), €l
conjunto donde colisionan los cuerpos i y j es:

Aj={reR? | ri=r;},
por lo que el conjunto donde al menos colisionan dos cuerpos

resulta ser:
A=Ay

i<j

Asi, el sistema de ecuaciones diferenciales del problema de
n—cuerpos (3) estd bien definido si r € RY \ A. Usualmente,
el sistema de segundo orden (3) se reduce a uno de primero
orden para tener una estructura similar a (1). Esto se hace in-
troduciendo velocidades v; =r;, i = 1,---,n. Note que, dadas
las condiciones iniciales en posiciones y velocidades de todos
las particulas, el movimiento de los n cuerpos, equivalente a
la solucion de (3), esta definido.

3Se considera como periodo 7' > 0 al menor niimero real T > 0 con el que
se cumple la relacion de periodicidad u(r +7') = u(r), Vr € R.

4.1.

Una solucién homografica [LSM15] del problema de n—
cuerpos es aquella en la que se preserva la configuracién de
los n cuerpos para todo tiempo. Dichas soluciones tienen la
forma:

Soluciones homograficas

ri(t) = y()R(t)rg, i=1,--- 4)

donde ¥(¢) es un factor de escala, R(f) una rotacién y ro
una configuracién fija. Dichos términos satisfacen ciertas
ecuaciones las cuales se obtienen al combinar (4) con (3).
Una solucién homogrifica se denomina equilibrio relativo* si
y(@)=1,vt €R.

7n5

Para el caso de n = 3 cuerpos con masas arbitrarias m, my,
m3, existen soluciones periddicas de este tipo con dos confi-
guraciones posibles. En un caso (Lagrange), los tres cuerpos
forman una configuracién de tridngulo equilatero; en el otro
caso, los tres cuerpos estdn en configuracion colineal (Euler).
Existen condiciones iniciales que dan lugar a soluciones ho-
mograficas donde los tres cuerpos siguen trayectorias elipticas
o circulares con las configuraciones triangular o colineal. Este
tipo de 6rbitas se esquematiza en las Figuras 1 y 2.

Figura 1: Soluciones de Lagrange.

Figura 2: Soluciones de Euler.

4.2. Coreografias

Un coreografia del problema de n—cuerpos [Sim01] se de-
fine como una solucién periddica donde todas las particulas
siguen la misma trayectoria con el mismo espaciamiento tem-
poral. Por ejemplo, para n = 3 se tiene que las posiciones de

4El nombre de equilibrio relativo se debe a que en un sistema en rotacién
con una velocidad angular adecuada la solucién de los n—cuerpos no cambia
en el tiempo.
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los tres cuerpos r;, i = 1,2, 3, deben satisfacer para todo tiem-
po ¢ la relacion:

ri(r) =r3(r+7/3),
r(t)=ri(t+T/3),
r3(t) =r(t+7/3).

donde los vectores de posicion son T periddicos.

El ejemplo mds sencillo de coreografia, en el problema de
tres cuerpos, es en el que las particulas tienen masas iguales
y se mueven en una circunferencia comiin con una frecuencia
angular constante (equilibrio relativo).

Existen coreografias con formas geométricas exdticas, por
ejemplo, la coreografia con forma de ocho. Esta solucién fue
descrita por Moore [M0093], y su existencia, como solucién
del problema de tres cuerpos, fue demostrada posteriormente
por A. Chenciner y R. Montgomery [CMO00]. En esta 6rbita,
los tres cuerpos siguen la trayectoria de un ocho, como se
muestra en la Figura 3; la evolucion de la 6rbita de los tres
cuerpos se muestra en la Figura 4.

El estudio de las coreografias es un problema abierto. Por
ejemplo, todas las coreografias que se conocen en el problema
de n—cuerpos poseen masas iguales, no se sabe si esto sucede
para cualquier coreografia.

Figura 3: Coreografia con figura de ocho.

Figura 4: Evolucién coreograffa con figura de ocho, periodo
T =12T.

4.3. Orbitas de Schubart

En el problema gravitacional de los tres cuerpos n = 3,
Schubart [Sch56], descubrié una Orbita periddica en la que
suceden colisiones binarias en ciertos tiempos. Esta es una
orbita en un sentido “extendido” ya que, estrictamente no esta
asociada a una solucién del problema de los tres cuerpos de-
bido a que el sistema de ecuaciones diferenciales no estd de-
finido en el momento que suceden las colisiones binarias. Sin

embargo, existen técnicas para regularizar este tipo de coli-
siones, como lo es la transformacion Levi-Civita [Cel03], que
basicamente consiste en utilizar cambios de variable, inclu-
yendo un nuevo tiempo, de tal forma que el nuevo sistema
esté bien definido en la colisién binaria.

El periodo de la érbita de Schubart es T7. En el tiempo
t =0, las particulas 1 y 2 estdn en la misma posicién (co-
lisién), a la izquierda del origen del sistema coordenado, en
una posiciéon x = —a. En cambio, la particula 3 estd a una
distancia 2a del origen del sistema coordenado, en la posicion
x =2a. En este punto la particula 3 tiene velocidad cero, mien-
tras que las particulas 1 y 2 tiene velocidades ficticias dirigi-
das alaizquierda y derecha, respectivamente. Posteriormente,
las particulas 1 y 3 se mueven hacia la izquierda, mientras que
la particula 2 hacia la derecha, de tal forma que la distancia
entre las particulas 2 y 3 decrece. Luego, cuando el tiempo
es t = T/6, las particulas 2 y 3 estdn en la misma posicién
(colisién), en la posicién x = a, mientras que la particula 1 se
encuentra en la posiciéon x = —2a. Aqui, la primer particula
tiene velocidad cero, mientras que las particulas 2 y 3 tiene
velocidades ficticias dirigidas a la derecha e izquierda, res-
pectivamente. Las configuraciones de los vectores de estado
de los tres cuerpos en el intervalo temporal [0,7 /6] estdn re-
lacionados de la forma:

I‘1(t+T/6) = —I‘3(t),
l'2(t+T/6) = —1‘1(1),
r3(t+7T/6) = —ra(t).

La descripcién posterior de la 6rbita se obtiene mediante
una permutacién de los indices, como se muestar en la Figura
5. CAbe destacar que la orbita de Schubart tiene la estructura
de una coreografia, aunque no es una solucion regular a causa
de las colisiones binarias.

mye— m
~m .3
t=0 | — | | |
-2a -a 0 a 2a
m2-—>
r.nl <~—M3
t=Tl6 | T T T ]
-2a -a 0 a 2a
mye— m
< . 2
t:ZT/G I |m3 T T ]
-2a -a 0 a 2a
ml._>
r.n3 <M,
t=3T/6 [ T T T 1
-2a -a 0 a 2a
M3e— m
-~ . 1
t=4T/6 [ |m2 T T ]
-2a -a 0 a 2a
m3.—>
_ r.nz <My
-2a -a 0 a 2a

Figura 5: Evolucién 6rbita Schubart, periodot =T.

SEn la 6rbita numérica determinada por Schubart se utilizé una distancia
caracteristica a ~ 0,71756083 y el periodo T = 4,69808380.
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Una pregunta natural con respecto a las 6rbitas tipo Schu-
bart es si pueden existir para masas diferentes. Esto ha sido es-
tudiado y reportado como posible en el problema de 3-cuerpos
[Yan12].

5. Generalizaciones

En matemiticas, es usual modificar y estudiar los objetos
matematicos. En el problema de n—cuerpos, existen diferentes
formas de generalizar; una de ellas consiste en cambiar el es-
pacio donde se mueven los cuerpos. Todos los ejemplos que
hemos mencionado suceden en el plano, entonces se podria
plantear estudiar 6rbitas periddicas que sucedieran en la su-
perficie de una esfera (curvatura positiva) o un hiperboloide
(curvatura negativa). El planteamiento de este problema tam-
bién involucra la modificacién del potencial de interaccidn,
se considera la interaccién mediante geodésicas de las super-
ficies donde ocurre el movimiento. A continuacién, se utili-
zaran las ecuaciones de movimiento que usualmente se uti-
lizan para este tipo de problemas, el lector interesado en el
desarrollo de dichas ecuaciones puede consultar [Dial5].

5.1.

En la seccion anterior se discutié el movimiento de n
particulas que interaccionan gravitacionalmente en el plano
R2 o en el espacio euclidiano R3, ahora se van a considerar
n particulas que estdn restringidas a moverse en la superfi-
cie de una esfera de radio R. Debido a esta restriccion, la tres
coordenadas del vector de posicién de cada particula no son
independientes, deben satisfacer la ecuacion:

Coreografias de n cuerpos en la esfera

e

Ademds de la restriccion del movimiento a la superficie de
una esfera de radio R, queda por definir el tipo de interaccion.
En estos modelos, la interaccién entre particulas también es
de pares y depende de la distancia entre ellas, pero la distan-
cia utilizada no es la euclidiana, se define sobre geodésicas
que conecten a las dos particulas. Entre las posibles potencia-
les que definen la interaccién en la superficie, usualmente se

considera el potencial cotangente:
dA (1‘,’ ,r j)
R )

l',"l‘j
=)

Para el potencial (5), las ecuaciones de movimiento para los n
cuerpos son:

1

U:
R

®)

Z mim;cotan
i<j

donde

d(r;,r;) = Rarccos (

il mj(R3rj—R(r,~-rj)rl~)

P= [RY = (r;-r;)2 P2

Jj=1j#i

(6)

Una de las preguntas en este tipo de sistemas es sobre la
existencia de coreografias. En [MG16], se obtienen O6rbitas

+R72(i- )y, i=1,---,n.

coreograficas para el problema de n—cuerpos en la superficie
de una esfera. En particular, se obtienen coreografias que pue-
den considerarse la continuacién de la coreografia con figura
de ocho tomando como pardmetro de continuacién el radio
de la esfera R (una de estas coreografias se esquematiza en la
Figura 6). En el caso R — oo se recobra la coreografia en el
problema clasico de 3—cuerpos.

Figura 6: Coreografia de tres cuerpos con masas iguales en la
esfera.

5.2. Coreografias de n cuerpos en el hiperbo-
loide

En esta seccidn consideramos n particulas que estan res-
tringidas a moverse en la superficie de un hiperboloide de una
hoja. En este caso, las coordenadas del vector de posicion de
cada particula deben satisfacer la ecuacion:

X +y2 —22=—R* z>0.

donde R es un parametro positivo. En este problema surge de
forma natural un producto interior diferente al considerado en
la secciones previas, dada por:

(x1,1,21) © (x2,¥2,22) = xX1X2 + y1y2 — 2122

El potencial que define la interaccién entre las particulas

€S
‘i(riv rj)
R )

. ror;
d(r;,r;) = Rarcosh (— 11?2 J> .

1
U= —E 2M1MjC0th
1<j

)

con

Para el potencial (7), las ecuaciones de movimiento de los
n cuerpos resultan:

= i mj(R3rj —|—R(l',' @l’j)l',')
l o L(rior)? — R3S
®)
Para este modelo también se han obtenido orbitas co-
reograficas con masas iguales, en particular aquellas que co-
rresponden a la continuacidn de la coreografia con figura de
ocho del problema clasico de 3—cuerpos [Mon16]. Esta érbita
se esquematiza en la Figura 7.

—R 208K, i=1,--
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Figura 7: Coreografia de tres cuerpos con masas iguales en el
hiperboloide.

6. Conclusiones

En general, el estudio de las soluciones periddicas es una
tarea compleja, cuya dificultad se debe a la no linealidad de las
ecuaciones del movimiento y la dimensién del espacio don-
de estan definidas las soluciones. Las soluciones periédicas
son fundamentales en diferentes areas, en particular, en ecua-
ciones diferenciales. En esta exposicion se ha presentado, en
un sentido de divulgacidn, algunas soluciones del problema
de n—cuerpos. El lector interesado puede encontrar otros con-
ceptos interesantes relacionados con el tema, como lo son la
estabilidad de las soluciones periddicas y bifurcacién de las
soluciones.
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Resumen

Este articulo propone un andlisis detallado de Ia
dindmica de los sistemas operativos (OS) utilizando
el modelo Lotka-Volterra, estableciendo una analogia
entre la ecologia y el sistema bancario. Se examina la
crucial “transferencia” de usuarios entre sistemas operativos
prominentes como Windows, Mac OS y Linux, un aspecto
vital para la industria tecnoldgica y la toma de decisiones
empresariales estratégicas. El estudio emplea las ecuaciones
de Lotka-Volterra para modelar la competencia dindmica
entre estos sistemas operativos, identificando y evaluando
pardmetros clave que influyen significativamente en su
evolucion y participaciéon de mercado. Este enfoque permite
comprender mejor las dindmicas competitivas dentro del
sector tecnoldgico, proporcionando conocimientos profundos
para la planificacion estratégica y el desarrollo de politicas
empresariales adaptativas en un entorno digital en constante
cambio.

1. Introduccion

En un mundo cada vez mds interconectado y digital,
el estudio de la dindmica de sistemas y su aplicacién
en diferentes contextos se ha vuelto esencial. El articulo
[Com12], plantea una interesante analogia entre la ecologia y
el sistema bancario, utilizando el modelo Lotka-Volterra para
analizar la interaccién entre los bancos, las empresas y los
individuos en la transferencia de capital.

Ademas, como argumenta [Tho11], el sistema financiero y
el ecosistema comparten similitudes, y este proyecto busca
aplicar esa analogia al estudio de los sistemas operativos,
explorando cémo la competencia y la colaboracién influyen
en su equilibrio y evolucién, de manera similar a como
ocurre en el mundo financiero y ecoldgico. Al igual que en
la naturaleza, los sistemas operativos también se adaptan a
las demandas cambiantes de los usuarios y las empresas.
Al comprender mejor estas dindmicas, se pueden tomar
decisiones mas informadas en el mundo tecnolégico.

Siguiendo esta linea, este articulo se centra en aplicar un
enfoque similar al estudio de los sistemas operativos (OS).
Al igual que en el articulo mencionado, donde se analiza la

“Estudiantes del programa de Matematicas e Ingenierias de la Fundacién
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transferencia de capital, aqui se examinard la «transferencia»
de usuarios entre diferentes sistemas operativos, como
Windows, Mac OS, Linux y otros. Esto es relevante dado
que, al igual que en el sector financiero, los sistemas
operativos desempefian un papel fundamental en la tecnologia
de la informacion, donde millones de usuarios individuales
y empresas toman decisiones sobre cudl utilizar. Predecir la
cantidad de usuarios de cada OS en el tiempo representa
un desafio intrigante y de gran relevancia para la industria
tecnoldgica y la toma de decisiones empresariales.

Para abordar este desafio, este articulo empleard las
ecuaciones de Lotka-Volterra como una herramienta
matematica clave para modelar la dindmica de la competencia
entre los sistemas operativos de escritorio mds utilizados
en el mundo. Como lo menciona [LTW14] en su articulo,
las ecuaciones Lotka-Volterra son capaces de expresar la
interaccién entre dos o mds competidores que estin en
el mismo mercado. Estas ecuaciones incluyen pardmetros
fundamentales que influyen en las tasas de crecimiento de
cada especie.

Por otro lado, [WW16] mencionan que un aspecto critico
es el célculo preciso de los pardmetros de Lotka-Volterra,
que representan la dindmica del mercado y determinan cémo
los sistemas operativos compiten y evolucionan en el tiempo.
Estos pardmetros, como la capacidad de crecimiento propio,
la capacidad de nicho de mercado y la tasa de competencia,
son esenciales para comprender la evolucién de la cuota de
mercado de cada OS.

2. Metodologia

2.1. Recopilacion de Datos

Debido a la falta de datos precisos sobre la cantidad
de usuarios de cada sistema operativo, el enfoque del
proyecto se centra en utilizar la informacién disponible
sobre la cantidad de computadoras a lo largo del tiempo
como un indicador sustituto. Segin [sta08], la Unién
Internacional de Telecomunicaciones dejé de publicar datos
relacionados después de 2003, y este indicador fue eliminado
de los indicadores oficiales de los Objetivos de Desarrollo
del Milenio. Ademads, el niimero exacto de computadoras
personales en uso actualmente sigue siendo una estimacién
aproximada. Por otro lado, [Abr21] menciona en su articulo
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que en 2020 habia alrededor de 1,28 mil millones de
computadoras en todo el mundo, y se espera que para 2021
esta cifra aumente a 1,34 mil millones.

Para facilitar la aplicacidn de la regresion lineal, se tomara
el afio 1983 como punto de partida (1o = 0) en la linea de
tiempo. Esto simplificard el proceso de andlisis de datos y
permitird realizar estimaciones y predicciones de manera mas
conveniente en relacion con la cantidad de computadoras a lo
largo del tiempo.

Ano | t | Millones de computadoras
1983 | 0 12,6
1984 | 1 19,8
1985 | 2 30,4
1986 | 3 38,4
1987 | 4 47,5
1988 | 5 74,0
1989 | 6 86,3
1990 | 7 101,0
1991 | 8 130,0
1992 | 9 155,0
1993 | 10 175,0
1994 | 11 200,0
1995 | 12 235,0
1996 | 13 275,0
1997 | 14 325,0
1998 | 15 375,0
1999 | 16 435,0
2000 | 17 500,0
2001 | 18 555,0
2002 | 19 615,0
2003 | 20 650,0
2004 | 21 775,0
2005 | 22 808,0
2020 | 37 1028,0
2021 | 38 1034.,0
Tabla 1: Millones de computadoras personales por afio
[staO8].

De modo que, es fundamental contar con estadisticas
precisas sobre las cuotas de mercado de cada sistema
operativo. Estos datos proporcionan una visién clara de la
distribucién de usuarios en un momento dado y son esenciales
para comprender la dindmica de la competencia entre los
sistemas operativos. Segin las estadisticas publicadas por
[RF23] en el siguiente enlace https://es.statista.co
m/estadisticas/634540/sistemas-operativos-par
a-pc-cuota-de-mercado-mundial/.

Ademads, las cuotas de mercado para cada sistema
operativo son un indicador critico que proporciona
informacion valiosa para la formulacién de estrategias y
la toma de decisiones empresariales. Un andlisis preciso de
estas cuotas de mercado permitird evaluar la efectividad de
las estrategias de cada sistema operativo en la competencia
por usuarios.

La Figura 1 que se presenta ofrece una visioén detallada del

mercado de sistemas operativos desde el aino 2010 hasta el
afio 2023. Cada linea en el grafico representa la evolucion de
un sistema operativo especifico, proporcionando un analisis
visual de las tendencias de adopcién y participacién en el
mercado a lo largo del tiempo. A medida que se sigue
el trazado de cada linea, se observan los cambios en la
participaciéon de mercado de Windows, Mac OS, Linux y
otros sistemas operativos. Las fluctuaciones en las lineas
revelan momentos clave en la competencia entre estos
sistemas, proporcionando perspectivas sobre sus respectivos
crecimientos y declives a lo largo de la década.
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Figura 1: Cuota de mercado para cada sistema operativo
objeto de estudio. Elaborado con base en [RF23].

Por otro lado, para comprender completamente la dindmica
de la competencia entre los OS, también se tendrd en cuenta
la poblacién mundial y la cantidad de personas que hacen
uso de Internet. Estos factores son fundamentales, ya que
brindan informacién valiosa sobre usuarios potenciales. La
interaccién entre la poblacién mundial y la cantidad de
usuarios de Internet es esencial para determinar la demanda
entre los diferentes OS.

La poblacién mundial actda como un limite superior en
la cantidad total de usuarios potenciales de OS. A medida
que la poblacién mundial crece, se abre la posibilidad de un
mayor nimero de usuarios en el mercado. Sin embargo, no
todos estos usuarios forman parte del mercado de sistemas
operativos de escritorio, ya que factores como la edad,
la ubicacién geogrifica y la disponibilidad de tecnologia
influyen en la adopcién de OS. Por lo tanto, la poblacién
mundial proporciona una base sobre la cual se pueden estimar
la capacidad de carga del sistema. De acuerdo con un articulo
publicado por la [ONU23], se estima que actualmente hay
mds de 8000 millones de personas en el mundo.

Ademés, la cantidad de personas que hacen uso de Internet
es un indicador clave de la penetracion tecnoldgica en la
sociedad. Cuanto mayor sea el nimero de personas que
utilizan Internet, mayor serd la base de usuarios potenciales
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para sistemas operativos de escritorio y, por lo tanto, en la
eleccion de un OS. Segin [NF24], el nimero de usuarios de
Internet en el mundo alcanzé los 5350 millones de personas,
lo que representa al 66,2 %.

2.2. Analisis de Datos

El andlisis de datos desempefia un papel fundamental
en este proyecto, ya que permite comprender y modelar
la evolucién de la cantidad de computadoras en el mundo
a lo largo de las décadas. Para facilitar este andlisis, se
utilizardn herramientas como Google Colab y el lenguaje de
programacién Python.
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Figura 2: Cantidad de computadoras personales desde 1983
hasta 2023. Elaborado con base en la Tabla 1 [sta08].

Al graficar los datos de la Tabla 1 se observa una
distribucion que se asemeja a una curva logistica, por lo cual
es prudente asumir que los datos estdn modelados por la

funciéon

K
YT + bect’
donde:

=y representa la poblacién (o cualquier variable de interés
que sigue un crecimiento logistico) en el tiempo ¢.

= K es la capacidad de carga del entorno. En términos
précticos, K es el limite superior de y conforme ¢ tiende
a infinito.

= b es una constante relacionada con la poblacién inicial
Yo-

= ¢ es una constante que determina la tasa de crecimiento
o decrecimiento. Puede ser positiva o negativa.

Para estimar los valores faltantes desde el afio 2006 a 2019,
se debe linealizar de alguna manera esta curva logistica.
Se elige esta técnica debido a la adecuacién de la curva,

lo que permite obtener proyecciones mds precisas sobre la
cantidad de computadoras en el mundo en los afios sin datos
disponibles. Posteriormente, se utilizardn estas estimaciones
para determinar la cantidad de usuarios de cada sistema
operativo.

Segin [SH11], y. = y(.), donde #. es el punto critico
en el que y. es un punto de inflexién. De esta manera, el
punto critico de la funcidn logistica modelada se encuentra
aproximadamente alrededor de r = 21 6 ¢+ = 2004. Esto se
deduce al observar los datos de la Figura 2, que representa la
maéxima derivada de la curva logistica y, por ende, el punto de
inflexién en el crecimiento. Ademas, de acuerdo con [SH11],
el punto critico es esencial para determinar el momento en el
que se alcanza la saturacion.

2.2.1. Linealizacion de la curva logistica

Una técnica efectiva para linealizar la curva logistica es
transformar la ecuacién original mediante manipulaciones
. ., L. o K o
algebraicas. La expresion logistica y; = Trpet» d(?nde K=
2y. puede reorganizarse para obtener una forma lineal mas

manejable,

2y, ,
Y _ | = bett,
Yi
2
In (yc - 1) =1n(b) +ct;,
Yi

donde:

= y; es el nimero de computadoras para cada instante de
tiempo ;.

= 2y, representa la saturacién de la curva, el punto donde
la ecuacidn logistica alcanza su valor maximo.

= In(b) es el punto de corte de la recta en el eje vertical.

= ¢ es la pendiente de la recta, reflejando la tasa de
crecimiento.

Al expresar la ecuacion resultante en la forma lineal

2y..
m(yc_
Yi

obtenemos una relacion directa entre el

2
m(yc_ >
Yi

y t;. Esta forma lineal facilita la visualizacion y anélisis de
los datos. Al denotar la variable transformada como yj;, la
ecuacion se simplifica a:

) =1In(b) +ct;,

}’J\izll'l(b)—i-cli. (1)

Utilizando la ecuacién 1, se puede representar graficamente
los datos para y; y aplicando una regresion lineal simple
a esta representacion linealizada, se obtiene una linea recta
que modela la relacioén. Este enfoque simplificado facilita la
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interpretaciéon de la dindmica de crecimiento de usuarios y
proporciona una herramienta efectiva para ajustar la curva
logistica a los datos observados.
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Figura 3: Datos linealizados aplicando férmula vs Regresién
lineal.

Una vez encontrados los valores de los pardmetros b
y ¢ a través de la regresion lineal, se procede a emplear
la funcién logistica para ajustar la curva correspondiente.
Esto implica utilizar la ecuacién logistica y = % con los
pardmetros determinados. A través de esta curva logistica, se
realiza la estimacién de los datos faltantes, lo que brinda una
aproximacién mds precisa de la cantidad de computadoras en
el mundo en los afios sin informacién disponible.

e DatosdelaTablal el
18007 7" Regresion lineal ‘/’
g /-’ g
2 1200 s
E ’
@ /
w 1000 1 4
o .
kS s
& 800 e
2 s/
£ o7
S 600 R /'/
2 ®
-l .
./
E 400 1 -./
5 s
5 200 -}'./-
9] T :
pt?
o ¥

T T T T
2005 2010 2015 2020

Afio

T T T T
1985 1990 1995 2000 2025

Figura 4: Grifica de datos de la Tabla 1 vs Ajuste de los datos
con los pardmetros encontrados.

La Figura 4 muestra el resultado del ajuste, donde la curva
logistica se adapta a los datos conocidos, proporcionando
una representacioén visual de la relacién entre la variable

t y la cantidad de computadoras y. Esta representacion
gréfica facilita la interpretacion de la tendencia general a lo
largo del tiempo. Posteriormente, se evalia la calidad del
modelo mediante el cdlculo del error relativo para cada punto,
utilizando la siguiente férmula.

|Valor Observado — Valor Estimado|

Error Relativo =
" i |Valor Observado|

Se aplica a los valores observados y estimados en los
afios disponibles. Este andlisis proporciona una evaluacién
detallada de la precision de las estimaciones en comparacién
con los datos reales, identificando posibles desviaciones y
dreas de mejora. El proceso de ajuste logistico y la evaluacion
a través del error relativo ofrecen una metodologia robusta
para modelar y estimar la cantidad de computadoras en el
mundo a lo largo del tiempo. La visualizacién gréfica y el
andlisis cuantitativo permiten una comprension mas completa
de la dindmica de crecimiento y ofrecen una base sélida para
proyecciones futuras en ausencia de datos concretos.
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Figura 5: Error relativo de los datos de la Tabla 1 Vs ajuste
logistico.

2.2.2. Estimacion de usuarios para cada OS

En el proceso de estimacién de usuarios para cada
sistema operativo (OS), se integra la cantidad estimada de
computadoras en el mundo, calculada mediante el modelo
logistico, con la tasa de participacién especifica de cada
sistema operativo, como se menciond previamente. Este
enfoque se extiende a partir del afio 2010, aprovechando los
datos de cuotas de mercado disponibles. La multiplicacién
de estas cuotas por la cantidad estimada de computadoras
proporciona una estimacién coherente de usuarios para cada
afio.

Considerando que el afio inicial es 2010 (o = 0), se facilita
un andlisis y alineacién precisa de los datos en funcién de este
punto. Esta eleccién permite calcular la tasa de crecimiento y
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las estimaciones de usuarios de sistemas operativos de manera
mds precisa a lo largo del tiempo.
La férmula utilizada para calcular los usuarios estimados

es:
Yi-m

100 ’

dado que incorpora la estimaciéon de la cantidad de
computadoras en el mundo y la tasa de participacién del
sistema operativo. Este método proporciona una estimacion
detallada de la cantidad de usuarios para cada sistema
operativo en los afios sin datos disponibles, permitiendo un
andlisis mds preciso de la evolucién a lo largo del tiempo,
donde:

Usuarios estimados =

» Usuarios estimados es la cantidad estimada de usuarios
para un sistema operativo especifico.

yi es la estimacién de la cantidad de computadoras en el
mundo en un afio dado.

m; es la tasa de participacién de un sistema operativo
especifico en ese mismo afio.

Afio t | Windows | Mac OS | Linux | Otros
2010 | O 941,5 58,9 7,9 42

2011 | 1 982,7 70,9 8,5 11,7
2012 | 2 1017,9 84,5 9,6 19,6
2013 | 3 1075.,4 91,0 13,0 6,5

2014 | 4 1098,8 107,9 16,4 11,9
2015 | 5 1114,9 119,9 20,9 26,4
2016 | 6 1110,2 131,3 19,7 62,6
2017 | 7 1140,6 163,2 22,3 353
2018 | 8 1121,0 179,1 22,2 72,7
2019 | 9 1108,5 202,7 23,9 89,5
2020 | 10 1114,9 255,8 25,5 54,7
2021 | 11 1102,3 236,4 32,4 | 103,2
2022 | 12 1126,7 226,6 38,1 | 102,2
2023 | 13 1032,0 282.8 45,1 | 151,1

Tabla 2: Estimacién de usuarios para cada sistema operativo.

En aras de contextualizar las estimaciones proporcionadas
en la Tabla 2, es fundamental comprender la metodologia.
La estimacién de usuarios para cada sistema operativo se
fundamenta en la integraciéon de la cantidad prevista de
computadoras en el mundo, derivada del modelo logistico,
con las tasas de participacion especificas de cada sistema
operativo. Este enfoque, que se extiende desde el afio
2010, capitaliza los datos de cuotas de mercado disponibles,
asegurando asi una estimacién coherente de usuarios en cada
afio, permitiendo una evaluacién detallada de la evolucién
de la base de usuarios de Windows, Mac OS, Linux y otros
sistemas operativos. Esta interpretacion se ve respaldada tanto
por los datos cuantitativos presentados en la tabla como por la
representacion grafica de la Figura 6, ofreciendo una vision
completa de la proyeccién anticipada de usuarios de sistemas
operativos a lo largo del tiempo.
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Figura 6: Usuarios para cada sistema operativo. Elaborado
con base en la Tabla 2.

2.3. Adaptacion del Modelo Lotka-Volterra

Esta metodologia consiste en analizar la “transferencia”
de usuarios entre diferentes OS, como Windows, Mac OS,
Linux y otros. Este enfoque se asemeja al uso del modelo
Lotka-Volterra en ecologia para estudiar la interaccion
entre diferentes especies en un ecosistema. En lugar de
depredadores y presas, en este caso, se considera a los
sistemas operativos como especies que compiten por los
usuarios. Cada sistema operativo intenta atraer y mantener
a los usuarios a lo largo del tiempo, lo que resulta en
una competencia por cuotas de mercado. Al igual que en
la ecologia, esta competencia implica tasas de crecimiento,
factores de interaccién y capacidades de nicho, pero aplicados
al dmbito de la tecnologia.

Para modelar esta competencia, es importante adaptar las
ecuaciones de Lotka-Volterra para representar las tasas de
cambio en la cantidad de usuarios de cada sistema operativo
en funcién del tiempo. Asi, podemos describir cémo la
competencia y la colaboracién entre los sistemas operativos
influyen en su dindmica y cuotas de mercado a lo largo del
tiempo.

El modelo Lotka-Volterra describe las interacciones entre
dos especies en un ecosistema, y su aplicacién a la
competencia entre sistemas operativos implica adaptar el
modelo al contexto. En el modelo original, una especie
actia como presa (W), y la otra como depredador (M). Sin
embargo, en este caso, se considera a los sistemas operativos
como especies que compiten entre si por usuarios. La
ecuacién general para el modelo Lotka-Volterra en ausencia
de competidores para este proyecto es:

dw
W = L”W —CIQWZ,

donde:

] ";—‘f Es la tasa de cambio a través del tiempo de los
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usuarios que usan Windows.
» qa; Es la taza de crecimiento.
= @, Es el pardmetro de competencia interna.

Al incorporar la segunda especie se producird una
competencia entre ellas, y serd necesario afiadir el término
asWM. La ecuacién que describe su comportamiento
dindmico sera:

dw

dt

Por lo tanto, el sistema al agregar la cuarta especie, se
tiene:

=aqW-— a2W2 —azWM.

aw = W(al—aZW—a3M—a4L—a50),
D = M(by—baM —bsW —bsL—bs0),
% = L(C]—CQL—C3W—C4M—C50),
O = 0(dy—dr0—dsW —dyM — dsL).

Para aplicar el modelo Lotka-Volterra en este contexto,
necesitariamos estimar los valores de a;, b;, ¢; y d; a partir
de datos de la competencia real entre los sistemas operativos,
como las tasas de adopcion de cada sistema y la influencia
que un sistema tiene en la eleccién del otro. El modelo nos
permitiria entender cémo la competencia y la colaboracién
influyen en la distribucién de usuarios a lo largo del tiempo.
Por su similitud con la ecuacién logistica

d—X—rX L_X
dt*l )

es posible utilizar el siguientes sistema:

%v = nw(1- W+ﬁ|M;(rly| L+8,0 ’
% - M(1- M+oc1W;272L+520 ’
% = nL(1- L+ot2W-';£2M+830 :
20 = po(1- (Lt pint)),

donde:

. %/ es la tasa de cambio a través del tiempo de los

usuarios que usan Windows.

] %” es la tasa de cambio a través del tiempo de los

usuarios que usan Mac.

] % es la tasa de cambio a través del tiempo de los

usuarios que usan Linux.

. % es la tasa de cambio a través del tiempo de los

usuarios que usan otros OS.

= r; es la tasa de crecimiento de usuarios que usan de cada
sistema operativo.

= (; representa el efecto los usuarios de Windows tiene
sobre los usuarios de otros OS.

= f3; representa el efecto los usuarios de Mac tiene sobre
los usuarios de otros OS.

= 7% representa el efecto los usuarios de Linux tiene sobre
los usuarios de otros OS.

= §; representa el efecto los usuarios de otros OS tiene
sobre los usuarios de Windows, Mac y Linux.

= K; representa la capacidad de carga del sistema para cada
OS.

Al igual que la férmula logistica se adapté para estimar la
cantidad de computadoras en el tiempo, también es aplicable
para calcular la tasa de crecimiento de usuarios de cada
sistema operativo. La forma logistica para este propdsito se
expresa como

_ 2

T 1+ becti’

esta formulacién permite modelar cémo la cantidad de
usuarios de un sistema operativo evoluciona a lo largo del
tiempo, tomando en cuenta las limitaciones de crecimiento y
las condiciones del mercado.

y

Microsoft Mac

0251 o e Linealizacién de microsoft
— Regresi6n lineal microsoft 2.0

o Linealizacién de Mac
— Regresién lineal Mac

In(2ycryi-1)
In(2ycryi-1)

2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
Ao Afo

Linux Otros

o Linealizacién de Lunux
—— Regresién lineal Linux

o Linealizacién de Otros 05
— Regresion lineal Otros

In(2yc/yi-1)

2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022
Ao Afo

Figura 7: Regresion lineal para cada sistema operativo.

Para ajustar y modelar la curva logistica de crecimiento
de usuarios de sistemas operativos, se aplicardn técnicas de
regresion. La regresion nos permitird encontrar los parametros
by c de la ecuacidn logistica, que son fundamentales para
determinar cémo se ha desarrollado la cantidad de usuarios
de cada sistema operativo a lo largo del tiempo. Con estos
pardmetros, se puede obtener una estimacién precisa de la
tasa de crecimiento y proyectar la cantidad de usuarios en el
futuro. Este proceso de regresion lineal ayudara a comprender
mejor la dindmica de la competencia entre los sistemas
operativos.

Con el fin de obtener detalles mds especificos sobre el
célculo de estos pardmetros y la aplicacion de la regresion, se
invita a revisar el c6digo desarrollado en Colab, disponible en
el siguiente enlace. Google Colab proporciona una plataforma
interactiva donde se puede explorar en detalle la metodologia
utilizada y realizar ajustes seglin sea necesario para una
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comprensiéon mds profunda del proceso de modelado. Este
recurso adicional brinda transparencia y acceso directo a
la implementacién practica de las técnicas de regresion
empleadas en el andlisis del crecimiento de usuarios de
sistemas operativos, facilitando asf la replicacién y validacién
de los resultados presentados en este estudio.

1000 1 -

® Estimacion de usuarios para Microsoft
Ajuste de usuarios para Microsoft

e Estimacion de usuarios para Mac
Ajuste de usuarios para Mac

800 4

600

® Estimacién de usuarios para Linux
—— Ajuste de usuarios para Linux
Estimacion de usuarios para Otros OS
Ajuste de usuarios para Otros

40017 e

Cantidad de usuarios

200 A

ol ® 8 = = \ L L d w b

T T T T T T T
2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022

Afo

Figura 8: Estimacion de usuarios para cada sistema operativo
de acuerdo con los parametros calculados.

Para determinar los pardmetros (o4, Bi, %, & y K;) en el
sistema de ecuaciones de Lotka-Volterra adaptado, se tomaron
como base las cuotas de mercado del dltimo afio registrado
en los datos obtenidos. Esto significa que (o, Bi, %, 0;) se
establecieron utilizando las cifras disponibles mds recientes
de cuotas de mercado para los sistemas operativos. Ademads,
(K;) se definié como el 66,2 % de la poblacién mundial total.
Estas decisiones permiten utilizar datos concretos y relevantes
para calibrar el modelo y proporcionar estimaciones mads
precisas de la dindmica de competencia y colaboracién entre
los sistemas operativos a lo largo del tiempo. Es asi como el
modelo final con los pardmetros redondeados a dos decimales
es:

%/ — 0,015W (1 _ (W+0,18M54£g,603L+0,10 ’
% — 0,16M (1 _ <M+0,68w5+2(9),603L+0,10 ’
% — 0,16L (1 _ <L+0,68W-5+—209,é8M+0,10)) 7
% — 0,290 (1 _ (0+0,68W§§)é]6 8M+O.,03L)) .

El médulo “solve_ivp” de Python se emplea para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Esto
resulta invaluable cuando no es viable obtener soluciones
analiticas precisas, lo que es comtin en situaciones complejas.
”solve_ivp” implementa métodos numéricos como el método
de Runge-Kutta, que divide las ecuaciones diferenciales
ordinarias EDO en pasos pequefios y calcula la solucién

en cada uno de ellos. Al ejecutar el cdédigo con los
pardmetros adecuados, se obtiene la solucidn para el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias hasta el afio 2030. Es
fundamental destacar que estos pardmetros pueden variar a lo
largo del tiempo y no se tienen en cuenta factores complejos
como la inversion de capital de las empresas y estrategias de
marketing, que también influyen en la dindmica de usuarios
de sistemas operativos. El enfoque aqui se basa en las tasas de
crecimiento previamente calculadas.

Solucion Numérica

12{]0 | - .-‘-'.-__F.__—-.-F'-_.——'—'l
LA | L b "
. !
& — ._-d'-'-' .
10001 . L
800 1 |
" —— Microsoft | /
= —— Mac 0S . yd
g 6007 —— Linux //
- Otros )
i
400 . e
L~
-
- :
200 - i
_-"’/‘/’
T e —
0 e e s e N

Figura 9: Solucién numérica del sistema de ecuaciones
Lotka-Volterra resultante.

3. Conclusiones

1. El proyecto demuestra cémo los modelos matemaéticos,
en particular el modelo Lotka-Volterra, pueden aplicarse
en contextos no tradicionales, como la estimacion de
la cantidad de usuarios de sistemas operativos. Esta
versatilidad de los modelos matematicos permite abordar
problemas complejos en diversas areas.

2. El enfoque de utilizar la regresién lineal y modelos
logisticos para estimar datos faltantes en el crecimiento
de computadoras y, por ende, usuarios de sistemas
operativos, resulta efectivo.

3. El proyecto destaca la influencia de la poblacién
mundial y la penetracion de Internet en la demanda de
sistemas operativos. La relacion entre estos factores y
la cantidad de usuarios de sistemas operativos subraya
la importancia de considerar el entorno global al tomar
decisiones en la industria tecnoldgica.

4. Las conclusiones obtenidas muestran que la
combinacién de modelos matemadticos y técnicas
estadisticas puede ofrecer herramientas poderosas para
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analizar y predecir fendmenos complejos en la evolucién
de sistemas tecnoldgicos.

5. La validacién de los resultados mediante comparaciones
con datos reales refuerza la confianza en la aplicacion
préctica de los modelos propuestos en este estudio.

6. Se concluye que la aplicacién de modelos matematicos
avanzados no solo facilita la interpretacién de tendencias
en datos complejos, sino que también permite realizar
proyecciones precisas y Utiles para la toma de decisiones
en el 4mbito tecnoldgico.
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Huellas y Patrones: Un Crimen Familiar

En su propia casa, entre los ecos de sus risas pasadas y
el perfume marchito de los recuerdos, yacian dos cuerpos
inmoéviles. La sefiora Davies, una dama que aparentaba estar
en sus sesenta afios, tenia una profunda herida en su cabe-
za que contaba una historia de violencia sibita, mientras que
sus manos, ahora desprovistas de todos sus dedos, ofrecian
un macabro testimonio de un tormento aiin mayor. Su esposo,
el sefior Davies, tenia en su estomago la cruel daga del des-
tino, que habia drenado lentamente la vida de su cuerpo. Era
la escena de una tragedia casi teatral, una estampa de dolor y
misterio que solo el silencio podia narrar.

Los Davies vivian en la casa de la esquina de un pequefio
vecindario. Desde hacia varios afios, habitaban solos, disfru-
tando de una compaiiia mutua que muchos envidiaban. Su ho-
gar, con sus paredes cubiertas de hiedra y su jardin floreciente,
era un refugio de paz en un mundo a menudo caético. Ellos
eran muy queridos. Siempre tenian una sonrisa y una pala-
bra amable para quienes pasaban por su puerta. La noticia de
su tragico final se propagé como un incendio, llenando ca-
da rincén del barrio con un aire de desconcierto y tristeza.
Todos hablaban de lo sucedido. Las conversaciones eran un
murmullo constante de conjeturas. Nadie podia imaginar qué
terrible fuerza habia roto la tranquila armonia de los Davies.
La pregunta en cada mente era la misma: ;qué oscuro secreto
se habia ocultado tras las cortinas de esa idilica casa?

El equipo forense se movia con precisién meticulosa, cada
uno sabiendo exactamente su rol en esta escena del crimen.
La sefiora Davies yacia en el suelo de la sala, con una man-
cha de sangre seca alrededor de su cabeza herida. El patron
de salpicaduras indicaba un golpe contundente, probablemen-
te con un objeto pesado. El andlisis preliminar del entorno
sugeria que el ataque habia sido repentino y devastador, sin
signos evidentes de lucha previa. El cuerpo del sefior Davies
se encontraba en la cocina, el cuchillo atn incrustado en su
abdomen. La posicion del arma, la profundidad de la herida
y la direccién del corte proporcionaban valiosas pistas sobre
la mecénica de la muerte. Los detectives intercambiaron mi-
radas significativas, reconociendo los indicios de una posible
lucha desesperada, una resistencia final ante lo inevitable. La
cantidad de sangre derramada indicaba que habia tardado en
morir, lo cual afiadia un matiz ain mas sombrio a la escena.
Realizaron la tipica rutina de inspeccién. Tomaron fotografias
desde angulos diversos, capturando la tragedia en su totalidad.
Examinaron minuciosamente cada rincén del hogar, desde las
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perillas de las puertas hasta la encimera de la cocina, e inclu-
so los vasos y cubiertos abandonados en la mesa. Buscaban
con fervor huellas dactilares, fibras o cualquier pista que, en
su sutilidad, pudiera haber escapado al ojo no entrenado.

Los vecinos no se atrevian a acercarse demasiado, pero se
sentian irresistiblemente magnetizados por el enigma que en-
volvia la casa de los Davies. Las teorfas comenzaban a surgir
en susurros. Los detectives sabian que la verdad rara vez es
simple. Cada evidencia debia ser cuidadosamente examinada,
cada testimonio cruzado y corroborado. Pero habia algo en la
casa, una atmésfera palpable de amor perdido y suefios rotos,
que les decia que esta historia era mas compleja de lo que pa-
recia. Y aunque la investigacién apenas habia comenzado, el
peso del misterio se cernia sobre ellos con la gravedad de una
verdad atin no revelada.

Los resultados no fueron més que una sinfonia de decep-
cion: nada en las muestras sugeria la presencia de un tercero
en la escena del crimen. La sangre pertenecia exclusivamente
a los desafortunados Davies, complicando atin mas el enigma
que envolvia su muerte. Las entrevistas a los vecinos comen-
zaron casi de inmediato. Uno por uno, los residentes del ba-
rrio desfilaron por la comisaria, sus testimonios impregnados
de asombro y pesar. Todos coincidian en la misma narrativa,
en que los Davies eran una pareja amable, querida por todos,
sin enemigos aparentes. Nadie habia visto ni oido nada sos-
pechoso la noche del crimen. Las preguntas de los detectives,
precisas y a veces insidiosas, no lograron arrancar ninguna
pista reveladora de los entrevistados.

En paralelo, el andlisis de las huellas dactilares levantadas
de la escena fue exhaustivo, de modo que los investigadores
se centraron en este material. Cada impresion fue compara-
da meticulosamente con las bases de datos criminales y, mds
importante atn, con las huellas de aquellos que tenian acceso
regular a la casa. Los vecinos que solian visitar a los Davies
fueron todos interrogados y sus huellas fueron cotejadas. Sin
embargo, cada una de las huellas encontradas correspondia a
personas que fueron rapidamente descartadas como sospecho-
sas, todas con coartadas s6lidas y sin motivos para cometer tal
atrocidad. Las camaras de seguridad en la calle no ofrecian
mayor esperanza. Los videos revisados no mostraban nada
inusual, ninguna figura sospechosa entrando o saliendo de la
casa de los Davies en el periodo critico.

Parecia que el asesino habia desafiado todas las probabili-
dades, habia cometido un crimen perfecto, uno que desafiaba
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lalégica y la experiencia de los investigadores. Habia una pre-
cision casi quirdrgica en la ejecucion del crimen, una planifi-
cacién que sugeria un conocimiento profundo de cémo evitar
dejar rastros detectables. El inico dato que consideraron va-
lioso fue el testimonio de un vecino que relaté que los Davies
tenian una hija, cuyas visitas eran tan esporadicas como las
lluvias en un verano, que habia hecho su aparicién en el ve-
cindario solo en contadas ocasiones, hace mas de cinco afios
no la habian vuelto a ver y que de hecho, ellos ni siquiera
sabfan cudl era su nombre.

Los investigadores, movidos por la determinacién de aque-
llos que buscan lo inalcanzable, recurrieron a las vastas y
enigmaticas bases de datos genéticas, para encontrar informa-
cién que les condujera a contactar a la hija de los Davies. Sin
embargo, esto también era un desafio, primero porque solo
contaban con las huellas del sefior Davies, y segundo, porque
entre los miltiples impedimentos que obstruian el camino de
los detectives, uno de los mds irénicos y desalentadores era la
pérdida de la base de datos genética global ocurrida hace un
par de afios, una consecuencia ineludible del apagén eléctrico
araiz de un desabastecimiento energético que, en una sombra
global, habia sumido al mundo en un oscuro letargo tecnolégi-
co. Esta catastrofe habia arrastrado consigo un vasto tesoro
de informacién genética, dejando a los detectives en una si-
tuacion de inquietante desamparo. Desde entonces, se habian
embarcado en una tarea monumental para reconstruir esta in-
valuable red de datos, un esfuerzo que, aunque arduo, habia
avanzado con una pasion casi heroica durante el dltimo afo.

En un giro que podria considerarse casi providencial en
medio de esta penumbra, la necesidad de rehacer la base de
datos coincidié con el surgimiento de un nuevo proyecto en el
Laboratorio de Dactiloscopia y Genética, donde un grupo de
cientificos habian logrado lo que parecia un milagro moderno:
la capacidad de unir huellas dactilares a perfiles genéticos con
una precisién que bordeaba lo prodigioso.

Asi, en lugar de sucumbir a la desesperanza de una inves-
tigacion aparentemente sin salida, los detectives se lanzaron
con renovado fervor a una meticulosa tarea de recopilacién de
huellas dactilares de toda alma que pudiera estar relacionada
con los Davies. Cada impresioén capturada fue analizada con
el fervor de quien busca una aguja en un pajar. Ademads de
cotejar las huellas contra las bases de datos tradicionales, las
enviaron también a este nuevo y prometedor proyecto. Por pri-
mera vez en la historia de la criminologia, un crimen atin bajo
investigacion y lejos de ser resuelto seria objeto de estudio en
el marco del nuevo proyecto del laboratorio. La esperanza de
que esta nueva técnica pudiera ofrecer un destello de claridad
en medio del caos los impulsé a proceder con una combina-
cién de pragmatismo y optimismo.

En términos resumidos, el estudio habia demostrado que,
aunque se sabe que cada huella dactilar es Gnica en su indivi-
dualidad, el patrén del dedo pulgar poseia una caracteristica
geométrica singular que permitia identificar a los familiares
de primer grado. El proceso de identificacion se centraba en el
andlisis meticuloso de las distancias entre el nicleo del patrén
dactilar y cada una de las bifurcaciones presentes en la hue-

lla, sin importar si el tipo de huella es arco, presilla interna,
presilla externa o verticilo.
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Figura 1: Estructura de la huella y tipos de minucias®.

“Sanchez, R. (2002). Verificacion automética de personas mediante huella
dactilar. Revista de Ciberseguridad, Seguridad de la Informacién y Privaci-
dad. Vol. 30.

Para ello, se toma la huella del dedo pulgar representada
en un sistema de coordenadas cartesianas. En este sistema, se
identifican el nicleo del patrén (centro de la huella) y las bi-
furcaciones del patrén que emergen desde dicho nicleo. Para
cada bifurcacion B'i (donde i denota la i-ésima bifurcacion),
se calculan las distancias d’i entre el nicleo y B'i. Esto se
formaliza como:

i = \/(xi —x0)?+ (i —¥0)%

siendo (xg,yo) las coordenadas del niicleo y (x;,y;) las coor-
denadas de la bifurcacién B;.

Se contintda organizando las distancias d; en orden ascen-
dente d| < d>, < ... <d,, donde d, es la n-ésima distancia en
orden creciente.

Finalmente, se procede a calcular las ratios entre cada par
consecutivo de distancias d;;1 y d;:

dit
d;

rp =

Al calcular las distancias y las ratios para las huellas del de-
do pulgar de cada miembro de la misma familia, las ratios
pares deben coincidir con las ratios pares de la madre y los
impares, con los del padre, con un porcentaje de error menor
o igual al 1%. Esto demuestra que cada familiar de primer
grado comparte no solo el lazo sanguineo, sino también una
firma numérica comun, un rasgo distintivo que los une mas
alla de la mera biologia. Un cédigo numérico que define su
identidad intrinseca de manera inconfundible. Como la firma
de una familia en el gran lienzo de la existencia.
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Figura 2: Huella del pulgar derecho del sefior Davies (izquier-
da) y de su hija (derecha)“.

“Tomado de https://es.vecteezy.com/miembros/victoriaartwork.

Tras analizar millones de huellas, hubo una huella en parti-
cular que al ser comparada meticulosamente con la huella del
sefior Davies, exhibia una serie numérica que cumplia con la
propiedad previamente descrita. Las primeras cinco distancias
de las huellas del sefior Davies y su hija eran:

Distancia | Sefior Davies | Hija Davies
d, 0,154 mm 0,153 mm
dy 0,272 mm 0,271 mm
ds 0,378 mm 0,379 mm
ds 0,451 mm 0,450 mm
ds 0,598 mm 0,599 mm

Con estos nimeros, las ratios para el sefior Davies fueron
ry = 1,766,ry ~ 1,390,r3 =~ 1,193,r4 =~ 1,326, y las ratios
para la hija fueron r; ~ 1,772,r, = 1,400,r3 ~ 1,187,r4 =
1.331; con un porcentaje de error promedio entre ambas se-
cuencias de aproximadamente 0,42 %.

Armados con esta confirmacion, los detectives se dispusie-
ron a contactar a la duefia de esta huella, la sefiorita Arabella
Davies, la hija distante y equidistante del sefior y la sefiora
Davies. La conversacién, como un delicado baile de palabras
y emociones, comenzé con la pesada revelacion de la desga-
rradora noticia. Arabella, cuyo rostro reflejaba una mezcla de
asombro y dolor, escuché en silencio la cruda verdad del des-
tino que habia alcanzado a sus padres.

La sefiorita Davies, conmocionada por la devastadora noti-
cia, escuch¢ atentamente mientras los detectives le explicaban
el método y la significancia de la coincidencia en las huellas
dactilares. Aunque sus recuerdos sobre la vida de sus padres
en los ultimos afios eran vagos debido a la pérdida de contac-
to, accedi6 a proporcionar cualquier informacién que pudiera
ayudar en la resolucién del caso. Relat6 los dltimos intercam-
bios que tuvo con sus padres y ofrecié detalles sobre las per-
sonas que podrian haber estado en contacto con ellos.

Al final de la conversacién, y con un tono de voz que dela-
taba una incomodidad latente, Arabella confié un detalle os-
curo que habia estado oculto bajo el manto de la distancia
familiar. - Mis padres, como ya les he dicho, - comenzé Ara-
bella con un tono melancélico, - no eran simplemente dos se-
res queridos en la tranquilidad de su hogar. Habia otro hijo, un

hijo que, a pesar de vivir en la misma ciudad, se mantenia en
las sombras de nuestra existencia familiar -. Su voz titubeaba
entre el dolor y la resolucién. - Su nombre es Edmund. No sé
si ustedes han hablado con él, pero les aseguro que tiene una
presencia que habla por si sola -.

Los detectives intercambiaron miradas incrédulas, el ros-
tro de uno de ellos palideci6 levemente. La revelacion era una
grieta en el tejido meticulosamente tejido de su investigacion.
- Edmund Davies, - repitié uno de ellos en su cabeza mien-
tras pensaba, - en nuestros registros de genética y huellas dac-
tilares, no encontramos rastro alguno que lo vinculara a los
Davies. ;Cémo es posible? -.

Arabella, con una mezcla de angustia y resignacién, con-
tinud, - Mis padres y Edmund compartian un vinculo que ro-
zaba la crueldad disfrazada de afecto. El se caracterizaba por
ser una persona de una agresividad perturbadora, sabia cémo
manipular sus corazones para que no vieran la realidad de su
comportamiento, y eso le permitié usar su habilidad para lo-
grar que mis padres vivieran en una burbuja de ilusiones dora-
das; -. Afiadid, - no puedo evitar sospechar que su presencia,
su conocimiento y su innegable influencia, podrian estar rela-
cionados con esta tragedia -.

Los detectives se sumieron en un profundo silencio, me-
ditando sobre la complejidad de la revelacion. Arabella, con
la mirada distante y el tono cansado, proporciond a los de-
tectives toda la informacién que poseia sobre este sujeto. Les
habl6 de su nombre completo, su direccién, su historial y lo
ultimo que supo de él. Los detectives, ahora armados con
un arsenal de datos sobre Edmund, se pusieron a la tarea
de buscar en la vasta base de datos de huellas dactilares. La
biisqueda reveld que la huella de Edmund estaba efectiva-
mente registrada, una coincidencia inquietante en el mar de
informacién, porque esa base de datos ya habia sido analiza-
da. Sin embargo, al comparar la huella de Edmund con la del
Sefior Davies, la confusion se instalé como una niebla espe-
sa. Las ratios de las huellas, esos nimeros que debian revelar
la verdad, presentaban un enorme porcentaje de error prome-
dio del 7.62 %, pues las ratios de Edmund eran r; ~ 1,633,
ro = 1,471, r3 = 1,285, ry = 1,254,...

Los detectives se miraron unos a otros con un desconcierto
palpable. La huella de Edmund no solo no coincidia con la
del Sefior Davies, sino que sus ratios eran abrumadoramen-
te diferentes. Las huellas dactilares, que se suponian eran un
rastro infalible hacia la verdad, en este caso, parecian mds un
laberinto que una guia.

La posibilidad de que Arabella pudiera haber fabricado
una historia para desviar la atencion de los investigadores co-
menzé a emerger en sus mentes. ;Podria ser que la distancia
entre ella y sus padres no era un simple distanciamiento fa-
miliar, sino un pretexto para ocultar sus propias acciones? La
falta de testigos en el vecindario sobre su vida y la aparente
desintegracion de su relacion con sus padres empezaron a des-
pertar sospechas. Los detectives, inmersos en la sombra de la
duda, se preguntaron si Arabella no estaba construyendo una
narrativa en la que ella misma era la victima, escondiendo una
verdad atin mds siniestra.
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Fue asi como Arabella, fue arrestada bajo la sospecha de
ser la instigadora del horror en la casa de los Davies. A pesar
de sus protestas de inocencia y de su insistencia en la vera-
cidad de su historia sobre Edmund, los oficiales no podian
ignorar el torbellino de sospechas que se habia desencadena-
do. Arabella, mientras tanto, fue confinada en una celda fria y
austera, donde el trato que recibi6 fue tan cruel como la mis-
ma tragedia que la rodeaba.

Sin embargo, en medio del desmoronamiento de las certe-
zas y del tedio de la investigacion, uno de los peritos forenses
que habia estado presente en la escena del crimen recordé un
detalle inquietante. La sefiora Davies habia sido encontrada
sin dedos en sus manos, una aberracién que habia sido notada
pero que habia sido olvidada. Este perito, impulsado por una
mezcla de intuicidén y una mente aguda, propuso una teoria
inquietante. Tal vez, el motivo detrds de la mutilacién de los
dedos de la sefiora Davies no era solo un acto de crueldad gra-
tuito. Sugirié que la ausencia de los dedos podia haber sido
una estrategia de Edmund Davies, el hermano del que Ara-
bella habia hablado, para evitar que las huellas de la victima
pudieran ser asociadas con él.

El razonamiento era perturbador en su simplicidad, pues al
mutilar los dedos de su madre, Edmund habria impedido que
las huellas dactilares pudieran ser utilizadas para conectar el
crimen con €l. Era como si él hubiera orquestado una danza
macabra en la que las huellas de la sefiora Davies se convirtie-
ran en un enigma sin solucién, borrando asi cualquier rastro
que lo pudiera incriminar. Pero se le pasé un detalle por alto,
(o tal vez no habia terminado su plan), y era que su hermana
aun seguia viva.

Un giro atin mds oscuro se avecinaba.

Procedieron a capturar a Edmund. Se present6 ante ellos
con una fachada de sorprendente calma y una sonrisa que pa-
recia destinada a iluminar las sombras de la desdicha. Le in-
formaron sobre la trdgica muerte de sus padres. - No sé de
qué me hablan - exclam6 con una voz que parecia cargada de
genuina incredulidad. - Yo no conozco a esos sefiores -. Sin
embargo, su actitud era de una teatralidad tan calculada que
casi parecia un mondlogo de tragedia griega.

Los detectives, no obstante, no se dejaron engafiar por la
apariencia de ingenuidad de Edmund. Procedieron con una
serie de interrogatorios, empleando técnicas de presioén. Las
preguntas se lanzaron como dardos, cada una diseflada para
desentraiar alguna grieta en su historia. Se le pregunté sobre
su paradero en el momento del crimen, sobre sus relaciones
con los padres, y sobre cualquier detalle que pudiera arrojar
luz sobre su posible implicacién. A medida que las preguntas
se volvian mds incisivas, Edmund mantenia una postura de
firmeza, pero sus respuestas, cuidadosamente formuladas, no
lograban disipar la sospecha que pesaba sobre éI.

El avance en la investigacion llegd cuando los detecti-
ves volvieron a analizar la huella dactilar de Edmund. En su
busqueda dentro de la vasta base de datos, encontraron una
huella que no habfa sido relacionada previamente con ninguna
otra, y que presentaba unas ratios pares muy similares a los de
Edmund y Arabella. Esta huella pertenecia a una mujer de se-

senta y tres afios, cuyos datos biométricos coincidian con los
de la sefiora Davies, pero el problema persistia: los dedos mu-
tilados de la sefiora Davies habian dificultado la confirmacién
definitiva. Al comparar las ratios pares entre la huella encon-
trada en la base de datos (r; = 1,643, r, ~ 1,493, r3 =~ 1,274,
rqg = 1,254,...), la huella de Arabella y la de Edmund, pudie-
ron corroborar que sus porcentajes de error eran del 0.85 %
para la huella de Arabella y 0.73 % para la huella de Edmund,
lo que confirmaba cada vez mas la teoria del perito.

Figura 3: Huella del pulgar derecho de Edmund Davies.

Desesperados por pruebas concluyentes, los detectives re-
gresaron a la escena del crimen. Allf, tomaron muestras de
huellas de otras superficies, buscando cualquier rastro que pu-
diera haber sido pasado por alto. Su perseverancia fue recom-
pensada cuando las huellas encontradas en varios objetos de
la casa coincidieron con la huella sin identificar de la base de
datos. Asi, confirmaron que la mujer de la huella no identifi-
cada era, en efecto, la sefiora Davies.

Pero el descubrimiento mas sorprendente estaba atin por
llegar. Como ya tenian las ratios de la huella de Edmund, en-
contraron en la base de datos una que coincidia muy bien con
las ratios impares de una huella que estaba vinculada a un
convicto conocido, un hombre que habia sido encarcelado por
robo con violencia y que, a juzgar por su edad, daba indica-
ciones de que podria ser el verdadero padre de Edmund, y no
el sefior Davies. Este hallazgo estaba comenzado a revelar una
red de relaciones y secretos ocultos.

Con estas pruebas irrefutables, Edmund se vio acorralado.
Ya no habia margen para la actuacién ni para las negaciones
teatrales. Ante la montafia de evidencias que se levantaba en
su contra, Edmund no tuvo otra opcién que confesar su cri-
men. Aceptd cooperar con la esperanza de que su sentencia
fuera m4s llevadera. Sin embargo, nunca reveld las motiva-
ciones oscuras que lo llevaron a asesinar a los sefiores Davies,
dejando a todos con una sensacién de incompletitud y un in-
terrogante que seguiria acechando las mentes de aquellos que
alguna vez sufrieron o contemplaron la oscuridad de su alma.

Leidy Catherinne Sdnchez Ascanio

leidyc.sancheza@konradlorenz.edu.co

Acerca de la autora: Leidy es ingeniera industrial y ma-
temdtica. Es una amante de las novelas policiacas y del mundo
profesional del crimen. Actualmente se encuentra trabajan-
do como Model Validation Manager en ScotiaGBS del grupo
Scotiabank.
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CONCURSO PARA ESTUDIANTES DE COLEGIO

Un recorrido 6ptimo por el centro de Bogota

Una turista visita Bogoté con el objetivo de conocer el cen-
tro de la ciudad. Después de leer en internet sobre la ciudad,
cred la siguiente lista de lugares que queria conocer, e incluy6
el tiempo que deseaba permanecer en cada uno:

= [a Plaza de Bolivar (45 minutos).

El Museo del Oro (6 horas).

La terraza de la Torre Colpatria (30 minutos).
La plaza de la Perseverancia (2 horas).

La exposicién del Museo Botero (6 horas).
La Biblioteca Luis Angel Arango (7 horas).

El cerro de Monserrate (5 horas).

El Museo Nacional (6 horas).

El Museo de Arte Moderno (150 minutos).

La turista se hospedard en el Hotel Tequendama, ubicado
en la Carrera 10 # 26-21. Estando ahi, planea iniciar su reco-
rrido a los lugares de interés a las 8:00 a.m. Después, almor-
zara todos los dias entre las 12:00 y la 1:00 p.m., continuara
su recorrido y regresara al hotel maximo a las 5:00 p.m. Dado
que la turista realizara todos los recorridos caminando, consi-
deraremos que se desplazard a una velocidad constante de 4.5
km/hora.

Con el objetivo de conocer todos lugares en el menor tiem-
po posible, ;qué lugares deberd conocer cada dia y en qué
orden?

Para resolver el problema tenga en cuenta la siguiente in-
formacion:

* El objetivo consiste en disefiar un cronograma detallado
que minimice lo més posible el tiempo que la turista estd por
fuera del hotel.

* Para los recorridos podré utilizar cualquier camino en-
tre la carrera décima (sobre la que estd ubicado el hotel) y la
carrera segunda este (sobre la que estd ubicada la entrada al
cerro de Monserrate), asi como entre las calles 31 (sobre la
que esta ubicada la Plaza de la Perseverancia) y la calle 11
(sobre la que estd ubicada el inicio de la Plaza de Bolivar).
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* Utilice la aplicacién Google Maps para disefiar el mapa
que la turista utilizara.

* No se deben considerar tiempos de desplazamiento pa-
ra almorzar ni buscar restaurantes, ya que la turista almorzara
siempre en alguna de las atracciones turisticas. Almorzar se
puede hacer antes, durante o después de una visita. En cual-
quier caso, esa hora de almuerzo no se debe incluir como el
tiempo de visita a un sitio.

* La turista puede regresar al hotel en cualquier momento
del dia, pero nunca después de las 5 pm. Por eso, el cronogra-
ma detallado de su visita debe también considerar los tiempos
que toman los desplazamientos.

* Los tiempos de cada desplazamiento se deben redondear
hacia abajo. Por ejemplo, si ir del punto A al punto B toma 3
minutos y 45 segundos, entonces se considera que el tiempo
del desplazamiento es de 3 minutos.

 Cada lugar debe visitarse en un solo dia y de manera con-
tinua. Por ejemplo, si la visita al sitio A es de 5 horas, la turista
no puede pasar 3 horas un dia y luego 2 horas otro dfa. El al-
muerzo, sin embargo, puede interrumpir la visita y es el tinico
caso en el cual la visita a un sitio no es continua.

Bases del Concurso:

Elegibilidad:

Estudiantes menores de 18 afios, de cualquier nacionalidad
y pertenecientes a un colegio colombiano.

Duracion:

El concurso finaliza un afio después de la publicacién del
Paskin que presenta el problema, o hasta que haya una perso-
na ganadora.

Documento Solucion:

La solucién debe presentarse de manera individual en un
documento formal, escrito en espafiol, en el que se explique
de manera detallada la solucién al problema planteado.

La primera pagina del documento debe contener por lo me-
nos los siguientes seis elementos:
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(1) EI nombre completo de la persona participante.

(2) El curso de la persona participante.

(3) La edad de la persona participante.

(4) El nombre completo del colegio de la persona.

(5) Municipio o ciudad de residencia.

(6) Teléfono y correo electrénico de contacto.

El cuerpo del documento, que sigue a esta primera pagina,
puede tener cualquier extension para informar sobre la solu-
cion.

Los y las participantes pueden usar libros, blogs, compu-
tadores, internet, programas computacionales, pero no pue-
den consultar o interactuar con ninguna otra persona durante
la solucién. Ninguna contribucién puede ser hecha por otra
persona que no sea la persona que envia la solucién.

Aunque los problemas estardn destinados a un andlisis
tedrico, los participantes pueden realizar experimentos rele-
vantes y presentar los datos resultantes en su trabajo si lo de-
sean.

En caso de que se utilicen, cada solucién debe incluir una
lista de todas las referencias.

Las soluciones pueden usar algoritmos y herramientas
computacionales existentes (que incluyen no solo herramien-
tas disponibles gratuitamente, sino también herramientas den-
tro de sistemas como Matlab o Mathematica), siempre que
se mencionen y citen correctamente y los métodos se expli-
quen claramente en la solucién del problema. Cualquier cédi-
go de programacion, si se escribi6é uno, debe incluirse como
un apéndice de la solucién. Sin embargo, todos los algoritmos,
métodos y resultados deben explicarse en el texto principal del
documento para recibir consideracion durante la evaluacion.

Las soluciones enviadas pueden incluir ecuaciones, gréfi-
cos, figuras y tablas. Cada solucién debe incluir como mini-
mo:

(1) Una corta introduccién del problema, tal como lo inter-
preto la persona participante.

(2) Una explicacion de todas las suposiciones y aproxima-
ciones realizadas.

(3) Justificacién de todo el trabajo realizado.

(4) Una breve discusion de las fortalezas y debilidades del
enfoque adoptado.

Envio de la solucion:

Las soluciones pueden enviarse como archivos .pdf, .odf,
.doc o docx. Cada participante debe enviar su solucién por
correo electrénico a paskin@konradlorenz.edu.co y los docu-
mentos deben recibirse antes de que finalice el concurso. Si
la solucién no se recibe por correo electrénico durante la du-
racion del concurso, la solucion no sera considerada. El do-
cumento completo debe incluirse como un archivo adjunto al
correo electrénico. No envie un enlace al documento en un
servicio en la nube como Google Docs, Dropbox, etc. Una
vez recibida la solucién se le notificard la recepcion en un pla-
zo menor a cinco dias héabiles. Si Ud. no recibe confirmacion,
comuniquese con el editor de la revista.

Resultados:

Toda solucion recibida se ird evaluando en orden de llega-
da hasta la finalizacién del concurso. Cuando una solucién sea
correcta, la o el participante serd invitada o invitado a exponer
y justificar de manera verbal su solucién de manera remota
sincrénica utilizando alguna plataforma virtual como Teams,
Zoom o Google Meets.

Premiacion:

- La primera solucién correcta serd publicada en una si-
guiente edicidn del Paskin. Serd una versién simplificada de
la solucidn realizada en colaboracidn con el comité editorial,
que incluird una corta resefia de la persona ganadora.

- Certificado. Cada persona que participe y presente una
solucidn correcta recibird un certificado. El certificado se en-
viard por correo electrénico a la direccién utilizada para el
envio de la solucién. Espere varias semanas después de enviar
su solucién para recibir su certificado.

- La persona que envié la primera solucién correcta recibira
un bono virtual de regalo por un valor de 500.000 COP (qui-
nientos mil pesos colombianos). La persona ganadora pue-
de escoger el establecimiento comercial que desee, siempre y
cuando ofrezca bonos electrénicos y el comité editorial pueda
adquirirlos.
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