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ESPACIOS DE HOMOMORFISMOS ENTRE CUADRUPLAS
INDESCOMPONIBLES

Juan Camilo Buitrago Cruz y Gonzalo Medina”
jbuitragocr@unal.edu.co, gmedinaar@unal.edu.co

Resumen

En este trabajo utilizamos una util relacion entre la cate-
goria de representaciones de la tetrada y la categoria de re-
presentaciones de un cierto carcaj asociado, que nos permite
aplicar técnicas de algebra lineal en la obtencién explicita de
los espacios de homomorfismos entre los tipos de represen-
taciones indescomponibles correspondientes a la componen-
te postproyectiva del carcaj de Auslander-Reiten asociado al
problema de los cuatro subespacios.

1. Introduccion

El clasico Problema de los Cuatro Subespacios consiste en
obtener la clasificacién completa, salvo isomorfismo, de cua-
tro subespacios de un espacio vectorial de dimension finita
sobre un campo. El problema fue planteado, e inicialmen-
te resuelto por Gelfand y Ponomarev, en [GP70]. Otras so-
luciones fueron dadas en [Naz67, Naz75], [Bre67, Bre74a],
[MZ04] y [For08]. En [Med23] se encuentra una descrip-
cién detallada del problema y de su importancia. Ademas de
clasificar las colecciones de cuatro subespacios, es también
importante clasificar los morfismos entre estas colecciones.
En [Bre67, Bre74a, MZ04] se presenta la clasificacion de las
dlgebras de endomorfismos asociadas a las colecciones indes-
componibles y en [For08, Sim92] se obtienen los espacios de
homomorfismos entre ciertas colecciones usando técnicas de
la teorfa de Auslander-Reiten.

Nuestro trabajo involucra las componentes postproyectiva
y preinyectiva del carcaj de Auslander-Reiten asociado al pro-
blema de los cuatro subespacios; en estas componentes existe
un dnico, salvo isomorfismo, objeto indescomponible por ca-
da vector de dimensién y un tnico morfismo irreducible entre
los objetos. Vamos a considerar aqui la componente postpro-
yectiva y, aplicando técnicas de dlgebra lineal, obtendremos
explicitamente los espacios de homomorfismos entre los di-
ferentes pares de tipos de representaciones indescomponibles
para los cuales existe un tinico morfismo irreducible.

La estructura del presente articulo es la siguiente: en la
seccion ?? presentamos las definiciones, notaciones y resul-
tados fundamentales de las dos categorias principales que va-
mos a considerar. En la seccion 3 calculamos explicitamente
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la forma que tienen los espacios de homomorfismos entre los
objetos indescomponibles correspondientes a la componente
postproyectiva del carcaj de Auslander-Reiten asociado a la
tetrada.

2. El problema de los cuatro subespa-
cios y su carcaj asociado

En esta seccidn presentamos las nociones bdsicas sobre
las cuddruplas indescomponibles, la categoria de carcajes y
el carcaj de Auslander-Reiten asociado a una categoria; adi-
cionalmente, establecemos la relacién entre las cuadruplas y
las representaciones indescomponibles de su carcaj asociado.

2.1. El problema de los cuatro subespacios

Definiciéon 2.1. Dado un campo k, una coleccion U =
(Uo,Uy,...,Us), en donde Uy es un espacio vectorial de di-
mension finita sobre k y Uy,...,Us son cuatro subespacios
de Uy se denomina cuadrupla de subespacios. Un morfis-
mo ¢:U — V entre dos cuddruplas U = (Up,Uy,...,Us) y
V = (W, V1,...,V4) es una transformacién lineal ¢:Uy — Vp
tal que ¢ (U;) C V;, paratodo i € {1,...,4}. El conjunto

Hom(U,V) ={f| f:U — V es morfismo}

tiene estructura natural de k-espacio vectorial con la suma y
el producto por escalar usuales; Hom(U,V) se denomina el
espacio de homomorfismos de U en V.

Dos cuddruplas U y V se denominan isomorfas si exis-
te un isomorfismo lineal ¢:Uy — Vj tal que ¢ (U;) =V, pa-
ra todo i € {1,...,4}; en este caso, escribimos U ~ V. La
suma directa de dos cuddruplas U = (Uy,Uy,...,Us) yV =
(Vo,Vi,...,Va) es la cuddrupla U @V dada por

UV = (Uo@V(),Ul@Vl,...,U4EBV4).

Una cuddrupla U se dice indescomponible si U ~V & W im-
plicaV =00 W = 0 (aqui, 0 denota la cuddrupla nula en la
que todos los espacios vectoriales son el espacio trivial 0). La
dimensién de una cuadrupla U = (Up, Uy, ..., Us) es el vector
d=dimU = (dy,d),...,ds), en donde d; = dimy, U;, para todo
i€{0,...,4}.
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Tomando entonces las cuddruplas como objetos y los mor-
fismos entre cuddruplas como morfismos, obtenemos una ca-
tegoria que denotaremos rep(.7 , k). Esta categoria es una ca-
tegoria de Krull-Schmidt (ver, por ejemplo, [Med23, capitulo
2)).

Ya que estamos considerando espacios vectoriales de di-
mension finita, podemos hacer uso del lenguaje matricial:

Definicion 2.2. Si se escogen una base para Uy y bases para
cada uno de los subespacios U; C Uy, entonces una cuadrupla
U admite una presentacion matricial My, que es una matriz

por bloques
AN

en donde el nimero de filas de M es igual a dj y, para todo
i €{l,...,4}, el nimero de columnas del bloque M; es igual
a d;; las columnas de cada bloque M; son las coordenadas de
los vectores de la base escogida para U;, con respecto a la base
principal de Uy (si U; = 0, entonces el bloque correspondiente
se deja vacio).

Teniendo en cuenta los posibles cambios de bases para los
espacios, es claro que dos cuadruplas U y V son isomorfas
si y solo si dos de sus presentaciones matriciales asociadas
My y My son equivalentes en el sentido de que una de ellas
puede convertirse en la otra utilizando un nimero finito de las
siguientes transformaciones admitidas:

TA1 operaciones elementales por filas de toda la matriz M.
TA2 operaciones elementales por columnas dentro de cada
bloque M;.

El problema de los cuatro subespacios consiste en obte-

ner la clasificacién completa, salvo isomorfismo, de todas las
cuadruplas indescomponibles. Para el objetivo de nuestro tra-
bajo, resulta particularmente qtil la forma matricial en que
estd presentada la solucién al problema de los cuatro subes-
pacios (ver [MZ04, apéndice, pags. 22 y 23]).
Nota 1. En un contexto mds general, las definiciones que
hemos dado (cuddrupla, vector de dimensién, morfismo en-
tre cuddruplas, isomorfismo entre cuddruplas, suma directa,
cuddrupla indescomponible, presentacién matricial) pueden
extenderse a colecciones de subespacios de un k-espacio vec-
torial, sujetas a ciertas condiciones y asociadas a un conjun-
to parcialmente ordenado finito arbitrario (42, <) y, dado un
campo k, podemos formar la categoria de representaciones
de & sobre k. En este contexto, las cuddruplas no son otra
cosa que las representaciones del conjunto parcialmente or-
denado 7 = {1,2,3,4}, que llamaremos tetrada, formado
por cuatro puntos incomparables entre si; los morfismos entre
cuadruplas corresponden entonces a morfismos entre repre-
sentaciones de la tetrada. Es esta la razén por la que usamos
la notacién rep(.7 , k) para la categoria que definimos antes.

2.2. La categoria de representaciones de un
carcaj

Definicion 2.3. Un carcaj es un objeto 2 = (2o, 2y,s,1)
formado por un conjunto de vértices 2y, un conjunto de fle-

chas 21, una funcién s: 2y — 2, que asigna a cada flecha
su punto inicial y una funcién t: 2y — 2, que asigna a cada
flecha su punto final. Si tanto 2y como 2; son conjuntos fi-
nitos, decimos que el carcaj 2 es finito. En este caso, es usual
que cada elemento de 2 se represente como un punto en un
plano y cada @ € 2y se represente como una flecha que va de
su vértice inicial s(o¢) a su su vértice final ¢(ct).

Ejemplo 1. Para nuestro trabajo va a ser de especial interés

el carcaj € = (%60, %1,s,t) dado por
:{071727374}’ { B Y }
s(e)=1 s(B)=2 (7) 3 s(6)=
ta)=0 t(B)=0 1(y)=0 1(5)=

Podemos representar 4" mediante el siguiente grafo dirigido:

AR,

Definicion 2.4. Dados un carcaj £ = (2y,2),s,t) y un
campo k, una representacion de 2 sobre k es una colec-
cién M = (M;, 9o )icgy,aco,, en donde M; es un k-espacio
vectorial, uno por cada vértice i € 2y, y una coleccién de
k-transformaciones lineales ¢q:M(q) — M;(q), una por ca-
da flecha o € 2. Si todos los k-espacios M; son finito-
dimensionales, decimos que la representaciéon M es de di-
mension finita. Nosotros vamos a considerar unicamen-
te representaciones de dimension finita para carcajes fini-
tos. El vector de dimensiéon de una representacion M =
(Mi, 9o )icy,ac0, es el vector dimM dado por

dimM = (d;)icg,, en donde d; = dim; M;.

Dados un carcaj 2 y dos representaciones M = (M;, ¢g) y
M =M

", 0,,) de 2 sobre k, un morfismo f:M — M’ es una
coleccion (f;);c.o, de transformaciones k-lineales f;: M; — M

tales que, para cada flecha i % jen 2y, el diagrama

M; 2

i | fi
M —— M,
o9 J
conmuta, esto es
(f7° 9a)(m) = (94,0 fi)(m), para todom € M;.

Si ademas todas las f; son isomorfismos lineales, decimos que
f es un isomorfismo y escribimos M ~ M’.

El conjunto de todos los morfismos de M a M’ se deno-
ta Hom(M,M’). Este conjunto tiene estructura natural de k-
espacio vectorial, con la suma y el producto por escalar usua-
les.
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Definicion 2.5. Si M = (M;,¢y) y M' = (M], ¢,,) son repre-
sentaciones de un carcaj 2 sobre un campo k, entonces

MOM' = (M ©M;, §o © 90)ic 2,02,

es una representacion de 2 llamada la suma directa de M y
M'. Una representacion no nula M de 2 se dice indescompo-
nible si M ~ N@ L, con N, L representaciones de 2, implica
que N =00 L =0, en donde 0 denota la representacién nula,
en que tanto los espacios vectoriales como las transformacio-
nes son nulos.

Dados un campo k y un carcaj 2, tomando las represen-
taciones de 2 sobre k como objetos y los morfismos entre
representaciones como morfismos, tenemos la categoria de
representaciones de .2 sobre k, que denotaremos rep(2,k).
Esta categoria es una categoria abeliana (ver, por ejemplo,
[Schl14, pag. 15]).

2.3. Larelacion entre las dos categorias

A la tetrada 7 = {1,2,3,4} le podemos hacer correspon-
der el carcaj ¢

0
a / ’\ 5 :
B v
1 2 3 4
Esta correspondencia nos permitird definir un funtor

F:rep(7 ,k) — rep(€,k)

para estudiar la relacion precisa entre esas dos categorias. En
lo que sigue, si ¢:U — V es una transformacion lineal entre k-
espacios vectoriales de dimension finita, denotamos mediante
[¢] a la matriz del operador ¢ con respecto a un par de bases
ordenadas fijas para Uy y V).

Veamos entonces como definir el funtor F': a una cuadrupla
U = (Uy,Uy,...,Us) de 7, con dimension (dy,d;,ds,d3,ds)
y presentaciéon matricial

)

M=M= | M | M5 | M,

le hacemos corresponder la siguiente representacion F(U) de

¢
ko
K k%

05 ,
kdz kd3
en donde

[¢06] =M, [q)ﬁ] =M, [¢Y] =M; y [¢5] =M.

Aqui, las matrices se forman con respecto a las bases que se
escogieron para obtener la presentacién My . De ahora en ade-
lante, usaremos 0 para representar un bloque matricial nulo;
si es necesario especificar las dimensiones, usaremos 0, (0,
respectivamente) para denotar el bloque nulo de tamafio r X s
(r x r, respectivamente).

Ejemplo 2. A una representacién indescomponible de tipo
IV (ver cuadro 1):

Lt | 0 | Ly | I
0 Jj Jj Iy
n+1 n+1 n

conn >0,

le corresponde la siguiente representacion del carcaj %”:

k2n+2
[ / \ s ,
] oy
kn+l kn+l kn+1 k"
en donde
R 0n+1:|
[¢0€} - |:0n+1:| ) [¢ ] - |:In+1 )

ol=[i] v - [ b ] .

In+l I,‘i'

Continuando con la definicién del funtor F, si f:U — U’
es un morfismo entre las cuddruplas U = (Up,Uy,...,Us) y
U' = (Uy,Uj,...,Uy;), con presentaciones matriciales

M=My =M | M| M5 | My ]

M =My =| M,

M,

M;

M,

y con dimensiones dimU = (do,di,...,ds) y dimU’ =
(dy.dy,...,d}), entonces F(f):F(U) — F(U') es el morfis-
mo en rep(%’, k) dado por F(f) = (fo, f1, /2, f3, f4), en donde

fiik¥ k%, paraie {0,1,...,4},

son las transformaciones lineales definidas por

pé)ofopal7 sii=0,
fl: / -1 )
poo fluopy s siie{l,...,4},

en donde, para todo i € {0,1,...,4},
piUi = k% y  phUl — k%

son los isomorfismos determinados por las bases escogidas
para formar las presentaciones matriciales My y M.

La verificacién de que, con las definiciones que hemos da-
do, efectivamente F:rep(.7,k) — rep(%’,k) es un funtor adi-
tivo es sencilla. Este funtor nos permite estudiar los espacios
de homomorfismos asociados a cuddruplas indescomponibles
por medio de los correspondientes espacios de homomorfis-
mos asociados al carcaj ¥, gracias a que F es fiel y pleno. Sin
embargo, las categorias rep(.7, k) y rep(%, k) no son equiva-
lentes. Los siguientes resultados muestran la relacién precisa
entre estas dos categorias.
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Proposicion 2.6. El funtor F:rep(7 k) — rep(€, k) estable-
ce una equivalencia entre rep(J k) y la subcategoria plena
derep(€, k) formada por aquellos objetos cuyo zdcalo es pro-
yectivo.

Demostracion. Para la prueba, en un contexto mds general,
ver [Sim92, lema 5.1(c), pags. 52-54]. O

Corolario 2.7. Si U yV son cuddruplas indescomponibles de
tipos 111, IV o V (ver cuadro 1), entonces

Homrep(y,k)(va) = Homrcp(%’,k)(F(U)vF(V))'

Demostracion. Las cuadruplas de los tipos III, IV o V tienen
imdgenes bajo F con zdcalo proyectivo (ver [Sim92, lema 5.1,
pags. 52-54]). O

Teniendo en cuenta el corolario 2.7, para hallar los espa-
cios de homomorfismos podemos entonces calcular los espa-
cios correspondientes en la categoria rep(%, k). Precisamente
esto es lo que haremos en la seccién 3.

Nota 2. Las categorias rep(7 ,k) y rep(%’, k) no son equiva-
lentes. En efecto, como ya dijimos, rep(%, k) es una categoria
abeliana, pero rep(.7,k) no lo es, como mostramos a con-
tinuacién. Consideremos las cuddruplas U = (k,0,0,0,0) y
V = (k,k,0,0,0); la identidad en k, 14 : k — k es un morfismo
de U en V que es monomorfismo y epimorfismo: si tomamos
morfismos g,h:W — U tales que 1 o g = 1; o h, obtenemos
inmediatamente que g = h (anidlogamente se prueba que 1;
es también un epimorfismo). Pero 1; no es isomorfismo en
rep(7,k), pues

L (U)) = 1,(0) = 0 £ k = V.

Hemos probado asi que rep(7,k) no es una categoria ba-
lanceada y, por lo tanto, no es abeliana (ver [Par70, le-
ma 2(c), pdg. 165]); como corolario inmediato, obtenemos
que rep(%¢,k) y rep(Z,k) no son categorias equivalentes
(ver [Sch72, proposicién 16.2.4, pag. 169]).

2.4. El carcaj de Auslander-Reiten

El carcaj de Auslander-Reiten y las técnicas de la teoria
homénima, creada por Auslander y Reiten en los afios 70
(ver [ARS9S5] para la presentacién cldsica) son unas de las
principales herramientas que permiten obtener la descrip-
cion de las dlgebras de dimensién finita. Esta teoria brinda
informacién sobre los mddulos asociados, asi como sobre
los morfismos entre ellos. A continuacién, damos las defi-
niciones relevantes (para detalles adicionales ver, por ejem-
plo, [Sim92, ASS06, Sch14]).

Definiciéon 2.8. Dada una categoria ./, un homomorfismo
f:X — Y entre modulos indescomponibles se denomina mor-
fismo irreducible si f no es seccidn ni retraccion y, para toda
factorizacion

de f a través de un objeto Z de <7, se tiene que, o bien g es
una seccién o bien /4 es una retraccion.

El carcaj de Auslander-Reiten de <7, que denotaremos
I'(«/), es un grafo dirigido cuyos vértices son las clases de
isomorfismo [X] de los objetos X en <7 y cuyas aristas [X] —
[Y] corresponden a los morfismos irreducibles X — Y en <7

Un subcarcaj € de I'(«7) se denomina una componente de
Auslander-Reiten si € es no vacio, conexo y dado [X] — [Y]
en I'(«7) se tiene que [X] pertenece a € si y solo si [Y] per-
tenece a €. Una componente del carcaj I'(%7) se denomina
postproyectiva si todos sus médulos son postproyectivos; es
decir, si todos los médulos M de la componente son indes-
componibles y M ~ t~!(P), para algiin médulo proyectivo P.
Aqui, 771 es el trasladado inverso de Auslander-Reiten (ver,
por ejemplo, [Sch14, definicién 2.9, pags. 61-62]).

3. Espacios de homomorfismos:
El caso postproyectivo

En esta seccién vamos a obtener los espacios de homo-
morfismos entre cuddruplas indescomponibles entre las que
hay un morfismo irreducible en la componente postproyectiva
del carcaj de Ausander-Reiten asociado a 4. Nuestro procedi-
miento va a ser el siguiente: vamos a calcular explicitamente
los espacios de homomorfismos entre las imdgenes mediante
el funtor F' de las cuddruplas mencionadas y el isomorfismo
del corolario 2.7 nos dara los espacios buscados.

Nota 3. En el cuadro 1, para un entero positivo 7, las matrices
I (I,% , respectivamente) son matrices de tamafios (n+ 1) x n
obtenidas al agregar una fila de ceros por encima (por deba-
jo, respectivamente) a la matriz identidad I,; explicitamente,
tenemos lo siguiente:

00 ... 0 1 0 ... 0
10 0 0 1 0
=01 0 =1 :
o 00 1
00 ... 1 0 0 0

Sin =0, las matrices Ig e Ié son iguales; son matrices «forma-
les» con una fila y cero columnas, que representan el operador
lineal 0 — k.

Para un entero n > 1, denotamos mediante J;7 (0) al bloque
de Jordan de orden n con valor propio 0 y entradas 1 en la
diagonal por encima de la diagonal principal.

Sin =0, todos los bloques de la matriz de tipo V son blo-
ques vacios; se trata de una matriz «formal» con una fila y
cero columnas, que corresponde a la cuddrupla (k,0,0,0,0).

En la figura 1 presentamos la componente postproyectiva
del carcaj de Ausander-Reiten asociado a €. En esta compo-
nente Unicamente aparecen cuddruplas indescomponibles de
los tipos III, IV o V (el tipo al que pertenece cada una de las
cuadruplas aparece en la parte inferior de la figura). En el cua-
dro 1 presentamos los tipos III, IV y V en su forma matricial
(tomada de [MZ04]), junto con sus correspondientes vectores
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de dimensién d. Estas presentaciones matriciales son las que
usaremos en la demostracién de nuestro resultado principal en
el teorema 3.1.

Cuadro 1: cuddruplas indescomponibles, junto con sus vecto-
res de dimension, correspondientes a la componente postpro-
yectiva del carcaj de Auslander-Reiten asociado al carcaj %

11 d=2n+1l,n+1,nn,n)
Iyt 0 IYT I’%
0 I, I, I,
n>0
AY d=02n+2,n+1,n+1,n+1,n+1)
[n+1 0 In+1 III
O | bt | bt | K
n>0
\Y% d=(2n+ l,n,n,n,n)
I, 0 JF(0) I,
0 I L | 7,(0)

00...0| 00...0| 10...0] 10...0

Nota 4. Tal como se ve en la figura 1, para la componente
postproyectiva del carcaj de Auslander-Reiten asociado a %,
se tiene que los casos en los que existe un morfismo irreduci-
ble entre indescomponibles son los siguientes:

1. De tipo V, con dimensién de la forma n = 2t, a tipo 111,
con dimension de la forma n = ¢, en donde ¢ > 0 es un
entero.

2. De tipo III, con dimensién de la forma n = ¢, a tipo V,
con dimension de la forma n =2t + 1, endonde t > 0 es
un entero.

3. De tipo V, con dimensién de la forma n = 2¢ + 1, a tipo
IV, con dimension de la forma n = ¢, en donde ¢t > 0 es
un entero.

4. De tipo IV, con dimensién de la forma n =t¢, a tipo V,
con dimension de la forma n = 2t + 2, en donde t > 0 es
un entero.

En el teorema 3.1, utilizaremos la siguiente notacién: para un
entero no negativo s, una cuadrupla indescomponible de tipo
T (en donde T es uno de los tipos III, IV, o V del cuadro 1)
con vector de dimension n = s, se denotara T;.

Figura 1: componente postproyectiva del carcaj de Auslander-
Reiten correspondiente al carcaj % asociado a la tetrada.

L\

3

\

,_.
SOoOoO—
[\
—_——
—_——1

—_
oo—O

1 1
0 2
1 1
0 A N 1A Iy o2 1w 3/
0 1 2 3
Lo 31 52 73
0N 0 1IN 110 2N 1A 3\
0 1 1
Ly 29 32
0 1 1
0 i i
Ly 2 3
1 0 2
A\ 111 Vv 1\Y A\ 11T A\

Teorema 3.1. Dado un campo k, los espacios de homo-
morfismos correspondientes a las representaciones indes-
componibles en la componente postproyectiva del carcaj de
Auslander-Reiten asociado a €, para los cuales hay al menos
un morfismo irreducible, estdn dados por

1) Hom(Vy,III;) ~ k.

2) Hom(IIL,, Vp,41) = k.

3) Hom(Vop.41,1V,) ~ k.

4) Hom(IV,,Vy,42) ~ k.

Demostracion. En los cuatro casos a considerar tenemos que
examinar morfismos entre pares de representaciones del car-
caj ¥. Esquematicamente, debemos examinar colecciones
(fo,f1,---,f4) de cinco transformaciones lineales que hagan
conmutar diagramas que tienen la forma siguiente:

Es decir, debemos encontrar todas las transformaciones linea-
les

f,-:kd"—>kd1{, parai€ {0,1,...,4}

tales que
Jooda =WYoo fi, foopp=wypof, W
Joody=wyyofs, foods=WYso fa.

Ya que vamos a trabajar matricialmente, usaremos la conven-
cién siguiente:

[fol=A, [fil=B, [L]=C, [fsl=D y [fi]=E
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Teniendo esto en cuenta, la conmutatividad del diagrama ante-
rior corresponde a que se cumplan las siguientes cuatro igual-
dades matriciales (que corresponden a las igualdades entre
composiciones dadas en (1)):

[vyID,  Algs] = [Ws]E.
1) Veamos que Hom(Vy,III;) ~ k, para todo entero 7 >
0. En este caso, debemos encontrar todas las quintuplas

(fo,f1,---,f1) de transformaciones lineales que hagan con-
mutar el siguiente diagrama:

2

k4t+ 1

v
k2t !

k2t
| | o | |
! 5 + s
! ! K2+l ! !
. "’/v//wﬁ M v
kt+1 kt kl

I 12[ [ 02!’ J;;(O)
O] =| 0 |, [dp]=]| Lx |, )= bt |,
00...0 00...0 10...0
_ +12’ [ Ly 0 41)
051= |50 el = gt | sl = |30
_ [ _[®
[yl = ) [ys] = I

y debemos encontrar todas las matrices A, B, C, D y E, con
entradas en el campo k y de tamafios (2t + 1) x (4t 4+ 1), (r +
1) x2f,¢ x2t,t X2t ytx2t, respectivamente, que satisfagan

ar+1,1

ay ot

Ar4+1,2t

Usando ahora este valor para A en la igualdad A[¢g] = [y3]C,

obtenemos
[ a1

41,1 e
A= 1+
0
L O

C =

ai o 0

ar+1,2t 0
0 @221

0 A24+12t+1 "

Ar422¢+1

A2t 4+1,2t+1

0

0

© A2 4t

Aar42 4t

aAr4-1.4¢

A2+ 1.4t A241,4t+1

ar 441 |

Ar4-1,4t+1
ar42.4t+1

Con este nuevo valor de A, usamos la igualdad A[¢y] = [y]D

para obtener

las igualdades (2). A partir de la igualdad

Al9q]

se obtiene que
[ ar,
ar+1,1
A =
0
.| O

arl

)

| d21+1,1

Lty
_ot x(t+1)

(Wa]B

ay ot

Ar4+1,21

ar e+l

aA41,4t+1

by

by

a1

Ar+1,2t+1
ar 42 2t+1

aA4+1,2t+1

by
0
00...0

b1 o

bry12

ai e+l

Ar+1,4t+1
At 42 4t+1

A2 +1,41+1 |

I I 0
B : 04 1)x2s : a 441
e SRR TR
0(z+1)><21 I C I ag 1 4r+1
I I
0 0 arn
a azor—1 az oy
- . )
Ar+1,1 Ai12t—1  Qr412¢
Ar+2 2t+1 Ar+2 4t
C= : ,
A2 +1,2t+1 aze+1,4
az 4r+1 ar azn azn—1
D= :
LAr+14t+1  Ar+11 Gr412 41,211
422641 T Qr42 41+ 1 1422142 ar42 4
|42t +1,2t+1 + 1441 A2+12t42 aA2¢+1,4¢

Finalmente, al usar los valores que obtuvimos antes en la
igualdad A[¢s] = [Ws]E, resulta

A=|----- it
0 ! C b
(t4+1) %21 1 1 0
0 0 0 0 0 ar41,1
0 0 0 “ary11 —arp1,1r 0
B = . . : : ?
0 a1 —ag10 -+ 0 0 0

—ary11 0 0
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CcC=D
0 0 0 o - 0 0 @11 —arg1n
0 0 0 0 a1l —are1r 0 0
0 0 a1y —a@t11 - 0 0 0 0
arp11 —are1,1 0 0 -+ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 art1,1
0 0 0 arr1y —arp1n 0
E = )
0 ar11 —a1g - 0 0 0

En particular, todas las matrices resultan dependiendo esca-
larmente de un tinico elemento a,,1 1 del campo k y esto in-
mediatamente implica que Hom(Vy,, III;) ~ k.

2) Veamos que Hom(IIl;, Vy 1) =~ k, para todo entero ¢ >
0. En este caso, debemos encontrar todas las quintuplas
(fo,fi,...,f1) de transformaciones lineales que hagan con-
mutar el siguiente diagrama:

k2t+l
M i % s

kt+1 Kt i ; Ve K

| | 1JO | |
il o + 1y ' fa

| T g | |

I /‘VI; ;’Y\ + Ve v
k2t+1 k2t+1 k21+1 k2[+1

Matricialmente (ver cuadro 1), tenemos que

_ [ I _ —0(t+1)><t:| B {IIT}
o = o0 | o= "] = ).
i [ D1 0241
[¢5] = It}a Wa| = | 0211 |, [V’ﬁ]: Dy |
Lt 00...0 00...0
_JZH(O) [ b
wyl=1| b1 |, [ws]= J;H (0)
| 10...0 | 10...0

y debemos encontrar todas las matrices A, B, C, D y E, con
entradas en el campo k y de tamafios (47 +3) x (2t + 1),
(2t 4+1)x (t+1), (2t 4+ 1) xt, (2t +1) xty (2t +1) X1, res-
pectivamente, que satisfagan las igualdades (2). A partir de la

igualdad

ap A1+ !
1
A[‘Pa] = : : "

’ : 0, (r+1)
| d4+3,1 A4r+321+1
bt by bisy1
= |01 :

L0000 | by bory1441

= [‘Va]B

se obtiene que

ar

az+1,1
0

aie+1

A2f+1t4+1
0

ap

az+1,1

ale+2

A2 41,t42
a2 42,t42

A4t43,t42

aje+1

A2 +1,t4+1

a1

a41,2t+1
ae42.2t+1

A4¢+4+32t+1 |

Usando ahora este valor para A en la igualdad A[¢g] = [y3]C,

obtenemos
ain argt1 0 0
a1, @ 11441 0 0
A= 0 0 A2 42,442 a4220+1 | »
0 e 0 A4r1242 A4e 122141
0 0 0 0 |
A2+2142 aAe+2.2t+1
C— ) .
4142142 4422t +1

Con este nuevo valor de A usamos la igualdad A[¢y] = [y,|D
para obtener

I
B 0y
A= Qx| €|
0 0 O 0
ail  aip aigy
B= : ,
ane.1 ane2 azt+1
ays1n1 0 .- 0
0 0 ... 0
ajp a3 aigy
C = = s
axyns> axpgs azer+1

en donde la dltima franja horizontal de A es una fila nula. Fi-
nalmente, al usar los valores que obtuvimos antes en la igual-
dad A[¢s] = [ws]E, resulta

A=
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o o0 - 0 a1
0 o -- 0 0
p=| 0 0 aii+1 0 |
a4 0 .- 0 0
[0 0 0 0
0 0 0 a1
0 0 0 0
c=p=| 0 0 ap +1 0 |,
ajs+1 0 0 0
I 0 o 0 |
[0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 a1
o 0 0
0 0 ai i 0
@141 O - 0 0 |

En particular, todas las matrices resultan dependiendo esca-
larmente de un tinico elemento a1 del campo k y esto in-
mediatamente implica que Hom(IIL,, Vy,41) ~ k.

3) Veamos que Hom(Vy,11,IV,) ~ k, para todo entero ¢ >
0. En este caso, debemos encontrar todas las quintuplas
(fo,fi,...,f1) de transformaciones lineales que hagan con-
mutar el siguiente diagrama:

k4t+3
¢a /% i ;y\ ¢5
k2t+ 1 k2t+ 1 ! k2t+ 1 k21+ 1
| | | Jo | |
h i ifz + ifs 3f4
i i k22 i i
i W/v//wﬁ s |
K 1 K 1 K 1 K
Matricialmente (ver cuadro 1), tenemos que
_12,+1 _021+1 J2+)‘+1 (O)
(0] = | 021 |, [9p]l= | Lus1 |, [$]=]| DLusi
_OO..‘O _00...0 10...0
[ B [ 141 041
[¢3] = J;Jr](o) ’ [Wa] - ) [WB] - s
011 L1
L 10...0 -
r [
_ It+1 _ It
[wy] s [Ws] I;L

y debemos encontrar todas las matrices A, B, C, D y E, con
entradas en el campo k y de tamafios (2¢ +2) x (4t +3), (r +
D)x (2t+1), ¢+1)x 2t+1), ¢ +1)x (2t +1)yt x (2t +1),

)

respectivamente, que satisfagan las igualdades (2). A partir de

la igualdad
ai ai 4+3 b1
A[‘Poc] = 02t+1
| A2t +2,1 ane4+2 4143 00.--0
_ b1 b1 241
R .
_0t+1 :
by bry1 2141
= [Va|B
se obtiene que
ai ai2i+1 a1 242 air4:+3
A— Ar+1,1 Ar12t+1  Ar12t42 Ar 41,4143
0 . 0 Ar122042 r12,4143
| O 0 242,442 A242,41+3 |
ap aj 2i+1
B= :
Ar+1,1 Ar+1,2t+1

Usando ahora este valor para A en la igualdad A[¢g] = [y3]C,

obtenemos
ap api 0 ayars
A ary1,1 Ary12641 0 Ari 14043
0o - 0 1422142 Ari241+2 Q24043 |
0 0 2422142 2424142 2424143
At 42 2t42 At 42 442
C:
ane4+2.2t+2 ane42.4t+2

Con este nuevo valor de A usamos la igualdad A[¢,] = [y;]D

para obtener

\ \

Al l B ey U]
01 1)x(2+1) ! C D agin443

[ ar443 a1 ai ai

D= : :
LAr+1,4t+3  Gr+11 Q412 Ar 41,21
[ 422642 F Q24143 Ar422642 Ar42 4142
| A2t +2,2t4+2 +ani24143 Q2422142 At4+2.41+2

Finalmente, al usar estos valores en la igualdad A[¢s] =

[ws]E, obtenemos

A
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aa; 0 0 0O 0 -~ 0 0
0 —dar, ain 0 o -- 0 0
B = 0 0 0 —dary aig o 0 0 ,
0 0 0 0 0 —dar, ain
—dai,1 ai 0 0 0 0 0 i
0 0 —dai,1 ain 0 0 0
C=D= 0 0 0 0 —dar,1 ail 0 ,
0 0 0 0 0 0 —ap
0 —dai, ap, 0 0 0 0 i
0 0 0 —dap,  dil 0 0
E= : .
0 0 0 0 0 —ain  ann |

En particular, todas las matrices resultan dependiendo esca-
larmente de un tnico elemento a; 1 del campo & y esto inme-
diatamente implica que Hom(Vy41,1V,) ~ k.

4) Veamos finalmente que Hom(IV,, Vy,17) ~ k, para todo en-
tero r > 0. En este caso, debemos encontrar todas las quintu-
plas (fo,f1,---,/4) de transformaciones lineales que hagan
conmutar el siguiente diagrama:

Matricialmente (ver cuadro 1), tenemos que

(4 [0 |

ol =[o ] = [i] =]

¥ [ D12 0242
[95] = 11 . Wal = |Oxi2 |, [Wp]=|lat2 |,

L 00...0 00...0

[J571,(0) [ Do
Wyl = | hLi2 |, [Ws]= J;+2(0)

10...0 | 10...0

y debemos encontrar todas las matrices A, B, C, D'y E, con
entradas en el campo k y de tamafios (47 +5) x (2t +2), (2t +
2)x(t4+1), (2t +2)x (t+1), 2t +2)x (t+1)y (2t +2) x1,
respectivamente, que satisfagan las igualdades (2). A partir de
la igualdad

a2 ./
Aldgl = | ; i+1
0ul=| e

a4i4+51 A414521+2

byin b1 b1s41
= (0242
00--0] by 10 bari541
= [yu|B
se obtiene que
apy are+1 a2 a1 pi2
A= a+2.1 A2 141 A2f42 142 ane42.2t42
0 e 0 1342 2132142
| 0 0 Q4145042 Q41452042 ]
aip ap+1
B = :
az42,1 A2, 141

Usando ahora este valor para A en la igualdad A[¢g] = [y3]C,

obtenemos
at,i AT/ S WS |
a+2.1 aAt+2 1+1
A= 0 ‘e 0
0 0
0 0
a21+3,1+2
C= :
A4t4+-4.t42

0 .. 0

0 . 0
aAt43,142 A 432t42 | 5
A4r+4.142 A4r+42t+2

0 . 0 |

ane4+32t+2

A44+42t+2

Con este nuevo valor de A usamos la igualdad A[¢,] = [y,|D

para obtener

ap,

az+1,1

az+1,1

ale+1

)
A2+1,1+1
0

0
ale+1

A2 +1,t4+1

en donde la dltima franja horizontal de A es una fila nula. Fi-
nalmente, al usar estos valores en la igualdad A[9s] = [ys]E,
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obtenemos
B 0k
A= Qe €|
0 o 0 ... O
_6111 0 0 i
0 0
0 ap 0
B = )
0 0 al
L0 0 0
[0 0 0]
ai 0 0
0 0 0
C=D=] o api 0 |-
L 0 0 ar |
[0 0 0]
0 0 0
a 0 0
0 0 0
E=1o0 ap 0
0 0 ar
- 0 0 -

En particular, todas las matrices resultan dependiendo esca-
larmente de un tnico elemento a; 1 del campo & y esto inme-
diatamente implica que Hom(IV,, Vo,17) ~ k.

En los cuatro casos considerados hemos probado que el es-
pacio de homomorfismos correspondiente es isomorfo al cam-
po base. Concluye asi nuestra demostracion. [

En un préximo articulo, los autores presentardn la obten-
cién explicita de los espacios de homomorfismos para el caso
de la componente preinyectiva del carcaj de Auslander-Reiten
asociado a la tetrada.
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INTRODUCCION A LOS ORIGAMIS MATEMATICOS Y EL PASO DE
UN ORIGAMI PLANO A UN ORIGAMI EN PAPEL ESFERICO

Daniel Arias Mutis
d.ariasm@konradlorenz.edu.co

”No prometo nada completo, puesto que cualquier
cosa humana que presuma de completa es, por esa
razon misma, forzosamente defectuosa.”

Herman Melville
Moby Dick

1. Introduccion

Con esta corta narracién matematica presentaremos los ori-
gamis junto a algunas de sus propiedades y desarrollaremos la
construccién de un objeto matemadtico, un origami que antes
de encontrarse plegado yace sobre un papel esférico. Es un
ejemplo y una invitacién a la exploracién de este lenguaje-
ciencia que es la matematica.

Iniciaremos con los axiomas del origami plano y realizare-
mos pequeflos ejercicios que nos permiten construir nimeros
racionales y raices cuadras, los cuales también se logran con
regla y compds !; sin embargo veremos que los pliegues nos
permiten ir mas alld [Alp99]. Gauss, en uno de sus mas fa-
mosos resultados, habia sentenciado que las raices primitivas
de la unidad v/1 que pueden ser expresadas con operaciones
aritméticas en los nimeros complejos, son aquellas que per-
miten la construccién con regla y compds del poligono regu-
lar de n lados. Con el origami seremos capaces de construir el
heptagono -imposible con regla y compas- con el cual habre-
mos ampliado la lista dada por Gauss [Gle88], un resultado
sorprendente!.

Estudiaremos el pliegue de una tira de estampillas
[JEK68, Leg13], un problema famoso que podemos ver co-
mo un origami de una sola tira con pliegues longitudinales,
haciendo uso de la combinatoria para establecer algunas de
sus propiedades.

Caracterizaremos el comportamiento de un origami plano
ignorado el movimiento de las caras del papel en el espacio
mientras alcanza su posicion final [Lan18]. Aprovecharemos
el patrén de pliegues de Miura-Ori (compuesto de vértices con
4 pliegues) y su relacién con los grafos de 3 colores, para
demostrar que el problema de decidir si un patrén de pliegues
es fisicamente posible es .4 Z-completo® [GH14].

“Egresado Departamento de Matematica, Fundacién Universitaria Konrad
Lorenz.

'Los ntimeros construibles con la geometria clasica.

2Separar el conjunto de los problemas que terminan en tiempo polinomial

11

Saldremos de los origamis planos para ocuparnos del ple-
gado en R® como un ejercicio de transformaciones lineales
afines [BHO2]. Enriqueceremos nuestra perspectiva mostran-
do como los pliegues cambian la curvatura extrinseca, pero
mantienen constante la intrinseca [Huf76, CZ18]; Es decir, si
iniciamos sobre un papel plano, la curvatura intrinseca del ori-
gami se mantiene plana.

Llegaremos entonces a construir el origami sobre una su-
perficie esférica, primero transformando un patrén de plie-
gues plegable sobre un papel a un disco, para luego aplicar
la proyeccién estereografica. Con esto habremos alcanzado el
patrén de pliegues plegable sobre un papel esférico: el origa-
mi esférico anunciado.

Solo me queda sefialar que el estudio del origami aca ex-
puesto no se desarrollo en absoluto con la linealidad expuesta,
algunas partes corresponden al desarrollo realizado para mi
tesis de grado, otras surgieron a partir de un proyecto perso-
nal, y aln otras tienen origenes mas difusos. La linealidad es
solo un artificio necesario para la transmisién adecuada de las
ideas. Sin mas que decir, iniciemos.

2. Los axiomas del origami y los nime-
ros de origami

Iniciando con una lamina cuadrada de papel (usualmente
asociada a [0,1] x [0,1] C R? ), las operaciones bdsicas del
origami -sus axiomas-, son aquellas que se alcanzan realizan-
do un solo pliegue a la vez (asumiremos que los pliegues son
lineas rectas) [Hul21]. Su estudio fue avanzado especialmente
por Humiaki Husita y Jacques Justin durante las décadas de
1980 y 1990 [Hul21, Alp99]. Dependiendo del autor se tienen
de 6 a 8 axiomas, en nuestro caso trabajaremos con la lista de
8 axiomas expuestas por Hull [Hul21]:

1. Dados dos puntos p; y p2 sobre el papel, es posible rea-
lizar un pliegue -una linea- que los conecte.

2. Dados dos pliegues -lineas- /1, /5 sobre el papel, es posi-
ble ubicar su punto de interseccidn, si existe.

3. Dados dos puntos p; y p» sobre el papel, es posible do-
blar p; sobre p, (encontrar el pliegue equidistante a am-
bos puntos).

P de los ./ &7-completos es uno de los problemas del milenio.
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4. Dados dos pliegues [; y [, sobre el papel, es posible do-
blar /; sobre I, (el pliegue que divide el sector angular
entre [ y I, en partes iguales, si son paralelos, establece
una linea paralela entre los dos).

5. Dados un punto p y un pliegue / sobre el papel, es posible
realizar un pliegue perpendicular a / que pasa por p.

6. Dados dos puntos p; y p2, y un pliegue /, sobre el papel,
es posible realizar un pliegue que coloca p; sobre [ y
pasa a través del punto p».

7. Dados dos puntos p; y p2, y dos lineas [; y I, sobre el
papel, es posible realizar un pliegue que coloca p; sobre
l1 y pa sobre I, (Axioma de Beloch).

8. Dado un punto p y dos lineas /1 y /5, es posible realizar
un pliegue perpendicular a /; que coloque p sobre [;.

Axioma 1. Axioma 2.
B N
Axioma 3. Axioma 4.
Axioma 5. Axioma 6.
N A
N
? Rat
Axioma 7. Axioma 8.
e K
S Q /]

Figura 1: Axiomas del Origami, en negro se marca el pliegue
de cada axioma [Hul21]. Tomado de [KHO23]

Utilizando los primeros 5 axiomas se construyen los nime-
ros racionales y aquellos radicales con la forma /7, resultados
equivalentes a los de la geometria cldsica. Al incluir los axio-
mas 7 y 8, el origami sobrepasa las posibilidades de las cons-
trucciones con regla y compds pues permite trisecar el angu-
lo [Hul21]. Gracias a esto se puede construir el heptidgono,
que como veremos permite extender un famoso resultado de
Gauss. A partir de los axiomas realizaremos un par de ejer-
cicios que nos permiten ver (pero no demostrar) el alcance
de los nimeros construibles con este grupo de Axiomas: los
ndmeros de Origami (un subconjunto de los nimeros comple-
jos, ver [Alp99] para la formalizacién completa).

2.1. Construcciones basicas del origami, racio-

nales y \/x

Para construir los nimeros racionales Q, particularmente
para alcanzar las divisiones de la forma %, donde n € N, nos
conviene asociar el cuadrado de papel a [0, 1] x [0, 1]. Vamos
ahora a seguir el método propuesto por [Hull3], este consis-
te en plegar la identidad y = x (la diagonal entre las puntas
opuestas), para luego realizar pliegues horizontales y diago-
nales que nos permitan encontrar la fraccién deseada de ma-
nera recursiva. Expondremos el método general sefialando la
construccién de % (en la figura 2 se expone desde % hasta %):

1. Plegamos la diagonal y = x uniendo (0,0) con (1,1)
(Axioma 1).

2. Buscamos la division n]j (en principio se trata de un

1

proceso recursivo, por lo que asumimos que .— ya fue

construido); en nuestro ejemplo , para %, dividimos el
papel en dos partes iguales % (Axioma 3).

3. Se pliega la diagonal del punto (0,1) al punto (—,0),

n—17
es decir y = —nx+ 1 (Axioma 1); para % construimos el

pliegue entre el punto (0,1) y punto (%,0), note que esta
equivaleay = —2x+ 1.

4. Ubicamos la interseccién entre y =xy y = —nx+ 1

(Axioma 2), que corresponde al punto (ﬁ, #) y se

1
n+1
(Axioma 5). En la construccién de % ubicamos la inter-

pliega la linea perpendicular al borde inferior x =

seccién de y =xy y = —2x+ 1, es decir el punto (%, %)

_ 1
y plegamos x = .

(1,0) (1,1) (1.0) (1,1)
RN y=%
‘\_\y:—X+‘I S y=-2x+1
- y=x R y=x
(0,0) ﬁﬂ)mp) (1,0)
(1.0) (1.1) (1,0 (1,1)
y="% y="%
hy=-3x+1 _ L y=-axA 1
4 y=X y=x
(0,0) (1,0) (0,0 (1,0)

Figura 2: Construccidn recursiva de %
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Notemos que la construccidon nos permite sustraer y = x de
y= —nx+1, por lo que tenemos 0 = —(n+ l)x+ 1 = x =
n]? que es lo que buscamos (la clave estd en la interseccién
con la identidad). Podemos extender el método para n ¢ N,
pero es preciso primero encontrar pliegues que representen
nimeros irracionales. Debe ser claro que con la construccién
de los nimeros racionales es posible solucionar ecuaciones
polinomiales de grado 1, es decir: 0 = ax+ b si x,m,b € Q.

Vamos ahora por la ecuacién cuadritica ax* +bx+c=0,
donde a,b,c € Q. La construccion de la pardbola mediante
pliegues se puede realizar de forma andloga a la construccion
geométrica que utiliza un punto focal y su directriz. Siguiendo
a Hull [Hul13], veremos que se trata de aplicar el axioma 3
recursivamente (figura 3.a, y 3.b):

1. Sobre el papel marcamos un punto p al interior y toma-
mos el borde inferior como la linea /.

2. Seleccionamos un punto p’ € [ y plegamos p sobre p’
(Axioma 3). En la figura 3.a. el pliegue corresponde a la
linea negra punteada.

3. Repetimos el paso anterior cambiando el punto p’. En
la figura 3.b cada pliegue se encuentra marcado en linea
punteada gris excepto el ultimo.

a b.

o’ o
r r

v P
C d.
o =2 (x - t2)
. ;

o/ (01) “\ 1

[:(x,-1) \\ s

Figura 3: Construccion de la pardbola

Si asignamos al punto p := (0,1), al:y = —1y selec-
cionamos un punto ¢t € [ (figura 3.c), tenemos que el plie-
gue resultante de aplicar el axioma 3 corresponde a la linea
y= %x — % (figura 3.d en linea negra punteada). Ahora reali-
cemos un pliegue perpendicular a / que inicia sobre ¢ (Axioma
5) y ubiquemos su interseccién con 'y = %x - % (Axioma 2), el

punto (¢, %) (en la figura 3.d ver la linea rojo punteada perpen-

dicular a I*). No es dificil notar que si (x,y) = (t, %) hemos

3En la figura 3.d también en rojo punteado la linea del punto (¢, é) al

construido la pardbola y = (%)2 Ahora que contamos con la
parabola es claro que alcanzamos cualquier nimero de la for-
ma +/x. Las construcciones hasta acd realizadas, equivalen a
las alcanzadas por la geometria cldsica con regla y compas.

2.2. Nuevos alcances: la triseccion de un angu-
lo y la construccion del heptagono

Hisashi Abe propuso un método bastante simple para tri-
secar un angulo (figura 4):

1. Marquemos el dngulo 6 en la parte inferior del cuadrado
(figura 4 paso 1).

2. Hagamos un doblez paralelo al borde inferior (marcado
1) y luego hagamos un pliegue colocando /; en el borde
inferior (Axioma 3). El nuevo pliegue es , (figura 4 paso
2).

3. Marquemos el origen con p; y la interseccion de /1 con
el borde lateral izquierdo como el punto p; (ver figura 4
paso 3).

4. Realicemos un pliegue colocando p; sobre [; y p, sobre
I, (Axioma 7: Beloch; ver figura 4 paso 3 y 4).

5. Notaremos que una parte de /; se ve reflejada en el plie-
gue. Extendamos el pliegue por /; el cual se marca como
I3. (Si marcamos el punto sobre el papel, hacemos ahora
un pliegue del origen a este punto aplicando el Axioma
1. Figura 4 paso 4).

6. Coloque /3 sobre el borde inferior del cuadrado (Axioma
4), obteniendo la triseccion del dngulo O (figura 4 paso 5
y 6).

(1) (2)

L

) (5)

Py

Figura 4: Triseccion del dngulo siguiendo la construccion de
Hisashi Abe. Tomado de [Hul13].

A pesar de la simplicidad del pliegue, este método nos per-
mite trisecar cualquier 4ngulo, un problema que la geometria

punto p := (0, 1) para resaltar la equivalencia con la construccién clésica a
partir del foco y la directriz
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de regla y compds no resuelve. De acuerdo a Hull [Hull1] el
Axioma 7 (o pliegue de Beloch) es equivalente a encontrar
una linea tangente a dos parabolas. Como vimos en la seccién
anterior, si tomamos un punto sobre un pliegue y lo coloca-
mos sobre un punto exterior utilizando el axioma 3, obtene-
mos un pliegue tangente a la pardbola; asi que al organizar la
operacion utilizando dos puntos sobre dos pliegues diferentes
y ubicarlos sobre dos puntos externos diferentes, tenemos un
pliegue tangente a dos pardbolas* (ver figura 4). De acuerdo a
Hull:

”Especificamente, en el plano proyectivo, encontrar
tangentes comunes a dos pardbolas es el problema
doble de encontrar las intersecciones de funciones
conicas, lo cual permite encontrar la solucion ge-
neral de funciones cubicas.”[Hull1]

Gracias al axioma 7, podemos ahora construir el heptdgono
(figura 5, paso 3; para el resto de la construccién se utilizan
los axiomas 1 al 6, el lector interesado puede descifrarlo) y asi
alcanzar un hito: Gauss habia demostrado que una raiz primi-
tiva de de la unidad v/1 (en los numeros complejos) puede
ser expresada utilizando las operaciones aritméticas y raices
cuadradas +/a si y solo si, es posible la construccién con re-
gla y compds del poligono regular de n lados [GBGLOS]. Es-
ta construccion es posible si y solo si n es una potencia de
dos o el producto de una potencia de dos multiplicada por
nimeros primos de Fermat diferentes, estos son n de la forma
thlpz Pk [GBGLOg]

Los niimeros de Fermat tienen la forma F,, = 22" 4 1, donde
n € N. Los primeros primos de Fermat son 3,5 y 17 (notemos
la ausencia de los primos 7,11 y 13). No todos lo nimeros de
esta forma son primos, Euler demostr6 que F5 no es primo. Es
mds, hasta la fecha F; = 65537 es el ultimo nimero primo de
Fermat encontrado, por lo que desde 1844, Eisenstein planteo
la pregunta si existen infinitos niimeros de Fermat [GBGLOS].

De acuerdo a Gleason [Gle88], Gauss al demostrar este re-
sultado, afirm¢é -pero no demostré- que no existia ningtin otro
poligono regular construible. Sin embargo, al realizar la tri-
secciéon de un angulo, nuevos poligonos regulares aparecen,
entre ellos el heptdgono. Asi pues se ha ampliado la lista ori-
ginal a 2'3%p; p; - - - pr [Gle88]. No todos los dias se llega a
resultados mds alla de los establecidos por Gauss.

Después de este resultado, es natural preguntarse por la
construccion de otros poligonos p-regulares, con p primo que
no se encuentran entre los primos de Fermat, como el 11 y
el 13; pues nos podrian conducir a ampliar la lista de raices
construibles de la unidad. Sin embargo, ambos poligonos de-
penden de la triseccidn de un dngulo, es decir, se pueden ple-
gar con los axiomas del origami® ;Cierra esto el listado de
raices de la unidad construibles con pliegues de origami?

4Es importante anotar que al aplicar el axioma 7 podemos obtener hasta
tres pliegues tangentes a dos parabolas.

SExiste una definicion formal para los numeros de Origami, sin embargo
esta va mas alla del alcance de este escrito; el lector interesado puede dirgirse
a [Alp99].

Figura 5: Construccién del heptagono regular [Hul21].

3. El pliegue de una tira de estampillas

Vamos ahora a estudiar la teselacién mas simple para un
origami, una tira de pliegues longitudinales que doblados for-
man una pila. El problema fue propuesto en 1891 por Emile
Lemoine [Leg13]. Teniendo una tira de estampillas del mismo
tamaflo y plegando solo en sus bordes ;cudntas configuracio-
nes de pilas de estampillas plegadas existen? [JEK68, Leg13].
Al enumerar las estampillas, osea las caras del origami, el pro-
blema consiste en determinar la cantidad de configuraciones
posibles en que las estampillas forman una pila valida; las
invélidas son aquellas en las que el orden implica atravesar
alguna estampilla (con las definiciones expuestas mas ade-
lante -seccién 4.5- veremos que se trata de un patrén (C,P)
compuesto por pliegues longitudinales -MV- que en su forma
plegada tendran valores de © o —x. Esto lo cataloga como un
origami plano).

Invito al lector a tomar una tira de papel e intentar el ejerci-
cio -con al menos 4 caras- fijando la primera cara y plegando
la siguiente arriba o abajo de esta; continte con la siguien-
te cara, plegandola y agregdndola a la pila en todas aquellas
posiciones posibles arriba y abajo, contando cuantas pilas en-
cuentre -hasta el agotamiento o la iluminacién-. Mientras se
debe preguntar si la cantidad de pilas corresponde a asignar
arriba o abajo -MV- en cada pliegue (2" pliegues); a permutar
la posicién de las caras en la pila de estampillas (n! pliegues)
o algo diferente. Las configuraciones posibles para una tira de
4 estampillas se encuentran en la figura 6.
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a. Tira de estampillas. 1 2 13 |4

b. Configuracion lateral de las pilas de estampillas.

— i . —' N
==l =] IR
ERRCIIEINEIRS

N
Py

=INETRS

B S i PR
T .z 3
] _] L N A
_____ I
R, Validas
Invalidas

2 3 1 r+1

Y
3 1 4 k+1 4 3
1 4 2 r .
4 2 3 k

j 3 2 4 1
1 2 4 1 3 K+l 3 4
— 4 1 3 b 2 r+1 <o A/
— 3 2 4 K

Figura 6: Configuraciones de una tira de 4 estampillas. Al fi-
nal de cada fila se encuentra la configuracién ciclica carac-
teristica de los pliegues, vera que en ellos puede identificar el
lema 1 de Koehler. La primera columna (separada en verde)
son los representantes de los ciclos, en este caso %4. Modifi-
cado a partir de [Leg13].

Para descifrar el problema hemos de tomar prestados de
la combinatoria y el dlgebra abstracta algunos conceptos: una
permutacién S, de la tira de estampillas ordenada (1,2,...,n)
es un cambio en el orden de las estampillas en donde cada
elemento aparece solo una vez. La cantidad de permutaciones
de una lista de longitud n es n!. Una permutacion ciclica es un
subconjunto de las permutaciones S, en el cual la posicion de
un elemento se mueve ciclicamente. Sean k, r la posicion de la
estampilla en la tira de estampillas (figura 6.a.); y p(k), p(r) la
posicion de las estampillas k, r en la pila de estampillas (figura
6.a.). La cantidad de ciclos de longitud n es equivalente a fijar
la primera posicion y permutar el resto, es decir intercambiar
Dk POT py, por lo que hay (n — 1)! permutaciones ciclicas; cada
una con un ciclo de longitud .

Tomemos como ejemplo la tira con n = 4 (figura 6.a). El
bloque de 16 configuraciones validas se encuentra arriba; aba-
jo, las 8 invalidas (figura 6.b). Tenemos que las permutaciones
de las 4 caras son 4! = 24, representadas por (4 —1)!=31=6
permutaciones ciclicas (esquema al extremo izquierdo de ca-
da fila en la Figura 6.b). De estas hay 4 ciclos validos (16
configuraciones) y 2 ciclos invalidos (8 configuraciones, figu-
ra 6.b.). Compare el ciclo (1,3,4,2) con el (1,3,2,4) (filas 4

y 5 en la figura 6.b.).

Vamos a estudiar las posiciones de las estampillas y sus
sucesores. Koehler nota que la pila es invalida cuando existe
entre un par k y su sucesor k + 1, la estampilla r, pero no
su sucesora r+ 1 [JEK68]. Para nuestra tira de 4 estampi-
llas estudiemos los pares de estampillas k =1, k+1 =25y
r=3,r+1=4.Enelciclo (1,3,4,2), tenemos que la pareja
p(1) =1, p(2) = 4 forman los extremos de la pila de estampi-
llas, por lo que p(3) =2y p(4) = 3 se encuentran al interior
(figura 6.b. fila 4). Por el contrario en el ciclo (1,3,2,4), la
pareja p(1) = 1, p(2) = 3 tiene en su interior a p(3) =2,y
en su exterior p(4) = 4 por lo que la pila es invalida (figura
6.b. fila 5). Dado que se trata de permutaciones ciclicas, debe-
mos tener en cuenta que la posicién al interior de cada pareja
es intercambiable, a esto le 1laman el orden circular. Koehler
caracteriza el patrén que origina las permutaciones ciclicas
validas en el siguiente lema [JEK68, Leg13]:

Lemma 1. Una n-permutacion p es un pliegue de la tira de
estampillas, si'y solo si el orden circular

p(k) < p(r) <plk+1) < p(r+1), (1)

no ocurre cuando k,r son ambos pares o ambos impares. El
orden circular quiere decir cualquier permutacion circular de
la desigualdad.

Por confuso que parezca, el lector no debe perder de vista
que se trata de evaluar en parejas las posiciones de una estam-
pilla y su sucesora.

Las permutaciones ciclicas de longitud n generan una par-
ticién de S,, cuyos representante son los ciclos con la estampi-
lla 1 en la primera posicién. El conjunto de los representante
de las permutaciones ciclicas validas es %,, y su complemen-
to S,, — Z%,. Tenemos entonces que el conjunto de las configu-
raciones validas para una tira de estampillas numerada es .7,
y su cantidad esta dada por [JEK68, Leg13]:

El conjunto %, puede construirse inductivamente como un
arbol de profundidad n. Para construirlo, fijamos la estampi-
lla 1 y en cada nivel se agrega una estampilla al final de la
tira -(n + 1)- ubicdndola en cada posicion valida posible de
la pila (figura 7). De acuerdo con Legendre [Legl3], el al-
goritmo disefiado por Lunnon genera el drbol recursivamente
mediante una busqueda explicita en cada pila. Este proceso
ha sido calculado hasta un n = 45 y se encuentra en la se-
cuencia A000136 de la enciclopedia de secuencias [23]. Note
que el proceso genera un arbol cuya cantidad de ramas no es
constante.
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Figura 7: Arbol que describe el conjunto %, paran=1,...,5;
siguiendo el algoritmo de Lunnon. Tomado de [Leg13].

El estudio de la tira de estampillas se puede generalizar al
calcular la cantidad de pilas de estampillas no marcadas. Esta
dltima ha mostrado tener relacién con estudios en geometria
diferencial, particularmente con el estudio de los meandros
[Leg13]. El calculo de la cantidad de pliegues y meandros se
relaciona con el de 7, y este dltimo con %,,. En la tabla 1 se
reportan valores calculados para %, y 7, (el lector interesado
puede estudiar el trabajo de Stéphane Legendre [Legl3]). Po-
demos ver como a medida que S, aumenta, la diferencia con
I, se profundiza rapidamente.

n 3 4 6 10 20
Zn) |2 4 24 1406 102,511,418
T(n) |6 16 144 114060  2,050,228,360

S(n)y=n!'[ 6 24 720 3,628,800 ~2,4329x 101®

Cuadro 1: Cantidad de pliegues de una tira de estampillas
numerada. Tomada de la enciclopedia en linea de secuen-
cias de ndmeros enteros OEIS, secuencia A000136: Num-
ber of ways of folding a strip of n labeled stamps http:
//oeis.org/A000136.

Hasta ahora, las expresiones obtenidas para .7, son recur-
sivas, debido a esto su calculo no es una tarea computacio-
nalmente trivial, no termina en tiempo polinomial (como las
sumas y multiplicaciones); pero tampoco requiere un tiempos
exponencial para terminar (como encontrar la factorizacién
prima de un nimero). Es precisamente este estado entre los
dos grupos el que nos sefiala un resultado importante demos-
trado por [BH96]: determinar si un patrén de pliegues (cual-
quiera, no la tira de estampillas) es globalmente plegable es
un problema NP-completo. Vale la pena recordar que decidir
si las clases de complejidad P y NP se encuentran completa-
mente contenidas una en la otra, es uno de los problemas del
milenio.

4. El origami como superficie

Hasta ahora no nos hemos preocupado por la forma que
puede tomar el papel en el pliegue. Para ampliar nuestra pers-
pectiva y rastrear el comportamiento del papel en el espacio
necesitamos incluir nuevas herramientas.

Robert Lang [Lan18] encuentra dos caracteristicas utiliza-
das ampliamente en las diferentes definiciones matematicas
del origami:

= La forma plegada es una deformacién en 3D de una su-
perficie plana que no se estira ni comprime en alguna
direccidn, es decir es una isometria.

Definicion 4.1. (Isometria) Sean X ,Y espacios métricos
donde f:X =Y, Vx,ye X :d(x,y) =d(f(x),f(y)).

= Las caras del origami no se pueden atravesar una a la
otra durante el pliegue; propiedad que se captura con la
inyectividad.

Definicion 4.2. (Inyectividad) Para cualesquier a,b € X
tal que f(a) = f(b), se cumple que a = b.

Note que cuando existe un cruce del papel, los elemen-
tos de esta interseccidn se originan en dos o mas caras. Va-
mos a aprovechar la inyectividad para definir una inmer-
sion[Mor98].

Definicion 4.3. (Inmersion) Sean X,Y espacios topoldgicos
diferenciables, una inmersion es una funcion diferenciable f :
X —Y si para todo punto x € X el diferencial

fo : TfX — Tf(x)Y7

entre el espacio tangencial de X, T, en x, y el espacio tangen-
cial Ty en f(y) es una inyeccion (uno a uno).

Dado que las caras del origami son rigidas, el gradiente
sobre estas es lineal pero discontinuo sobre los pliegues (ver
Figura 8). Estas discontinuidades en el gradiente son las que
permiten dar forma al papel plegado. A pesar de estas dis-
continuidades el plegado del papel es continuo y suave (tiene
derivadas continuas hasta un grado definido) a trozos®: el plie-
gue de un origami es un mapa rigido a trozos [DMP10]. En la
figura 8, tenemos el papel [0, 1] x [0, 1] , sobre el cual aplica-
mos un mapa rigido a la izquierda, y un mapa no rigido a la
derecha [DMP10].

®No es suave sobre los pliegues
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Mapa rigido.

u(x,y) = (x, ‘_: '__ u(x,y) = (x,sign(y)(1-cosy),sin|y|)

Figura 8: Mapa rigido y mapa no-rigido. Modificado de
[DMP10].

Abhora si estamos preparados para definir el origami. Ma-
tematicamente Dacorogna et al [DMP10] asociaron la hoja
de papel a un subconjunto Q C R? (usualmente [0, 1] x [0, 1],
aunque puede tomar cualquier forma que encierre un drea),
sobre el cual se realizan pliegues rigidos, obteniendo una es-
tructura en R3 (figura 9). Lo que les permiti6 definir la accién
de plegar el papel como la funcién diferenciable a trozos u:

Definicién 4.4. Sea Q C R%. Un origami es una inmersion
adecuada de Q en R identificada por el mapa:

u:QC R R )

Donde u es un mapa rigido de Q en R>.

Las marcas de los pliegues sobre el papel antes de ser ple-
gado caracterizan el patrén de pliegues (C,P)’. De acuerdo a
la orientacion del pliegue, en azul se marcan los pliegues Va-
lle -V- y en rojo Montafia -M-; el negro marca los bordes del
papel Q. Los puntos en los que se cruzan los pliegues corres-
ponden a los vértices v; y las regiones delimitadas por estos,
las caras (figura 9). El mapa rigido u() esta pues caracteri-
zado por el patrén de pliegues (C, P) [CHHW20]:

Definicion 4.5. (Patrén de pliegues (C,P)) El patrén de plie-
gues de un origami (C,P), es una inmersion de lineas rectas
de un grafo plano C = (V(C),E(C)) en Q C R?, donde V(C)
es el conjunto de vértices y E(C) el conjunto de pliegues -
que se identifican con las aristas del grafo-. Al asignar una
cara superior a §, le corresponde a cada pliegue una asigna-
cion montania-valle -MV-, operacion definida por la funcion
U :E(C)— [—m x|, donde u(c) > 0 es un pliegue valle y
u(c) < 0 uno montaia.®

7Origami Crease Pattern, por eso (C, P)

8La definicién original de [CHHW20] establece que  : E(C) — {—1,1},
donde i (c) =1 es un pliegue valle y i(c) = —1 uno montaiia, pues se utiliza
para origamis planos. Nuestra intencion es que funcione para cualquier tipo
de pliegue.

Figura 9: Izquierda: Patrén de pliegues (C,P) de una unidad
de la teselacion triangular de Resch. Centro y derecha, pliegue
del origami: u(Q).

Para continuar nuestro estudio, conviene clasificar los ori-
gamis de acuerdo al dngulo formado entre caras -dngulo
diédrico- en su forma plegada [Lan18].

Definicion 4.6. De acuerdo al dngulo diédrico que tiene un
origami en su forma plegada, tenemos:

= (Origamis planos) Las caras son planas y coplanares;
los pliegues Montaria-Valle tienen dngulos diédricos ¢ =
+7 unicamente.

» (Origamis poliédricos) Las caras son planas, los plie-
gues son lineas rectas, pero los dngulos diédricos ¢ €
[—m, 7).

4.1. El plegado de un origami plano

Debido a que su forma plegada se encuentra contenida en
R?, en el estudio de los origamis planos es comtin ignorar
el transito de las caras durante el proceso de pliegue lo que
simplifica la funcién u : Q C R? — R2.

Para establecer si un vértice del patrén (C, P) es plegable
en un origami plano, es suficiente con verificar los siguientes
3 teoremas, denominados en conjunto como las condiciones
de pliegue local para un origami plano [Lan18, CHHW20]:

Theorem 1. (Kawasaki-Justin). Sea v un vértice en el interior
de un patron de pliegues de origami, y sean 01,6, ...,6, los
sectores angulares consecutivos alrededor del vértice (n debe
ser par). El vértice es plegable si y solo si:

0, —0,+6;—04+..— 60, =0,

-t

i impar i par

3)

En la figura 10 a la izquierda tenemos un vértice plano
con los pliegues asignados MV. Note que fijando si fijamos
un pliegue y cruzamos uno a uno los demds, recorremos una
circunferencia; es decir la suma de los sectores angulares es
Y, 6; =2m. Al plegar el vértice, figura 10 derecha, vemos
que en una cara se encuentran los sectores angulares impares,
en la opuesta se encuentran los pares, esto es consecuencia del
teorema de Kawasaki-Justin.
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w

Figura 10: Teorema de Kawasaki Justin. Izquierda, vértice
plano con los pliegues MV asignados. Derecha, el pliegue en
su forma doblada. Imagen tomada de [Lanl8].

Theorem 2. (Angulos grande-pequeiio-grande -BLB-). En
cualquier vértice, los pliegues en los lados opuestos al sector
angular mds pequerio al de sus vecinos debe tener asignacion
MYV opuesta.

Sean A,B,C, sectores angulares contiguos en un vértice
plano, con el sector angular mas pequefio ubicado en el me-
dio -angulo B-, la asignacién MV de los pliegues debe ser
opuesta’® (figura 11 arriba y en el medios); cuando los plie-
gues tienen la misma asignacion sus caras se intersectan antes
de alcanzar el pliegue plano (figura 11 abajo).

Figura 11: Teorema del dngulo Grande-Pequefio-Grande
(Big-Little-Big). Tomado de [Lan18].

Theorem 3. (Maekawa-Justin MJT). Para cualquier vértice
plegable, sea M el niimero de pliegues montaria de un origami
y V el niimero de pliegues valle de un origami. Se tiene que

M-V =+2. 4

%A 1a asignaci6n opuesta de pliegues se le denomina anto

No se nos debe escapar la similitud del teorema de
Maekawa-Justin con el numero caracteristico de Euler V —
E + F = £2 pues es esta precisamente la que se utiliza para
demostrarlo; el lector interesado puede referirse a [Lan18].

Gracias al teorema de Kawasaki-Justin sabemos que el nu-
mero de pliegues en cada vértice debe ser par. Cuando n = 2
tenemos la tira de estampillas (seccidn 3), pasemos entonces
an =4. La teselacion de vértices planos de este tipo mas co-
nocida es el patrén de Miura-Ori. En el extremo izquierdo de
la figura 12 tenemos su patrén (C,P). En el resto de la figu-
ra vemos el plegado u(Q), hasta alcanzar la forma totalmente
plegada, que corresponde a una regién en R? (figura 12 extre-
mo derecho).

Figura 12: Origami plano de Miura-Ori..

Es momento que abordemos el problema de la complejidad
computacional que tiene decidir si un patrén (C, P) es global-
mente plegable. El patrén de la figura 13 esta compuesto por
vértices que satisfacen las condiciones de pliegue local; sin
embargo el pliegue es imposible [GH14]. La rigidez de las
caras no permite el pliegue, quien lo intente en papel vera que
es la flexibilidad del mismo permite iniciar el doblez, aunque
no podré llevarlo a su forma final, pues esta viola la inyectivi-
dad.

Figura 13: Patr6n (C, P) de un pliegue de Miura-Ori compues-
to de vértices localmente plegables, pero globalmente impo-
sible [GH14].

Determinar si un patrén de pliegues de Miura-Ori es glo-
balmente plegable a mostrado ser un problema equivalente
a colorear con 3 colores un grafo cuadriculado del mismo
tamafio, estableciendo una biyeccioén entre los dos objetos
[GH14]:

Theorem 4. La cantidad de grafos cuadriculados T colorea-
dos con 3 colores de m X n'y la cantidad de configuraciones
localmente plegables de un patron M de Miura-Ori de m X n
son iguales para todo m,n > 1, es decir: T (m,n) = M(m,n).

Ahora, no existe una férmula para calcular la cantidad de
grafos cuadriculados coloreados con 3 colores; es mas, el pro-
blema a demostrado ser .4 &?-complejo, por lo que la asigna-



Paskin Matematico Vol. 6 No 1 (2024) 11-24.

19

cién MV para un pliegue de Miura-Ori que sea localmente
plegable también es .4/ &-complejo [GH14].

4.2. El plegado de un origami: transformacio-
nes lineales, un mundo familiar

Vamos a dejar los origamis planos para ocuparnos de ple-
gar cualquier tipo de vértice y ademds de rastrear el compor-
tamiento de las caras del origami en el espacio. Afortunada-
mente la isometria del origami nos permite caracterizar el ple-
gado como una transformaciones lineal junto a una traslacién,
x — Ax + b, entre espacios vectoriales en R3, es decir como
una transformacién lineal afin [BH02] .

No es dificil ver que el cambio en la orientacién de un
plano en R? se puede descomponer en la rotacién sobre dos
planos ortogonales: 8 en el plano xy y ¢ en zy [BH02] . Para
utilizar estas ideas en esta formalizacién, se realiza una pe-
quefia modificacién a la definicién de origami introduciendo
QenR3:

u:=QCR* >R 5 R’
(x,y) = (x,,0) = u(x,y,z).

Intuitivamente ubicamos el papel Q sobre el plano xy para
utilizar las matrices ortogonales de rotacién R,,(6) y Ry;(¢)
realizando un solo pliegue cada vez. En la figura 14 presen-
tamos dos ejemplos de pliegues poliédricos. En ambos casos
tenemos a la extrema izquierda el patrén de pliegues (C, P) del
origami; el resto de cada secuencia, muestra la accién de u(Q2)
que puede caracterizarse por la accién de transformaciones li-
neales afines. Debo realizar una advertencia, esta seccion se
encuentra cargada de féormulas, pero el lector no debe desfa-
llecer, solo debe recordar que se trata de aplicar transforma-
ciones lineales sucesivamente. Es probablemente uno de los
mundos mas familiares en el estudio de las matematicas.

®)

Figura 14: Patrones de pliegues poliédricos. Arriba, la tesela-
cion de la triangulacién de Resch. Abajo, un vértice de cinco

u(l;) = u(x,y,0),

pliegues.
Ll :Xl (xayao)a
Ly =X xXo x X; ' (x, y,O),
. L3 (X] XX2) ><X3 (X XX ) ()C7y,0),
Lyi= (X% XXy 2) X1 (X %o
L, =1(x,y,0).

Iniciando con el papel Q y su patrén de pliegues (C, P), con
vértices {vi,va,...vs} € V(C), pliegues {ej, e, ...e;} € E(C),
hacemos corresponder el origen R® con un vértice de Q y
se establece el sector angular entre los pliegues 61, 0, ..., 6,,
enumerados en sentido contrario a las manecillas del reloj
(note que gracias a la definicién de (C,P) conocemos 6 entre

cada pliegue). Al doblar el origami, se van formando dngulos
entre las caras adyacentes -diédricos- los cuales se numeran
a partir del primer pliegue ¢y, @2, ..., ¢, (estos se van desarro-
llando conforme se pliega el origami); un pliegue montafia
(rojo en (C, P)) se encuentra entre 0 > ¢ > —; mientras que
uno valle (azul en (C, P)) esta entre 0 < ¢ < 7 (figura 14).

Por simplicidad estudiemos primero el doblez de un plie-
gue de un vértice interno v; cuando el papel no ha sido de-
formado. Al cruzar el primer pliegue e(; 1) hacemos que este
coincida con el eje x (se aplica Ry, (1) '), se rota la cara so-
bre el pliegue e aplicando Ryz((])l)’1 y luego se regresa el
pliegue a su nueva posicién (aplicando Ry, (6 )). La transfor-
macion lineal para el pliegue ¢(; 1 es:

X1 =Ruy(601) X Ryz(91) X Ruy (61)~
cos(0y) —sen(6;) 0 1 0 0
= |sen(0;) cos(0;) 0| x |0 cos(¢) —sen(¢r)
0 0 1 0 sen(¢) cos(r)
cos(0y) sen(6;) 0O
X | —sen(0;) cos(6 ) 0
0 0 1

(6)

Tenemos entonces que el resultado del primer pliegue L| =
Xj. Dado que conocemos tnicamente los sectores angulares
entre los pliegues del vértice v;, para realizar el segundo plie-
gue en ¢(; ), es preciso primero deshacer el primer pliegue
X[ ! luego realizar el segundo pliegue X, y finalmente reha-
cer Xy, osea Ly = X1 X Xo x X 1. podemos ver que se trata de
un proceso recursivo:

para (x,y
para (x,y
para (x,y

) sobre la cara 1.
) sobre la cara 2.

)

) sobre la cara 3.

x X ') (x,,0), para (x,y) sobre la cara n —2.
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La dltima linea del proceso descrito (ecuacion 7), apunta a
un importante teorema:

Theorem 5. Dado un patron de pliegues de un vértice local-
mente plegable, se tiene X1 X Xo X X X X, = 1.

Sin embargo su reciproco no se mantiene [BHO2].

El ejercicio de plegado del origami completo corresponde
a repetir este proceso en cada uno de los vértices del origa-
mi. Para generar el mapa u() nos movemos alrededor del
patrén de pliegues (C,P) por un camino cerrado y que evita
los vértices y cruza todas las caras del origami. El proceso de
plegado es similar al descrito para un vértice, pero se debe
tener en cuenta que: en cada pliegue se debe trasladar el vérti-
ce en cuestion al origen (B ', que es una matriz de 4 x 410),
desdoblar el papel (X(;}.)), rotar sobre el vértice que se esta
cruzando (C(; ;)), plegarlo de nuevo (X(; ;) y trasladar de nue-
vo el papel a su posicion original (By). Asi que para el pliegue
e; j del vértice v;, se tiene:

X0 = Be(Xij)Cij (X, )B ®)

Realizando el proceso sobre todos los pliegues del camino ce-
rrado v se tiene que el proceso de plegado es:

u(x,y) = u(x,y,0,1)

=X((iy.j1)d) X X(iaja)dea) X X X((ip,jp) k) (6,50, 1).
9

Tenemos entonces que para el caso general existe un teorema
andlogo al teorema 5:

Theorem 6. Dado un patron de pliegues globalmente ple-
gable de varios vértices. Dado 'y un camino cerrado que no
intersecta ningiin vértice y que inicia y termina en la cara
Fipjp,.. S€AN €\ i1),€(iy. jn) s+ €(in,jn) [0S pliegues en el or-
den en que Y las cruza, y sea X((;, ) x,) la transformacion que
representa el pliegue indicado por e después de aplicar
la traslacion; Tenemos que:

(irjr)

X)) X X((injo) ko) X X X( (i jn) ) = -

Aligual que en la caso local, el reciproco tampoco se man-
tiene [BHO2]. En general el proceso de plegado utilizando
transformaciones afines garantiza la isometria pero no consi-
dera la inyectividad, por lo que no existe un mecanismo sen-
cillo que permita identificar cuando esta se viola, incluso para
vértices, como el de la figura 15, el cual viola la inyectividad.

Figura 15: Patrén de pliegues poliédrico imposible [BH02] .

107 as traslaciones en R? se realizan con una matriz de 3 x 4 para incluir el
desplazamiento en cualquier direccién en R3.

S. Curvatura de un Origami

Los métodos hasta acé descritos nos permiten realizar plie-
gues de origamis planos y diédricos. Sin embargo el estudio
geométrico de un pliegue de origami se enriquece con el estu-
dio de su curvatura. La curvatura de una superficie tiene dos
perspectivas fundamentales, una extrinseca y una intrinseca
[CZ18].

5.1. Breve introduccion a la curvatura de una

superficie

Sea I = [0,7] C R un intervalo, definimos una curva como
el mapa y: I — R3 con 7 diferenciable. El diferencial dy esta
dado por el cambio de los vectores tangentes a la curva . Si
X C I es un vector unitario, tenemos T = dy(X) es un vector
unitario tangente a la curva ¥ (figura 16.a.). El cambio en los
vectores unitarios, 7 tangente a la curva, N, llamado la nor-
mal principal y B binormal; definen el comportamiento de la
curva Y (figura 16.b.). El cambio de T, se puede expresar por
el cambio en la direccién del vector unitario N, llamado la
normal principal; y el cambio en su magnitud ¥ C R llamada
la curvatura [CdAGDS13]:

dT = —«kN.

El cambio en N implica una curva que cambia de direccién;
mientras que el cambio en k es una curva que estira o enco-
je. En el punto p € 7, el circulo osculador S es el que mejor
se aproxima a 7, es decir tiene la misma direccién tangente
y vector de curvatura kN (figura 16.c, el circulo sombrea-
do es S; los circulos punteados son tangentes pero con di-
ferente vector de curvatura). Asi pues, tenemos que la cur-
vatura ¥ = 1/r, donde r es el radio del circulo oscular S
[CAGDS13]. El lector interesado en profundizar puede con-
sultar [CdGDS13],

a. ib ic
5 My
dy(X) | i
7 \ S i \ B |
el o \AD e
X : : )
I i Lo °

Figura 16: Curvatura de una curva [CdGDS13].

En cualquier punto sobre una superficie las curvaturas prin-
cipales k1 y k> corresponden a los valores maximos y mini-
mos de todas las curvas normales que cruzan el punto. Estas
nos permiten definir la curvatura media:

H=1(K1+K2), (10)

2

y la curvatura Gaussiana:

K=K 1.

an
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Cuando una superficies cambia su curvatura media, pero no
la Gaussiana decimos que se flexiona''; es decir la curvatura
Gaussiana es invariante a las flexiones. Para cambiar la curva-
tura Gaussiana es preciso cambiar la métrica de la superficie.
En la figura 17 tenemos la misma superficie flexionada. El co-
lor representa, a la izquierda, la curvatura media H y su cam-
bo con la flexién de la superficie; a la derecha, la curvatura

Gaussiana K la cual permanece invariante a las flexiones.

10.5

-0.5

Figura 17: Curvatura de una superficie. Tomado de [CZ18].

Para un observador externo, la superficie de la figura 17.a,
se encuentra deformada, es decir puede apreciar el cambio en
la curvatura media H de la flexion, por esto la curvatura media
representa la curvatura extrinseca. Por otro lado, un observa-
dor sobre la superficie no percibe este cambio (figura 17.b.), la
curvatura intrinseca esta representada por la curvatura Gaus-
siana K que no se ve afectada [CdGDS13,CZ18].

Figura 18: Efecto de las deformaciones sobre un plano. To-
mado de [CZ18].

Iniciando con una superficie plana, en donde los dngulos
del triangulo suman 180, podemos aplicar cualquier deforma-
cién isométrica sin alterar el valor de K, la geometria intrinse-
ca no cambia. Esto lo podemos apreciar en el triangulo sobre
el cilindro, el cual mantiene las propiedades del plano (figu-
ra 18, arriba). Si por el contrario aplicamos deformaciones no
isometricas, modificamos la geometria de la superficie obte-
niendo superficies esféricas K > 0 o hiperbdlicas K < 0 (figu-
ra 18); en la primera la suma de los angulas de un triangulo
son > 180, para la segunda estos son < 180 [CZ18]. Los ori-
gamis, como vimos son isometrias (seccién 4.1) por lo que el
proceso de plegado solo afecta a H.

11Bending en ingles

5.2. Representacion esférica de la curvatura y
los origamis

Un patr6n de origami (C, P) es plegable rigidamente si la
transicion del plano a su forma plegada cambia continuamente
doblando dnicamente sobre los pliegues sin deformar las caras
[Huf76,CZ18]; precisamente las condiciones establecidas en
nuestra definicién de origami (definicién4.4). Para estudiar la
curvatura del origami sin embargo H no es una herramienta
practica, pues sobre las caras del origami esta permanece H =
0 y sobre los pliegues no se puede definir. Debemos entonces
echar mano de la representacion esférica de la curvatura de
Gauss [Huf76,CZ18].

Consideremos entonces un contorno cerrado y orientado I'
sobre la superficie alrededor de un punto P. Asociamos en-
tonces un vector unitario normal orientado hacia afuera sobre
cada punto de I', y trasladamos este conjunto de vectores uni-
tarios al centro de la esfera unitaria conservando su direccion.
Este conjunto marca un contorno orientado I sobre la su-
perficie de la esfera de Gauss (figura 19.a). La proporcién K
entre el drea F encerrada por el contorno I" en la superficie; y
el drea G encerrada por el contorno I sobre la esfera tiende
en su limite a la curvatura Gaussiana K [Huf76,CZ18] (figura
19):

12)

a PN

— y
p . i Y

{ L -
f p | Se trasladan los
L__ e vectores normales al
b

Q@%@
BOMOS O
- Qoror

Figura 19: Representacion esférica de la curvatura de Gauss.
a. Construccién de la representacion esférica Gauss. b. Re-
presentacion del pliegue de una tira de estampillas n = 2. c.
Vértice de un pliegue de Miura-Ori. d. Un vértice conformado
por 3 pliegues, este no puede ser plegado rigidamente. Toma-
do de [CZ18].

Si bien sabemos que K = 0 en los origamis, la aproxima-
cién esférica se utiliza para demostrar si un patrén (C,P) es
plegable rigidamente. Para evaluarlo se toman los vectores
normales a cada cara del origami, se trasladan a la esfera y
se conectan replicando el movimiento del pliegue (ver figura
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19.b. a 19.¢). El contorno encierra un drea Om?> cuando el plie-
gue traza una linea sobre la superficie de la esfera (como en
el caso de la tira de estampillas, seccién 3, ver figura 19.b.);
o cuando el contorno este compuesto por secciones cerradas
conectadas cuya suma de dreas sea Om? [Huf76] (ver figu-
ra 19.c. que representa un vértice de Miura-Ori, ver seccién
4.1). Esta aproximacién fue aprovechada por Huffman para
establecer un esquema general para evaluar vértices y tese-
laciones [Huf76]. Ademas de haber sido utilizada por Miura
para demostrar la imposibilidad de plegar rigidamente varias
configuraciones de vértices, entre ellas un vértice compuesto
por tres pliegues; estos forman un contorno triangular cuya
drea es > Om?, por lo que este vértice no puede ser plegado
rigidamente. Asi mismo los vértices compuesto por 4 plie-
gues con la misma asignaciéon forman un contorno con area
es > Om?, por lo que tampoco pueden ser plegados. Este tipo
de pliegues puede ser alcanzado si se relaja la condicién de
rigidez del pliegue, por este motivo estos pliegues pueden ser
realizados sobre el papel pues este no es rigido [CZ18].

6. Ejemplo: de un Origami sobre el
plano a uno sobre la esfera

Para cerrar, expondré un ejemplo en el cual cambiaremos
la geometria intrinseca del origami de una superficie plana
K = 0 a un origami sobre la superficie esférica K = 1/r?; en
términos de nuestra definicion 4.4 tendriamos:

u:QcCS*—R. (13)

La estrategia utilizada para transformar el patrén de plie-
gues del plano a la esfera consta de tres pasos: definir el
patrén, transformarlo en un disco y finalmente aplicar la
proyeccion estereografica para obtener el patrén de pliegues
(C, P) sobre la superficie esférica.

Vamos entonces a trabajar con la triangulacién de Resch
cuya forma plegada corresponde a un origami diédrico que
expone una superficie plana de menor drea (ver figura 20). El
patrén se construye a partir de un tridngulo equilédtero cuyas
puntas tocan las mediatrices de los tridngulos equildteros veci-
nos. Note que las columnas del patrén se organizan con la ba-
se del primer tridngulo, colocando el siguiente sobre su punta;
mientras que tocando la mediatriz lateral de este tridngulo ba-
se, se ubica un nuevo tridngulo que sera la base de la columna
siguiente (tridngulos resaltados en naranja en la figura 20.a.).
Esta serie de dos columnas se repiten longitudinalmente y es
la base de esta construccion. Sin embargo la unidad bésica de
su simetria es el triangulo rectdngulo formado unido al trian-
gulo equilatero que se sefiala en morado hacia el centro de la
figura 20.a. Note que sobre el patrén se ha trazado una cuadri-
cula, longitudinal que atraviesa las bases, mediatrices y pun-
tas de los tridngulos del pliegue (lineas solidas, figura 20.a.);
y unas verticales que atraviesan las esquinas y el centro de los
(lineas punteadas, figura 20.a.), estas seran importantes en la
transformacion al disco.

Figura 20: Triangulacién de Resch. Izquierda, patrén (C,P)
con 6 filas y 12 columnas. Derecha patrén plegado

Para transformar el patrén en un disco manteniendo el
nimero de elementos (los tridngulos); transformamos las
lineas verticales (punteadas) en radios separados por un dngu-
lo 8, que depende de la cantidad de columnas n que tiene el
pliegue: (1+ %) -n. Para transformar las lineas longitudinales
en circulos concéntricos, debemos tener en cuenta la disminu-
cién del tamafio del radio dada por: d = 2r*(1 — cos(8)). La
cantidad de circulos concéntricos depende del niimero de fi-
las m que tiene el pliegue: 2m + 1. Con esto es suficiente para
construir el disco.

Figura 21: Esquema de la transformacién del patrén de Resch
en un disco.

En el patrén de pliegues sobre el disco, el tamafio de los
tridngulos cambia al movernos hacia o desde el interior; es
decir se ha modificado la geometria intrinseca del origami,
cada circulo concéntrico cambia la curvatura K = 1/r> pues
disminuye el radio. Este fendmeno se observa intuitivamente
en las espirales que se forman entre las bisectrices del patrén
de pliegues (siga los pliegues valle en la figura 22.a.). Si que-
remos plegar el disco es necesario relajar la condicién de ri-
gidez impuesta. Al plegarlo forma una cubierta esférica, paso
de K =0aK >0 (figura 22.b.).
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Figura 22: a. Patr6n de pliegues de la triangulaciéon de Resch
en un disco. b. disco plegado.

Pero si queremos mantener la isometria del origami, es pre-
ciso que la forma extendida y la forma plegada tengan la mis-
ma curvatura intrinseca. Para esto aplicamos la proyeccion es-
tereografica sobre el disco para ajustar el patrén de pliegues
(figura 23):

(x,y) = (¢,y,7),

, 2x

Y= EaT

2y (14)
SRR

,_x2+y2—1

CTER T

Figura 23: Proyeccion estereografica del disco a la superficie
esférica.

Con esto hemos creado un patrén de pliegues (C,P) con
curvatura K = ¢ con ¢ constante, que es precisamente lo que
buscamos. Al plegar el origami, vemos como este mantiene
su curvatura.

Figura 24: Origami Esférico.

Con esto podemos definir el origami esférico como:

Definicion 6.1. Sea ® C S>. Un origami esférico es una in-
mersion adecuada de ® en R identificada por el mapa:

v:dCS? R (15)

Donde v es un mapa rigido de ® en R3.

7. Perspectivas

Hemos dado un rdpido tour sobre las matematicas desarro-
lladas alrededor de los Origamis. Su estudio como objeto ma-
temadtico, muestra una gran flexibilidad pues las herramientas
acd expuestas pasan por varios campos, desde la axiomatiza-
cién misma de los origamis, a la combinatoria, la geometria e
incluso hemos tocado conceptos topolégicos. Considero que
la profundizacion de sus propiedades desde la teoria de gra-
fos y el estudio de las simetrias del patrén de pliegues (es
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decir desde el dlgebra abstracta) pueden enriquecer el campo.
Finalmente debo resaltar acd dos grandes propiedades de los
origamis que sefialan su potencial, por un lado la construccién
de los nimeros de origami [Gle88, Alp99]; y por otro, haber
establecido que el problema de definir si un patrén de plie-
gues (C,P) es plegable, pertenece a la clase de complejidad
computacional NP-completa.

7.1. Nota

La mayoria de imédgenes fueron creadas con las librerias
Rabbit Ear [KHO23] y Origami simulator [Gha23]; ambas
iniciativas de cddigo abierto. La mayorfa de los cédigos
aca utilizados los pueden encontrar en mi gitHub: https:
//github.com/dan13l/origami_curvatura.
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1. (Sobre qué estamos hablando?

En este momento, antes de empezar cualquier explicacion
tedrica o mondétona, invitamos al lector a realizar un ejerci-
cio mental o practico, si asi lo desea. Primero hay que tomar
un cuadrado de dimensién n X n y dividirlo en cuatro partes
iguales formando una cruz en el centro. Ahora nos podemos
preguntar ;de qué forma puedo unir el centro de cada uno de
los cuatro subcuadrados formados utilizando una linea con-
tinua? Bueno, seguramente existe mas de una forma pero no
son demasiadas, entonces ;qué pasa si ahora a cada subcua-
drado lo volvemos a dividir de la misma manera? Claramen-
te las posibilidades aumentaron considerablemente y el lector
habra podido crear patrones llamativos que se pueden dibujar
multiples veces conforme se repite el proceso de division de
manera indefinida.

Figura 1: Curva de Hilbert en su quinta iteracién. Imagen ge-
nerada mediante Python.

Lo que se estd creando con el anterior ejercicio es una co-
rrespondencia, y en consecuencia una funcién ¢ sobreyectiva,
entre espacios de diferentes dimensiones, particularmente
entre el intervalo unitario [0, 1] y el cuadrado unitario [0, 1]2.
Realmente esta es una correspondencia demostrada por el
reconocido matemdtico G. Cantor en 1878, de donde se
desprendieron multiples investigaciones para definir lo que
hoy conocemos como Curvas que rellenan el espacio. Un ano
después, E. Netto demostré que dicha funciéon ¢ no puede
ser continua ya que implicaria una “desconexién” dentro
de [0,1]?; y asi, surgi6 el problema de buscar dicha funcién
¢ sobreyectiva y continua entre el segmento unitario y el

*Egresado Departamento de Matemitica, Fundacién Universitaria Konrad
Lorenz.
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cuadrado unitario, o como el lector puede intuir, también para
el cubo unitario [0, 1]* (Sagan, [Han91]).

A finales del siglo XIX, G. Peano defini6 la primera curva
que rellena el espacio de la siguiente manera

031 (kt213)(k12+t4t5>...
03 (K'tp) (K'115Bgy)... )7

siendo kt; =2 —1t;, cont; = 0,1,2, y demostrando que es una
funcién continua y sobreyectiva ! de [0,1] en [0, 1]2. Toman-
do como base la idea de Peano, un afno después, David Hil-
bert definié su propia curva que rellena el espacio mediante
una construccion iterativa y geométrica, que a su vez permi-
tirfa mejorar el resultado de Peano y de muchos otros grandes
matematicos de la época. De esta manera, y similar a la cons-
truccién de un caddver exquisito, la teoria sobre las curvas
que rellenan el espacio se fue creando mediante pequefos o
grandes aportes que solo hasta la actualidad, o al menos a fi-
nales del siglo pasado, fueron organizados, comprendidos y
utilizados para mas que solo matemadticas (Sagan, [Han94]).

f(O 3 t1l2...) = (

2. La curva de Hilbert

Las curvas que rellenan el espacio muestran la relacién
entre un espacio unidimensional y otro n-dimensional, para
el caso de dos dimensiones R — RZ, la curva més estudiada
es la de Hilbert. Esta curva, como muchas otras, se basa en
el proceso iterativo de aplicar una o varias transformaciones
especificas sobre un “estado” inicial. La idea principal de
Hilbert es la siguiente: para la primera iteracién dividiremos
el intervalo .# = [0,1] en cuatro subintervalos de igual
longitud, luego cada uno de ellos se pone en correspondencia
con un subcuadrado, una particiéon del cuadrado unitario
2 = [0,1]? que también fue dividido en cuatro partes iguales.
Para las siguientes iteraciones debemos repetir el mismo
proceso considerando a cada subintervalo como el nuevo
intervalo inicial .#, andlogamente para los subcuadrados.

Ahora, dos aspectos esenciales para el proceso son: pre-
servar la continuidad y preservar la adyacencia que existe en-
tre los subintervalos al momento de relacionar dos cuadra-
dos adyacentes. Teniendo en cuenta estos aspectos, el pro-

'El subindice en el punto decimal dentro de f representa la base de los
digitos decimales.
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ceso, tal como Hilbert lo planteé en un principio, es el si-
guiente: dada la representacién cuaternaria de un ndmero

t=04 q19293...dk.,
Step 2 Step 3

AT

Figura 2: Construccién de la curva de Hilbert. Tomado de
[EEMGI17].

LIh={t:0<t<1},yQo={(,n):0<§<1,0<n<
1}

2. Realizar la particién en cuartos del intervalo lo.,q,g,...q, =
10'4‘11?2---%0 UIO'4[11q2---qk1 U10'4611612-~-Qk2 UIO'A‘]I‘]Z---‘Ik3'

3. Andlogamente se realiza la particién en cuartos del cua-
drado iniCial Q0-4m1m2mmk= QO-4m1mz.A.mk0
U Q0-4m|mz...mkl U Q0~4m|m2...mk2 U Q0~4mlm2...mk3-

4. Aplicar la correspondencia ly.,4,¢5...q.k — Q0-ymymy...m %
de tal manera que se satisfaga la condicién de adyacencia
y continuidad.

5. Tomar k = k+ 1 y volver al paso 2.

De esta manera cada ¢ € .# serd determinado por una se-
cuencia de intervalos cerrados anidados cuya longitud tiende
a cero. A cada secuencia le corresponderd entonces una tnica
secuencia de cuadrados cerrados cuyas diagonales tienden a
un tnico punto en 2. Asf entonces, si f: & — 2, f(¥)
serd llamada Curva de Hilbert. Lo interesante de esta cons-
truccién geométrica es que permite probar de manera simple
que la curva de Hilbert es una curva que rellena el espacio,
ademds de otras varias caracteristicas (Sagan, [Han94]).

Teorema 2.1. La curva de Hilbert es continua, sobreyectiva
y no diferenciable en ningtin punto.

Particularmente, para demostrar la no diferenciabilidad de
la curva, se utilizé el siguiente criterio: sea f : [0,1] — R. Si
hay dos secuencias {a, }, {b,},endonde 0 < a, <t < b, <1,
y {an} — t, {b,} — 1 tales que

n—eo (an - bn)
no existe, entonces f es no diferenciable en el punto ¢. Este
criterio serd recurrente dentro de todas las demostraciones de
esta indole para las otras curvas que rellenan el espacio.

Demostracion. vamos a verificar cada una de las tres conse-
cuencias del teorema:

(i). Considérese la iteracion k-ésima para generar la curva
de Hilbert. Sea f ®) 1a gréfica de la curva de Hilbert en la
iteracién k, y seat; y r, € . tales que

1

‘t 1 7t2|< E’

entonces el intervalo [t1,1,] interseca por mucho a dos subin-

tervalos en .#, y como sus imagenes deben estar en sub-

cuadrados adyacentes, la maxima distancia entre f(k) (t)y

f (%) () es la diagonal que se forma entre los cuadrados ad-
yacentes, entonces

V5

TIORYASER S

(ii). Sea p € 2, entonces existe una sucesion de subcua-
drados cuya interseccion es p. Ahora, como esta sucesion de
subcuadrados tiene asociada una sucesion de subintervalos
cuya longitud tiende a 0, ella también define un tnico punto
te J, talque f(r) = p.

(iii). Sean f¥) = (¢, y) las funciones coordenadas de ).
Si tenemos en cuenta el criterio de no diferenciabilidad, al
fijarz € £ y k > 3, tomemos ¢, de tal modo que

10
‘t_tr1|§ ﬂ’

y ademds f®)(r) esté separado horizontalmente de £ (z,)
por al menos un subcuadrado, esto es

6~ 01> 5z

gracias a la forma en la que se organizan los subcuadrados de
un orden especifico. Entonces se tiene que
1/2 ok

|¢(t)_¢(tn)| > - -
lt—1,]  — 10/45 10’

y asi podemos ver que al tomar k — oo, el limite se va al infi-
nito, por lo que ¢ es no diferenciable en ¢, andlogamente para

V. O

Estas demostraciones fueron tomadas de (Sagan, [Han94])
y estdn basadas plenamente en los aspectos geométricos de
la curva. Y aunque el proceso es largo, mediante un conjunto
de transformaciones complejas aplicadas al cuadrado unita-
rio inicial, se puede definir una funcién f (1) para facilitar el
calculo exacto de las imagenes del segmento unitario y con la
cual se puede demostrar analiticamente el previo teorema.

v ! ey, (l_d‘)CI‘_l)
0. cee) = s 71 J / JoA
FOqgags - = X (i) (1 28

(1

Para esto vamos a implementar una representaciéon com-
pleja de las transformaciones. Esto implica que ahora Q va
a representar al cuadrado unitario complejo, entonces para
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z € C primero se reduce el tamafio a razén de 1/2 en direc-
cién al origen (' = 1/2z), después se rota el cuadrado 90°
(7" = 7i) y luego se refleja sobre el eje imaginario (" =7").
Al final, la composicién de estas transformaciones da como
resultado al cuadrado [0, 1/2]. Entonces, la denotaremos

1
$Hoz = =7, ()

2
para el cuadrado [0, 1/2] x [1/2,1] simplemente reducimos el
cuadrado como antes y después se traslada media unidad ha-
cia arriba de la siguiente manera

1 i
ﬁlZ—EZ“FE? (3)

para el cuadrado en la esquina superior derecha [1/2,1] x
[1/2,1] reducimos el cuadrado y desplazarlo media unidad a
la derecha y hacia arriba

Soe= g1t st )
y por ultimo, para el cuadrado en la esquina inferior derecha
se reduce el cuadrado, se gira —90° y se hace una reflexion,
después se traslada una unidad a la derecha y media unidad

hacia arriba

1_ i
5'332——524-5—1—1. 5)

Esta construcciéon compleja de las transformaciones es
comun en todos los escritos sobre las curvas que rellenan el
espacio, suelen variar en la notacidn, particularmente aqui es-
tamos siguiendo la notacién de [Han94] y en su mayoria el
desarrollo mostrado en la tesis [Gan19]. Por otro lado, existe
una ventaja (no “aleatoria”) por la que Hilbert decidi6 utilizar
la representacion cuaternaria de los nimeros racionales den-
tro de .#, y es que facilita el rastreo o localizacién de dichos
nimeros dentro del intervalo o el cuadrado unitario. Si consi-
deramos un punto f € . con su respectiva representacion cua-
ternaria t = 0 -4 ¢142g3..., donde g; = 0,1,2,3, sabemos que
para la primera particion, ¢ estard en el subintervalo g, enton-
ces su imagen estard en el subcuadrado ¢ de la primera parti-
cién, visto en términos de las trasformaciones, f(¢) € 4, 2.
Después, su imagen estard en el subcuadrado ¢ de la segunda
particién, que a su vez estard dentro del subcuadrado ¢; de la
primera particion, esto es f(f) € $4,94,2. Y si se sigue este
razonamiento hasta el infinito se obtiene que

Re) ..
10 = (o) Ji 90 9090-90(@. ©

Al desarrollar todo un andlisis sobre las composiciones
de estas transformaciones se consigue una representacion
aritmética compleja de la curva

0(0-4q192q3...) +iv(0-4q192q3...) =

¥ 0 entapllas— 1)+ (—1)%

=
v
I+ -12)]

i7td
+exp lTJ + (—1)%iarcsin (

Aun asi, esta funcién se puede seguir simplificando si se
continua con la descomposicién en su parte real e imaginaria,
obteniendo asi el siguiente conjunto de transformaciones de
similitud:

o () 6) o)

donde H representa una matriz ortogonal 2 X 2 que puede to-
mar los valores de

1 0 0 1 0 -1 1 0

y h es un vector de traslacién que puede tomar los siguientes
valores:

)= - () -0

De esta manera se forman las tuplas [H,h] que represen-
tan una transformacion de similitud, y el conjunto de cuatro
transformaciones de similitud dard como resultado una curva
de Hilbert. Asi, al continuar con el andlisis sobre las posibles
combinaciones y composiciones de [H, 4] es que se llega a la
representacion aritmética por excelencia de la curva de Hil-
bert:

(7

ol e (1—dj)qj—1)
f(0.q19243...) j;zj( 1) Sg”(@/)( \—dq; )

A modo de resumen, se van a ilustrar un par de ejemplos
sobre como utilizar las ideas desarrolladas en esta seccion:

Ejemplo (1). Sea t = 0,546875, un niimero real que perte-
nece al intervalo unitario. Primero se representa a t con su
expansion cuaternaria, t = 0,203, entonces.

£(0,203) = $290$3(0),
i
=m0 (1+3).

Ejemplo (2). Se toma el mismo valor de t = 0,203, pero esta
vez se busca ilustrar el uso de la funcion aritmética. Entonces
siguiendo sus respectivas definiciones, ey; =0, egy =0, ep3 =
1, e31 =0, e33 =0, por otro lado dy =0, d =0y d3 =1,
entonces al reemplazar se obtiene

70203 = (/210 (12

(3
()

) +0+(1/8)(—1)" (10—lf3> ’
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Ambos ejemplos llegan al mismo resultado, el cuarto sub-
cuadrado de la tercera particién dentro del primer subcuadra-
do de la segunda particién dentro del tercer subcuadrado de la
primera particién. La unica diferencia radica en las operacio-
nes necesarias para llegar al resultado, pues probablemente el
primer ejemplo a simple vista parece mds fécil, pero el poder
computacional que tiene el segundo ejemplo es mayor gracias
a su simpleza operacional.

3. La curva que lo originé todo

Como se menciond brevemente en la introduccion, fue
Peano quien introdujo la primera curva que rellena una super-
ficie, de manera muy diferente a como la plante6 Hilbert unos
afios después. Peano definié su curva de la siguiente manera:

(031 (kt2t3)(kt2+t4t5) .
fO3ntt3...) = ( 0.3 (Kt2) (K1 +514)... ) (3
donde kt; =2 —t;, con j=0,1,2, y entonces k" serd la
n-ésima iteracién de k.

Aun asi, dentro de todo el proceso de creaciéon que
realizé Peano en 1890 nunca se vislumbré una representacion
geométrica de la funcién f, fue solo hasta que Hilbert intro-
dujo su propia curva que se pensé en hacer lo mismo con la
curva que rellena el espacio de Peano.

1 — S L L

(P]

0 1

[P]

Figura 3: Las dos primeras iteraciones de la curva de Peano.

Teniendo en cuenta la distribucion de los subcuadrados,
asi como se ve en la figura anterior, el primer subcuadrado
estard en la esquina inferior izquierda y el ultimo estara en
la esquina superior derecha, enumerados desde el 1 hasta el 9
siguiendo un movimiento de “serpenteo”. Esto responde a que
Peano construyé su funcién utilizando los digitos decimales
en base 3, a diferencia de Hilbert que lo hizo en base 4. Aun
asi, el proceso geométrico para su construccion es andlogo ya
que se vuelve a crear la correspondencia entre subsegmentos
y subcuadrados.

= Primero se divide el intervalo unitario .# en nueve subin-
tervalos congruentes .1, ..., % y de igual manera se di-
vide el cuadrado unitario 2 en nueve sucuadrados con-
gruentes 21,...,2y. Observe que la longitud de cada
subcuadrado ahora es de 1/3.

= De manera semejante a la curva de Hilbert, a cada .# le

corresponderd un 2 con k = 1,2,...,9 manteniendo la
adyacencia de los intervalos con los subcuadrados adya-
centes.

= Ahora se repite el proceso en cada iteracion para generar
nueve nuevos subcuadrados dentro de los anteriores ya
existentes, preservando la inclusién de subintervalos y
subcuadrados.

Asi entonces, el primer intervalo de la primera iteracion,
[1,4] estard relacionado con en el primer cuadrado, [4, 3]
con el segundo cuadrado y asi sucesivamente, por lo que €l
intervalo [%, 4] estara sobre el cuadrado j = 1,2,3,...,9,
segun la distribucién dada en en la figura 3. De esta forma se
construye la curva geométrica de Peano, pero al igual que con
la curva de Hilbert, existen transformaciones que aplicadas

sobre 2 dan como resultado la misma curva.

Por dltimo, vamos a demostrar la no diferenciailidad de la
curva, como un aspecto relevante de las curvas que rellenan el
espacio. La historia de la no diferenciabilidad para la curva de
Peano es cuanto menos curiosa, pero si se piensa bien, muy
comun en la historia de las matemaéticas. Es similar a la histo-
ria del ultimo teorema de Fermat, pues se presenta el resultado
trascendental, pero no su demostracién por cuestion de espa-
cio, relevancia o simplemente porque no existia mis que pura
fe en el resultado. No fue sino hasta diez afios después que el
mismo Moore, en [Moo00], present$ la demostracién de que
la curva de Peano no es diferenciable en ningtin punto, aqui
se presenta una demostracion simple, planteada por Sagan en
(Sagan, [Han91]), capitulo 3, pp. 34.

Teorema 3.1. La curva de Peano, definida como

_ (0 (ken) (k=)
f(03t1n0t3...) = ( 03 (kt'lz)(ktl+t3t4)"' )

donde kt; =2 —tj, con j=0,1,2, y k" es la n-ésima iteracion
de k, no es diferenciable en ningiin punto.

Demostracion. Para cualquier ¢t = 0 -3 1123 ... toptopt1 .- €
[0, 1], definimos t, = 0-3t1 1213 . . . t2y Top+1t2042 - - -, CON Topp ] =
ton+1 + 1 mod(2). Entonces, similar a la demostracién para la
continuidad de y y ¢,

[t —t|= 32041’

y por la definicién de la curva, ¢ (r) difiere de ¢ (t,) dnicamen-
te en el (n+ 1) digito ternario, por lo que

|k12+...+t2nt2 T _k12+...+t2n,r2 +l| 1
|¢(t)_¢(tn)|: - 3n+1 : = 3n+17
por lo tanto,
90) = 9(t)| _
|t — ] ’

lo cual concluye la demostracién, pues 3" — oo a medida que
n aumenta. Por otro lado, para y basta tomar y(1) =3¢ (¢/3).
O
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Aunque se ha hablado sobre las diferentes formas de cons-
truir la curva de Peano y de sus propiedades, existen otros
temas interesantes que no resultan de utilidad para el desarro-
llo de este trabajo, por ejemplo la construccion de la curva de
Peano en tres dimensiones, de la cual se puede encontrar mas
informacion en (Sagan, [Han94]). Por otro lado, en caso de
que el lector desee ver una posible aplicacién de la curva de
Peano puede revisar la segunda seccion del capitulo 7 en el
trabajo de grado [Luna23], en donde se resume el desarrollo
de un stper capacitor que presenta una distribucién de con-
densadores basada en la curva de Peano.

4. Nuevos patrones de las curvas que
rellenan el espacio

4.1. La curva de Sierpinski

[S1] [S2]

[S3]

Figura 4: Las tres primeras iteraciones en la construccién de
la curva de Sierpinski. Tomadas de [H94].

La curva de Sierpinski posee una distribucion totalmente
diferente a las vistas anteriormente, de hecho, al partir el
cuadrado [—1,1]% en dos partes iguales, por su diagonal, la
mitad de la curva de Sierprinski estard sobre uno de los dos
tridngulos isOsceles rectos que se forman, al igual que la otra
mitad de la curva, es por eso que la curva de Sierpinski se
maneja como una funcién que va desde .# hasta un triangulo
rectangulo isdsceles, y bajo esa misma idea es que se va a
describir la creacion geométrica de la curva.

Sea 7 el triangulo rectangulo isésceles con vértices en
(0,0), (2,0) yen (1,1);si f: & — 7, se puede usar el mis-
mo principio geométrico de Hilbert para generar la curva de
Siepinski. Primero, se divide a .# en 2" subintervalos con-
gruentes, de igual manera, 7 se divide en 2" subtridngulos
congruentes, con n = 1,2,3, ..., asegurando que al momento

de hacer las correspondencias se siga manteniendo la adya-
cencia de subintervalos dentro de subtridngulos adyacentes.
Bajo la definicién geométrica de la curva de Sierpinski, asi
como se hizo para la curva de Hilbert, se pueden comprobar
las condiciones necesarias que deben satisfacer las curvas que
rellenan el espacio.

X‘_- ’f ‘\\ \_‘X

Figura 5: Cuatro primeras iteraciones de la curva de Sierpinski
con su respectivo sentido de orientacion. Tomada de [M19].

Teniendo en cuenta estas cuatro figuras, Sagan logra de-
finir la curva de Sierpinski-Knopp en términos de nimeros
cuaternarios, semejante a la de Hilbert. (Ver Sagan [Han94]
y [Han91]). En ese orden de ideas, hay que cambiar la ba-
se sobre la cual se hacen las particiones de los segmentos y
tridngulos para la construccién geométrica de la curva, esto
es, en cada iteracion ya no se dividird a .# y a J en dos
partes iguales, sino que se hard en cuatro. Esto da paso a la
crecion de cuatro transformaciones nuevas, resultantes de una
serie de composiciones entre transformaciones previas, esto
debido a que el objetivo de Sagan es realizar en un solo paso,
dos transformaciones, pasando de la figura 5b a la 5d.

Dichas transformaciones, al igual que en la curva de Hil-
bert, tienen el objetivo de generar una funcién que facilite su
uso aritméticamente o computacional mente:
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la demostracidon de que esta curva, en términos cuaterna-
rios, es no diferenciable en ningtin punto se puede encontrar
desarrollada en el trabajo de grado [Luna23].

4.2. Otras curvas

Dentro de [Han94], Sagan desarrolla la teoria de las cur-
vas que rellenan el espacio utilizando diferentes curvas como
ejemplos, aqui ya se mencionaron tres, la de Hilbert, la de
Peano y la de Sierpinski, pero hay otras también llamativas,
como la de Lebesgue o la de Shoenberg.

AL
L

Figura 6: Ejemplo de la curva de Lebesgue. Tomada de
[Han94].

Particularmente estas dos tltimas se apoyan en gran me-
dida de herramientas computacionales para ser representadas
graficamente dada su alta complejidad. Adn asi, su compo-
nente tedrico es muy amplio y complejo también, ya que tie-
nen gran relacién con el conjunto de Cantor y muchas de
sus propiedades, ademds de toda la teoria relacionada con los
fractales (Sagan [Han94]).

Figura 7: Ejemplo del conjunto de Cantor generado en Geo-
gebra.

5. Almacenamiento y recuperacion de
informacion en imagenes digitales

Lo que vale la pena reconocer es que todas estas propie-
dades analiticas y geométricas con las que fueron dotadas
las curvas que rellenan el espacio son utilizadas por varios
autores para desarrollar investigaciones en campos como la

electrénica, la biologia y particularmente en el manejo de
imagenes digitales. A continuacidn se presenta brevemente un
algoritmo para el almacenamiento y recuperacion de informa-
ci6én en imagenes, ademds de un pequefio ejercicio realizado
en el mismo trabajo de grado que busca mostrar graficamente
el comportamiento de la curva de Hilbert sobre una imagen
digital.

Dentro de todas las investigaciones en las que han aplicado
curvas que rellenan el espacio, y en especial la de Hilbert,
existe una en la cual se trabaja el “subset query problem”,
cuyo enunciado es el siguiente: dado un conjunto de pixeles
I (imagen) y un rango R (subconjunto), devolver todos los
pixeles p € I tales que p € R. En el articulo [Val05] se
presenta un algoritmo para realizar esta tarea, principalmente
porque utilizan la curva de Hilbert como guia para organizar
los pixeles de manera lineal al momento de almacenar la
imagen.

Gracias a la contraccion recursiva de las curvas de Hilbert,
vista en las secciones anteriores, hay dos propiedades muy
importantes para el algoritmo:

Proposicion 5.1. Suponga que H; y H; son dos curvas de
Hilbert de orden i y j respectivamente, con i > j, entonces la
trayectoria de H; sigue la trayectoria de H;.

Proposicion 5.2. Suponga que el pixel p tiene coordenadas
(i, ), entonces el pixel previo y posterior a p debe tener coor-
denadas: (i+1,j), (i—1,j), (i,j+1) o (i,j—1).

en donde ambas proposiciones se pueden corroborar facil-
mente al ver la representacion grafica de la curva de Hilbert.

[Hi] [H>]

[H3]

Figura 8: Los tres primeros ordenes de la curva de Hilbert.

Por otro lado, parte de la optimizacién del problema
es poder generar el menor nimero de cadenas dentro del
resultado, en ese sentido estas deben ser mas largas, el
problema es que siguiendo el orden de la curva de Hilbert
no se asegura una equidistancia entre todas las cadenas,
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algunas pueden ser muy largas o muy cortas, por lo que el
resultado final no necesariamente es el 6ptimo, para esto se
introduce el concepto de puntos de cruce, o en ingles “’cross
points”. Tomando como referencia el borde izquierdo (/) de
R, los pixeles que coincide con [ se pueden calcificar de tres
maneras:

6 7 8 9 1011 12 13 14 15

Figura 9: Tipos de pixeles. Tomada de [Val05].

1. Observando desde el pixel mas cercano a / por la izquier-
da, la curva pasa por el pixel y sigue una de las siguientes
direcciones: arriba, abajo, derecha.

2. Observando desde el pixel mas cercano a [ por la derecha
o sobre /, la curva sigue una direccién vertical o hacia la
derecha.

3. Observando desde el pixel mds cercano a [ por la dere-
cha o sobre [, la curva pasa por el pixel y sigue hacia la
izquierda.

En el caso (1) y (3) los pixeles p son puntos de cruce sobre
la frontera, dado que el pixel previo o posterior va a estar fuera
de la regién de buisqueda, en cambio para los pixeles de (2),
el previo o posterior siempre va a estar dentro de la regién
de busqueda. Ahora, como la curva de Hilbert es continua, las
cadenas que se encuentran dentro del rango de busqueda estan
delimitadas por puntos de cruce sobre la frontera.

Corolario 5.1. Para cualquier rango de biisqueda rectangu-
lar con pardametro c, el niimero promedio de puntos de cruce
sobre la frontera es de 5y el niimero promedio de cadenas

dentro del rango de biisqueda es de .

Demostracion. El pardmetro c es el nimero de pixeles en la
frontera de la regién. Ahora por definicién, si p es un punto
de cruce, si y solo si, el pixel previo o posterior a p estd al
lado izquierdo de /, o de otra forma, existe una linea horizon-
tal que se interseca con [ y p es el extremo derecho. Como
el nimero de lineas horizontales es casi el mismo al de las
lineas verticales, y ademads todos los pixeles son puntos fina-
les de dos cadenas consecutivas en la curva, excepto por los
puntos de entrada y salida de la curva. Teniendo todo esto en
cuenta podemos afirmar que al tomar un pixel p aleatorio en
la frontera de R, existe un 50% de probabilidad de que sea

un punto de cruce, entonces dependiendo del pardmetro c, el
nimero de puntos de cruce en la frontera de R es 5, y como
cada cadena tiene dos puntos de cruce como extremos, deben
haber § cadenas. O

Otro aspecto importante para la creacion del algoritmo, y
que depende de los puntos de cruce, es la siguiente proposi-
cién:

La cantidad de puntos de cruce en la frontera de bisqueda
de una imagen es mds grande si la frontera corresponde con
una columna impar y disminuye considerablemente cuando
la frontera coincide con una columna par. En caso de que la
columna sea divisible por 4, 8, etc el nimero serd atin menor.

Este es un resultado poco intuitivo pero usando ejemplos
se puede entender, por esta razén su demostracioén se obvia.
Lo importante es ver que esto implica que la cantidad de
puntos de cruce no estd uniformemente distribuido para
ningin rango de bisqueda.

Asi entonces, en [Val05] crean el algoritmo Subset Query
Algorithm normal, pero gracias a la proposicién 5 logran ha-
cerle una mejora, dando el siguiente algoritmo como resultado
de la investigacion:

Algoritmo .1: Subset Query Algorithm normal

Data: lowx, lowy, highx, highy
Result: Conjunto de puntos R-S
1 Almacenar los pixeles de la frontera en un conjunto P;
2 Organizar los puntos en P segtin el orden de Hilbert;
3 for pe Pdo
4 Encontrar el pixel previo p, y posterior p; a p en
la curva de Hilbert;
5 if p, € R & py € R then
Remover p de P porque no es un punto de
L cruce;

7 //De esta forma solo hay puntos de cruce
en P;
8 Recuperar la cadena de pixeles desde su
almacenamiento en su posicion pli;
9 Recuperar su posicién final p[i + 1], donde
i=1,2,3,4,..;
10 Agregar la cadena al conjunto R-S;
11 Retornar R-S;

Aunque es una buena solucién, hay que pagar cierto cos-
to, que en este caso es devolver mds pixeles de los que eran
necesarios. Ahora el problema es estudiar la relacién entre
el rendimiento del algoritmo y el pardmetro que describe la
cantidad de columnas analizadas dentro de la regién objeti-
vo. Esto dltimo queda a gusto del lector, puede consultarlo en
[Val05], donde podra encontrar més propiedades que influyen
en los algoritmos y una explicacién mds detallada de los mis-
mos, o consultar [EEMG17] para explorar otras propiedades
que pueden aportar y optimizar el algoritmo.
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6. Ordenar una imagen de manera li-
neal segin la curva de Hilbert

El objetivo de esta secciéon es mostrar el proceso de
cémo una curva que rellena el espacio (particularmente la
de Hilbert) puede alcanzar cada pixel de una imagen dada,
o al menos una regién de interés (ROI). De esta manera,
se puede conocer la informacién almacenada en cada pixel
(su color), que a su vez puede ser registrada en un arreglo
unidimensional siguiendo el orden de la curva. Todos los
procesos desarrollados para esta seccion los hicimos con la
ayuda de Python, particularmente la libreria de CV2 para
el manejo de la imagen digital, y la libreria de Turtle para
recrear graficamente la curva de Hilbert.

La imagen dada en formato PNG sera la de Vulpix en
su estilo de 16 bits, un pokémon bastante reconocido por la

g

comunidad.

Figura 10: Imagen de Vulpix.

Utilizando la libreria CV2 podemos crear una nueva ima-
gen, un recorte que tendrd una dimensién de n x m pixeles.
La region escogida fue la del ojo de Vulpix, y se tomé de
128 x 128 pixeles por dos razones, la primera es que es una
regién cuadrada, por lo que no hay que considerar muchas co-
sas para rellenarla con la curva de Hilbert. Y la segunda razén
es que 27 = 128, por lo que serd suficiente la curva de Hilbert
de grado siete para llegar a cada pixel de la regién de interés.

Figura 11: Region de interés: ojo de Vulpix.

Ahora veamos como recrear la curva de Hilbert usando la

libreria de Python Turtle. Turtle es bastante sencilla en cuanto
a sus acciones, por lo que sirve como un ejercicio introducto-
rio a la programacion, la idea principal es darle indicaciones
a una “tortuga” para que se mueva y pinte su trayectoria (que
se puede ver de manera animada), en donde se puede variar
su orientacion, la distancia que camina, su color, su velocidad
y muchos otros pardmetros. Recordemos que la curva de Hil-
bert es algo que se puede construir recursivamente, entonces
mediante una funcién recursiva, se le pueden dar instruccio-
nes a la tortuga para que pinte una curva de Hilbert del grado
deseado.

Algoritmo .2: Curva de Hilbert

Data: grade, angle, step
1 if grade = 0 then
2 | Fin

3

4 Girar_derecha(angle);

5 Hilbert(grade-1, -angle, step);
6 Avanzar(step);

7 Girar_izquierda(angle);

8 Hilbert(grade-1, angle, step);
9

Avanzar(step);
10 Hilbert(grade-1, angle, step);
11 Girar_izquierda(angle);
12 Avanzar(step);
13 Hilbert(grade-1, -angle, step);
14 Girar_derecha(angle);

De esta manera, al graficar la curva de Hilbert de grado
siete sobre la region de interés, ésta deberia quedar totalmente
cubierta.

[a] [b] [c]

Figura 12: Proceso de cobertura de la region de interés.

Observacion. Al finalizar el proceso de cobertura podemos
observar con claridad las divisiones entre los cuadrantes ya
que se ve en el fondo el color de la imagen. Esto es debido a
la simetria que existe entre ellos.
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Lo tnico que falta es indicar el color que debe adoptar la
curva dependiendo del pixel sobre el que esté parado. El pro-
blema es que el sistema de coordenadas para la tortuga es di-
ferente al sistema de coordenadas de la imagen, pues el origen
de la tortuga estd en el centro de la imagen, pero el origen de
esta se encuentra en el pixel de la esquina superior izquierda
(por lo que se maneja como un arreglo bidimensional), en ese
sentido, para hacer que la tortuga empezara su trayecto en el
punto correcto tuvimos que desplazarla 64 unidades, quedan-
do en el punto (—64,64). Para solucionar el problema del co-
lor creamos un segundo “’puntero”’que se va desplazando por
la imagen, en funcién de la orientacién de la tortuga, asegu-
rando asi que se mantuviera el orden de Hilbert.

Figura 13: Cobertura a color de la regién de interés.

Observacion. En este caso el resultado se ve prdcticamen-
te igual debido a que estamos usando los mismos colores de
la imagen, aun asi hay unos pequeriios detalles que permiten
identificar la cobertura, como por ejemplo, las mismas sepa-
raciones de los cuadrantes principales vistos anteriormente.
Por otra parte, si se pudiera ver mds detalladamente, uno se
podria dar cuenta que la imagen estd ligeramente estirada
debido a que la distancia de los pasos de la tortuga no son de
exactamente un pixel.

Asfi finaliza toda la tarea, pues a medida que el puntero
de la imagen se va moviendo, también va extrayendo la
informacion que ird quedando almacenada en un arreglo uni-
dimensional. Dentro del siguiente link podremos encontrar
el cédigo utilizado para todo este procedimiento con una
explicacion mds detallada, por si el lector desea explorar mas
posibilidades o simplemente ver la animacién de la tortuga:
https://github.com/LunaSamuel99/
Tesis-Curvas-que-rellenan-el-espacio

7. Conclusion

A lo largo de todo el trabajo se han explorado las carac-
teristicas que describen a las curvas que rellenan el espacio;
como la continuidad, sobreyectividad y no diferenciabilidad,
pero también, distintas formas de trabajar con ellas, desde
una visiéon geométrica y una aritmética o compleja. Particu-
larmente, la curva de Hilbert, la de Peano y la de Sierpinski

son ejemplos de curvas muy ilustrativos, pues permiten ver
todo de lo que son capaces las curvas que rellenan el espacio
mediante un desarrollo bastante introductorio de sus carac-
teristicas. Desde que Sagan se vio en la tarea de recopilar y
desarrollar aun mds la teorfa sobre las curvas que rellenan
el espacio a finales del siglo XX, es facil ver el panorama
general, en donde las curvas son continuas, son sobreyectivas,
son no diferenciables, tienen una representacion geométrica,
otra aritmética o con todas se pueden aproximar poligonos
(de maneras tUnicas o tal vez similares); pero lo realmente
interesante es ver como todas se complementaron durante su
desarrollo, por lo que ain quedan bastantes temas por trabajar
e investigar.

Por tltimo, y siendo la mejor forma de cerrar, dentro del
ambito netamente tedrico también hay aspectos sobre los cua-
les profundizar para formalizar ain mds las curvas que relle-
nan el espacio; una gran cantidad de definiciones, lemas, pro-
posiciones y teoremas del andlisis matematico o topoldgico
que dan vida al Teorema de Hahn-Mazurkiewicz (1914). Un
teorema que describe por completo la idea sobre la cual estan
fundamentadas las curvas que rellenan el espacio:

Teorema 7.1. Un conjunto M es la imagen continua de .
si y solo si es compacto, conexo y localmente conexo.

Pero al igual que con cualquier otro final, este no es mas que
la puerta de inicio a muchas otras investigaciones, para las
cuales, espero, el lector también haya podido quedar entusias-
mado.
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1. Resumen

Este articulo presenta una reflexién acerca del encuentro
del ser humano con el azar. Dicha reflexién versa sobre la
presencia dual azar/determinismo en civilizaciones antiguas.
Se muestra cémo el encuentro del ser humano con lo incierto
lleva la huella de la experiencia de los sujetos que se pro-
duce y se configura a partir de la actividad humana concreta
en el marco de Sistemas Semi6ticos de Significacién Cultural
(SSSC) que son dindmicos y que se derivan de la actividad
practica y sensorial [Rad21].

2. Introduccion

A través de la historia el ser humano se ha topado inevi-
tablemente con la dualidad entre determinismo y no determi-
nismo, que, si se nos permite la metafora, como el dios Jano
de la mitologia romana, presenta dos caras vigilantes, en este
caso, una hacia la certeza y la otra hacia el azar. Como dos
partes de una misma unidad. Dos facetas de nuestra experien-
cia cotidiana. En relacién con el azar, de los Rios [dIROS, p.
10] menciona que

El azar [...] constituye un factor caracteristico de la
condicion humana en su nivel mas elemental, un
fendmeno cotidiano presente en todos y cada uno
de los contextos en los que encontramos individuos
que llevan a cabo acciones deliberadas con el fin de
conseguir objetivos deseados.

Naturalmente, los diferentes contextos en que tiene lugar
la experiencia humana, en general, se encuentran en el seno
de la cultura y la historia. Alli, azar y certeza aparecen co-
mo dos categorias relacionadas entre si de modo dindmico, en
movimiento dialéctico y cuya interpretacion depende de las
condiciones histdérico-culturales que se tiene a disposicién. En
cada momento histérico se pone de presente ciertas formas de
ser y de estar en el mundo. De modo que, no es de extrafiar
que, “segtn sean las condiciones de existencia de la socie-
dad, las condiciones en que se desenvuelva su vida material,
asi son sus ideas, sus teorias, sus concepciones” [Sta38, p.10].
Asi pues, la cultura y la historia proveen tanto las posibilida-
des como los limites para la produccién de sistemas de pen-
samiento a nivel ético, legal, conceptual, etc. [Rad14]. Estos
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sistemas de pensamiento vienen a delinear los rasgos del de-
sarrollo de sensibilidades perceptivas, manuales e intelectua-
les [Rad06] a través de los recursos materiales e ideacionales
que se erigen como concreciones de la actividad humana crea-
dora y productiva [Leo69]. Es asi como a lo largo de nuestra
existencia vamos encontrandonos con esos sistemas de pensa-
miento que culturalmente nos preceden. Al toparnos con el sa-
ber, delimitado por estos sistemas de pensamiento, se produce
de un lado, el encuentro con el determinismo que en palabras
de Guillemette [Guil9] “afirma que nuestras acciones y pen-
samientos estdn determinados por fuerzas internas o externas
que los hacen necesarios e inexorables” (p. 19), dando lugar
a un resultado especifico y predecible; y de otro lado con el
no determinismo en donde en las situaciones no se encuentran
bajo leyes causales, mostrando el azar como protagonista en
la imposibilidad de prediccion certera. Esta dualidad no habla
de otra cosa que de nuestra praxis temporal para acercarnos
a la distincién y comprension de fendmenos afectados por el
azar y aquellos que no lo son. Dicha dualidad ha llevado a
la humanidad desde tiempos remotos a plantearse cuestiones
como ;es nuestra realidad determinista o inexorablemente se
encuentra vinculada al azar?, ;jes la suerte la que determina
nuestro futuro?, ;el destino estd prescrito y es inevitable?, ; su-
ceden las cosas por casualidad o causalidad? ;existe el azar
0 es meramente aparente?, ;jtodos los fendmenos y sucesos
pueden ser completamente determinados mediante leyes na-
turales?, ;es justo el azar? etc. Las posibles respuestas a estos
interrogantes invitan a una reflexion epistemoldgica acerca de
la naturaleza del azar pues al tratarse de un concepto multi-
facético nos sale al paso inmediatamente la complejidad para
su definicién y tratamiento. El presente escrito no pretende
responder estas preguntas, o sugerir una definicién categori-
ca del azar, nuestra empresa es mas modesta. Nuestro interés
corresponde a mostrar el encuentro del ser humano con la in-
certidumbre ilustrando algunas situaciones en donde el azar
ha sido protagonista.

3. Ser, historia y cultura

Los aspectos asociados al azar son medulares para com-
prender el desarrollo histérico del saber probabilistico, el cual
desde una perspectiva histdrico cultural, consideramos como
como un sistema de formas de actuar y reflexionar con rela-
cién al azar, que se constituyen histérica y culturalmente a
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partir del trabajo conjunto, material, corpéreo y sensible. En
este sentido, el reencuentro con el azar nos conmina a per-
filar una postura acerca del saber en relacién con la historia
y la cultura. Radford [Rad14] sostiene que la evolucién del
saber en general se encuentra en comunién con su contexto
social, cultural, histérico y politico en tanto estos supeditan
las formas de accién y de reflexion de los individuos. En He-
gel [Heg95, p.9] encontramos algunos indicios que nos per-
miten avanzar en esta linea en relacion con la historia,

—en lo que nosotros somos—, lo comin e impere-
cedero se halla inseparablemente unido a lo que so-
mos histéricamente. La razén consciente de si mis-
ma que hoy consideramos como patrimonio nuestro
y que forma parte del mundo actual no ha surgido
de improviso, directamente, como si brotase por si
sola del suelo del presente, sino que es también, sus-
tancialmente, una herencia y, mas concretamente, el
resultado del trabajo de todas las anteriores genera-
ciones del linaje humano.

Al mencionar lo comin e imperecedero Hegel refiere al le-
gado que la humanidad va dejando a otras generaciones tras
su actividad laborante. Este legado aparece ante nuestros 0jos
como concrecién material e ideacional de la actividad huma-
na. Dicha concrecidn no refiere un tipo de condicién estatica,
por el contrario, dicha concrecién es dindmica, permanece en
movimiento gracias a la actividad de los individuos impul-
sando nuevas y mds robustas comprensiones del mundo. De
modo que el saber encuentra sus limites y posibilidades evo-
lutivas en el curso natural e histérico de la vida de los sujetos
tanto en el &mbito material como conceptual. Las condiciones
ofrecidas en ciertos momentos de la historia han favorecido,
por ejemplo, un cambio de creencias en relacién con el azar.
Por ejemplo, en Grecia, la comprensién de las relaciones del
humano con el mundo se encontraba mediada por un conjunto
de dioses que determinaban las acciones humanas. De manera
que el uso de tabas en los rituales de adivinacién eran la for-
ma en que los dioses expresaban sus deseos con la interven-
cion del azar. Sin embargo, en la modernidad, los dioses son
puestos al margen de la accién humana. Y es alli, en donde la
cuantificacion y el desarrollo con rigurosidad matemadtica del
concepto de probabilidad viene a emerger en un momento de
la historia del mundo occidental en el que se toma distancia
de las concepciones ontoldgicas que se habian definido al su-
jeto y su actuar en el mundo. Para Marx [Mar03, p.7] “Los
hombres hacen su propia historia, pero no la hacen a su libre
arbitrio, bajo circunstancias elegidos por ellos mismos, sino
bajo aquellas circunstancias con que se encuentran directa-
mente, que existen y les han sido legadas por el pasado”. Es
decir, lo que vamos haciendo y la forma en que lo hacemos
se encuentra dentro de un marco histdérico que determina las
maneras en que producimos el saber, pero también las formas
de relacionarnos los unos con los otros. Pues, de acuerdo con
Gernet [Ger80, p.85], “Una de las principales razones de ser
de la historia consiste en restituir alli donde se pueda —y en
la medida en que se pueda— esos estados antiguos en que se

vislumbran mejor las creaciones humanas”. En consecuencia,
la historia nos habla del saber y su desarrollo, pero también
del ser y su devenir en el marco de las practicas sociales y
culturales, acontecimientos, hechos individuales y colectivos,
entre otros. En relacién con la cultura, desde una perspecti-
va dialéctico materialista Marx esboza una idea que pone de
presente que aquello que es humano procede de la relacién
de los sujetos con el entorno y de la satisfaccién de sus nece-
sidades de subsistencia [Rad14]. Roger Garaudy en su libro
Introduccion al estudio de Marx [Gar70, p.62], menciona que
para Marx

[El hombre] al satisfacer sus necesidades y al pro-
ducir medios técnicos para satisfacerlas, el hombre
crea nuevas necesidades. [...] Al transformar la na-
turaleza, él mismo se transforma y afina sus sen-
tidos a modo de hacerlos aptos para captar todo lo
que han creado las generaciones anteriores. Sus sen-
tidos son asistidos por toda la civilizacién y la cul-
tura pasadas. En el acto de su trabajo estd presente
toda la humanidad.

Es este sentido, lo planteado por Marx lleva en si una re-
flexion sobre la cultura como una entidad dindmica, siempre
en movimiento, que cambia como cambian las formas de pro-
duccién y las formas de relacién humana para la produccién.
Es decir que esas formas de produccién y de relacién humana
mds alld de procurar un medio para la satisfaccion de las ne-
cesidades materiales y espirituales del hombre, son ante todo
aquello que da forma y contenido a lo humano. Siguiendo a
Radford [Rad21, p.214],

Una cultura [...] es un todo en movimiento, cuyos
componentes estidn interconectados por un conjun-
to dindmico de relaciones sociales que actdan si-
multaneamente [...] manteniendo la cultura en per-
petuo movimiento. Esta es precisamente la concep-
cién dialéctico-materialista de la cultura, que no da
primacia ni a la materialidad ni al mundo de las
ideas, sino que los concibe como dos caras de la
misma moneda, como partes de un mismo proceso.

que pasa y se transforma de generacion en generacion gra-
cias al trabajo del hombre como el acopio vivo de la expe-
riencia humana. Asi, la cultura se constituye en la expresion
de nuestra naturaleza humana que revela nuestros modos de
vida y de pensamiento, sintetizados en la relacién al otro, en
el arte, en la literatura, en la religion, en la creacién y el dis-
frute [Mac59]. En palabras de Leontiev [Leo69, p.6],

En la vida cada generacién comienza en un mundo
de objetos y fenémenos creados por generaciones
precedentes. Asimila estas riquezas con su partici-
pacion en el trabajo, en la produccién y en las diver-
sas formas de actividad social que han cristalizado,
que se han encarnado en este mundo.

Subrayamos entonces una idea de cultura que sugiere que
la actividad humana de produccién cultural que aparece en la
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realidad material procura la emergencia de la idealidad co-
mo una realidad impalpable e inmaterial [God86] y con ello
el surgimiento de lo simbélico. De manera que las formas de
expresion de nuestros modos de vida y pensamiento se en-
cuentran supeditadas al establecimiento de una determinada
dimensién simbdlica que sintetiza, determina y asigna signi-
ficado a aquellas formas ideales de ser, de relacionarse, de
producir y de estar en el mundo. En consecuencia, la dimen-
si6n simbdlica delimita las fronteras de las formas de actuar
y reflexionar de los sujetos a la vez que asignan significado
cultural a los objetos, a las relaciones, etc. Esta dimensién
simbdlica que sugiere pardmetros para concebir y dar signifi-
cado a la realidad define lo que es aceptado como verdadero,
bello, probo, entre otros, ademds de perfilar aquello que se
espera de los sujetos dentro de un entramado legal, religioso,
politico y econémico. Estas superestructuras simbélicas cons-
tituyen lo que Radford [Rad21, p.239] ha denominado Siste-
mas Semidticos de Significacion Cultural (SSSC) cuyo origen
se encuentra en la actividad sensorial y prictica de los sujetos
y que comprende ideas en relacién con,

= la naturaleza del mundo (por ejemplo, la naturaleza de
los objetos matemadticos y su forma de existir);

= la verdad (como la verdad es y puede ser establecida);
= la naturaleza de los individuos.

Estos SSSC llevan rastros de la experiencia humana, en
sentido general, del encuentro con esas formas de pensamien-
to y accioén. En ese encuentro emergen formas de produccién
del saber en relacién con lo que se establece como verdadero,
como se reflexiona acerca de la validez de los razonamientos
y procedimientos, distincién entre lo bueno y lo malo, entre
otros, y cuyas potencialidades son puestas en movimiento du-
rante la actividad productiva de los sujetos, cuestiéon que ha
llevado hacia adelante desarrollos en diferentes campos del
saber en cada momento historico. Podemos inferir entonces,
que el encuentro del ser humano con el azar, a través de la
historia no escapa de los SSSC que delimitaron los avances
de lo que hoy conocemos como la teoria de la probabilidad.
Al echar un vistazo a la historia notamos que no fue sino hasta
el siglo XV que empieza a esbozarse algun interés por el estu-
dio de estas situaciones y cuya rigurosidad matematica viene a
perfilarse en los albores del siglo X VII. Asi que, revisar algu-
nas practicas culturales antiguas pueden ofrecernos luces de
la manera en que los SSSC afectaron, condicionaron y dieron
forma a las concepciones acerca del azar que han producido
los sujetos en su devenir histérico y cultural.

4. El azar: entre lo magico y lo divino

El uso comun de la lengua griega y la religion politeista
fundamentada en los dioses del Olimpo, agrupados bajo la au-
toridad de Zeus, fueron aspectos que brindaron cohesién entre
los pueblos (jonios, aqueos, dorios, eolios) que constituirian la
cultura griega. Su identidad cultural (lengua, costumbres, re-
ligién, valores, etc.), aparece entrelazada con relatos miticos,

con la adoracién a los dioses y con un sistema de creencias
que permea los dmbitos puiblicos y privados. Por ejemplo, la
incertidumbre presente en los acontecimientos fortuitos, co-
mo algo cuyas causas eran desconocidas y en consecuencia
inexplicables, fue interpretada por los antiguos como de ori-
gen extraio y desconocido [Car03]. Desde su cosmovision,
aquello que resultaba desconocido se vinculaba entonces con
las deidades. De modo que, el encuentro del ser humano con
el azar se presenta en vinculo con lo divino o mégico perfi-
lando formas de pensar y actuar arraigadas a una dimensién
teoldgica. En el siglo VIII a.C aparecen los santuarios para
la veneracion de los dioses y celebracion de fiestas religiosas
que atraian devotos de todos los confines del mundo griego.
Santuarios y fiestas religiosas fortalecian la idea de consoli-
dacion del pueblo griego [Poml11]. Lo que parece confirmar
que la religién griega,

ahonda sus raices en una tradicion que engloba, nti-
mamente mezclados con ella, todos los demas ele-
mentos constitutivos de la civilizacion helénica, to-
do aquello que da a la Grecia de las ciudades su
fisonomia propia, desde la lengua, los gestos, las
formas de vivir, de sentir, de pensar, hasta los sis-
temas de valores y las normas de vida colectiva.
[Ver91, p.15]

En este sentido, no es de extrafar, que los oraculos se cons-
tituyeran en un pilar fundamental de la religién y la cultura. El
ordculo era una respuesta proveniente de una deidad a través
de la mediacién humana de un sacerdote o pitonisa ante la
consulta de un mortal, que, aunque no constituian un clero,
se pensaba tenian el don de prediccién e interpretacion otor-
gado a ellos por los dioses. “Los sacerdotes y sacerdotisas
procedian casi exclusivamente de las clases mas altas de la
sociedad, y muchos cargos sacerdotales eran hereditarios y
propiedad de una sola familia” [Pom11, p.94]. No obstante, la
palabra oraculo, por extension, también fue asignada al lugar
sagrado o santuario donde se desarrollaban los rituales adi-
vinatorios. Los sacerdotes o pitonisas se valian de guijarros
de diversas formas y colores, flechas, astrdgalos, dados, entre
otros, para interpretar la voluntad divina mediante variados
actos de adivinacién por sorteo! . En general, el ritual con-
sistia en formular una pregunta, el sacerdote o pitonisa reali-
zaba una plegaria al dios del santuario y se disponia a echar
suertes (con el artefacto dispuesto para ello), finalmente se
deducia el mensaje enviado por la deidad [Dav55], como una
profecia sagrada. De este modo, la seleccion aleatoria, enton-
ces, se encontraba incrustada dentro de una connotacion de
caracter adivinatorio en donde el “kleros (1a “suerte del azar™)
revelaba el destino (moira en griego) que esperaba a cada in-
dividuo” [Sin17, p.30], o grupo individuos en el contexto de
interés consultado. A modo de ejemplo, las tabas o huesos de
astrdgalo de animales pequefios (como ovejas, cabras y cier-
vos), aparte de ser utilizadas por los antiguos como artefactos
lidicos, también fueron empleadas en ritos de adivinacion.

!Corresponde al resultado fortuito o casual de una experiencia tras el uso
de algin medio o mecanismo generador de azar.
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Los sacerdotes o pitonisas utilizaban la combina-
cién que resultaba de lanzar cuatro tabas en los tem-
plos de los dioses como procedimiento mediante el
cual la Fortuna, los Hados o el Destino podian ex-
presar sus deseos. Era una forma de predecir el fu-
turo. [MAO2, p.2]

Ademéds de los astragalos parece que el lanzamiento de pa-
lillos de madera o marfil se utilizaba también para actividades
de caracter religioso en cultos de adivinacién en Grecia, Roma
y Egipto [Dav55]. En particular, en los escritos del historiador
romano T4cito (a.C. 98) se describe la adivinacién por suertes
como sigue,

una rama de un arbol de nueces es cortada en ti-
ras; las marcan con diferentes signos y las arrojan
al azar sobre un paifio blanco. A continuacion, el sa-
cerdote del Estado, si la consulta es publica, o el
padre de familia, si es privada, ofrece una oracién a
los dioses y, mirando al cielo, recoge tres tiras, de
una en una, y lee su significado a partir de los signos
previamente marcados en ellas. [Ben98, p.30]

En los cultos adivinatorios y en general en contextos don-
de fuese requerida la seleccion aleatoria de resultados, eran
comunes acciones como,

= Agitar las suertes (tabas, palillos, dados, etc.)

» Mirar hacia atrdas en el momento de la seleccion de las
suertes?

= Seleccionar las suertes con la ayuda de un nifio da-
da su pureza, incorruptibilidad y libertad de prejuicios
[Ben98].

Estas acciones parecen tener la intencion de evidenciar, an-
te los ojos del espectador, la no interferencia con el azar en el
resultado de la experiencia aleatoria. Es decir, la no interven-
cién humana en la expresion de la voluntad divina. En rela-
cién con la prediccién, hemos de mencionar que ésta se cons-
tituy6 en una instancia culturalmente aceptada para lidiar con
la incertidumbre en los variados escenarios de la vida misma.
Por ejemplo, la consulta a los ordculos como medio de co-
municacién entre los dioses celestes y los hombres fue muy
relevante, dado que,

mas alld de la esfera privada, [...] gran parte de la
actividad adivinatoria, tanto en Grecia como en Ro-
ma, se referfa al gobierno de la ciudad y a las distin-
tas acciones —politicas, comerciales o militares—
que se fueran a emprender. [Her09, p.300]

2En el II canto de la Iliada de Homero encontramos un ejemplo de ello
“Héctor, hijo de Priamo, y el divino Ulises midieron el campo, y, echando
dos suertes en un casco de bronce, lo meneaban para decidir quién seria el
primero en arrojar la broncinea lanza. Los hombres oraban y levantaban las
manos a los dioses. [...] El gran Héctor, el de tremolante casco, agitaba las
suertes volviendo el rostro atrds: pronto salté la de Paris”.

En otras palabras, para los griegos, el 4mbito sobrenatural
representado por los dioses y el &mbito natural como aquello
terrenal y humano se encuentran relacionados consustancial-
mente. Asi que toda decisién, publica o privada, pasaba por el
consentimiento de los dioses mediante actos de vaticinio. Uno
de los ejemplos mds significativos de esto, lo encontramos en
el ordculo consagrado al dios Apolo en Delfos, el cual

Atrafa a griegos y no griegos de todo el Medi-
terraneo. Por un coste bastante alto en forma de
sacrificios obligatorios, cualquier individuo podia
consultar a Apolo y pedirle consejo sobre cuestio-
nes personales (casamientos, carrera personal, via-
jes, favor divino, etc.). [Poml11, p.157]

Asi mismo, en el oraculo de Delfos “las ciudades-estado
también consultaban al dios, solicitando su guia o su ra-
tificacién en cuestiones tan importantes como el envio de
una colonia, conflictos religiosos, o aprobacién de leyes”
[Poml11, p.157]. La respuesta otorgada por el ordculo per-
mitia orientar las acciones del consultante de acuerdo con
la voluntad expresada por la divinidad. De Quincey (citado
en [Her09]) sostiene que, el ordculo de Delfos centralizaba
informacion de naturaleza politica ademds de coordinar de
modo generalizado las deliberaciones del pueblo griego como
una especie de bureau d’administration central. Pues, “al ser
tantos los tiranos, monarcas extranjeros y lideres aristocrati-
cos que consultaban el ordculo, el santuario se convirti en un:
verdadero depdésito de informacidn en torno a las condiciones
politicas reinantes en el mundo entero” [Poml11, p.157]. En
consecuencia, inquirir al ordculo de Delfos como “la fuente
de la mas alta <sabiduria>" [Ger80, p.16], en asuntos legis-
lativos, de gobernanza, de conquista de tierras y para el esta-
blecimiento de ciudades, por los legisladores de la época, era
una préctica frecuente que valida la idea de poder, desde una
perspectiva politica, que parecen legitimar la intercesion de
los dioses en estos asuntos.

En sintesis, los ordculos y la adivinacién fueron reconoci-
dos como la médxima instancia para dirimir controversias y en
general se constituyeron en arquetipos ideoldgicos del pen-
samiento politico, juridico, filoséfico, mitoldgico, entre otros;
ademds de consolidarse como mecanismo de control social y
politico del mundo antiguo [Her09]. Aqui vemos cémo apa-
rece la necesidad de relacionar los asuntos de la vida material
con la vida espiritual en las diferentes esferas sociales y politi-
cas, en particular, aquellas que demarcan lineas de accién de-
limitadas por las leyes aceptadas como divinas. Aqui vemos
como las creencias, en el marco de los SSSC, posicionan a
los dioses como los mdximos conocedores de todas las cosas
reales y todas las cosas posibles, es decir, por encima de las
capacidades humanas. Asi, pues, las deidades se encuentran
en una especie de supra nivel ordenando el universo y diri-
giendo los hilos del destino de la humanidad. Esta concepcién
lleva en si una consciencia de “la naturaleza variable, preca-
ria, fragil e incierta de la condicién humana” [dIROS, p.24],
que acepta la imposibilidad del hombre para acceder a una
condicién divina. El mundo, es visto desde una dptica reli-
giosa en un sentido mistico como la dualidad entre lo celeste
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y lo terrenal. Esta cuestion, provoca una interpretacién de la
realidad como incuestionable en tanto es dada por los dioses y
no como producto humano de su devenir histérico y cultural.
El hombre se presenta en un estado de sujecion y subordina-
cién a lo divino, y, en consecuencia, la realidad se plantea en
sentido contemplativo.

Lo que estamos planteando aqui en términos del encuen-
tro del hombre griego con el azar no se trata del aspecto es-
tocdstico de lo fortuito sino de “la vivencia significativa de
lo incomprensible y el intento discursivo de configurar narra-
tiva y explicativamente la existencia, entendiendo ésta como
sintesis finita e inestable entre aquello que decidimos y aque-
llo que sin mas nos pasa” [dIROS8, p.37]. En este sentido, las
situaciones afectadas por el azar con las que el ser humano
se fue topando en el dia a dia en relacién con lo incierto fue-
ron interpretadas como esa “fuerza extraia de origen magi-
co, [que] refleja la suerte ciega o destino” [Car03, p.5]. Asi
el azar, fue concebido como algo incomprensible en términos
de las causas que lo rodean, que escapa al control humano y
se aferra categéricamente a unas formas de ver y entender el
mundo por la via de interpretaciones mégicas o miticas. Es-
tas interpretaciones aparecen dentro de los SSSC que orientan
el pensamiento y las acciones de los individuos, delimitando
imaginarios individuales y colectivos, en este caso, en cone-
Xién con lo divino. A este respecto, el historiador y antropdlo-
go frances Jean-Pierre Vernant [Ver91, p.10], afirma que,

Lareligion griega no constituye un sector aparte en-
cerrado en sus limites y que se superpondria a la vi-
da familiar, profesional, politica o de ocio sin con-
fundirse con ella. Si podemos hablar de “religion
civica” para la Grecia arcaica y cldsica, esto signi-
fica que lo religioso queda incluido en lo social y
que, reciprocamente, lo social, en todos sus niveles
y en la diversidad de sus aspectos, estd penetrado de
lado a lado por lo religioso.

Vernant, sugiere la mutua constitucién entre lo social y lo
religioso en donde los actos de adivinacién y vaticinio po-
nen al centro la posibilidad de la manifestacién de un mundo
que se presenta, en principio, invisible a la experiencia hu-
mana. Esa idea de invisibilidad o inmaterialidad del azar y
la incertidumbre se relaciona con la imposibilidad de expli-
car las causas que provocan un acontecimiento fortuito so-
portado en cierto halo méagico o divino que envuelve el suce-
so [Car03]. Es decir, aparece un juego de revelacion de aque-
llo que esta oculto y que aparece ente nuestros ojos, frecuen-
temente a través de los rituales, en presencia de la incertidum-
bre [Ger80], como causalidad divina.

Notamos que el azar hace parte de la vivencia del ser hu-
mano en el mundo ante acontecimientos fortuitos, sucesos es-
pontaneos o decisiones inciertas. Sin embargo, “para el mun-
do primitivo no hay hechos fortuitos, hay causas desconocidas
que, ante la ausencia de justificaciones para su existencia, se
relacionan, con lo magico o lo divino” [Car03, p.7]. Verdad y
supersticion se entremezclan en la necesidad humana de en-
tender la realidad.

5. El azar: sorteo y democracia

La civilizacién griega estaba compuesta por sujetos libres
y esclavos. En la categoria de sujetos libres habia quienes ca-
recian de derechos politicos. Asi mismo, dentro de esta cate-
goria se encontraban los denominados ciudadanos, sujetos li-
bres, en particular varones (mujeres y nifios fueron considera-
dos ciudadanos “de hecho”, carentes de los derechos politicos
de entonces) de padre y madre atenienses, quienes gozaban de
derechos politicos que les permitian participar en los asuntos
publicos con posibilidad de elegir y ser elegidos para ocupar
cargos gubernamentales.

La ciudad de Atenas fue testigo de la emergencia primi-
genia de la democracia en donde la seleccion aleatoria por
sorteo desempeiié un rol fundamental [Sinl1]. Bajo la tutela
de Clistenes (570 a. C.-507 a. C) aparecen los fundamentos
de una nueva legislacién con base en la igualdad de todos los
ciudadanos atenienses ante la ley sin distincién de origen, es
decir la isonomia [Mos71]. Crea tribunales (la Heliea) y con-
sejos (la boulé) de cardcter democratico en contraposicién a
los consejos aristocraticos (el aerdpago) los cuales poco a po-
co fueron perdiendo protagonismo con el florecimiento de la
democracia como consecuencia de la instauracién de la asam-
blea del pueblo, la remuneraciéon econdémica diaria para los
miembros del Consejo y la seleccién por sorteo de jurados pa-
ra los tribunales populares bajo criterios de igualdad [Sin17].
Las instituciones gubernamentales eran pocas y sencillas. El
consejo boulé estaba constituido por los jefes locales y el cau-
dillo supremo quienes definian la politica de todo el pueblo
démos. El presidente basiletis lideraba los debates, posterior-
mente sus decisiones eran presentadas a la asamblea del pue-
blo ekklesia, produciendo un debate abierto a fin de llegar a
consensos entre los jefes y el pueblo [Pom11]. La vida en Ate-
nas se encontraba en fuerte relacion con la actividad politica.
Los aspectos del ideal democratico delineaban la posibilidad
de los ciudadanos de relacionarse politicamente en una idea
de autogobierno igualitario con participacién rotativa y equi-
tativa en las decisiones legislativas y juridicas en el evitamien-
to de monopolio del poder, pues

la institucidn de [...] retribucién de los cargos publi-
cos ha permitido a todos, cualquiera que sea su ori-
gen o su fortuna, participar directamente en la vi-
da de la ciudad, y, al menos un dia en su vida, to-
do ateniense puede presidir la Asamblea politica
de la ciudad y desempeiiar el cargo de jefe supre-
mo. [Mos71, p.22]

Para la consolidacion de la democracia, las instituciones
en Atenas tenian a su disposicion tres procedimientos a) la
ekklesia o asamblea del pueblo; b) las elecciones; c) la elec-
cion por sorteo [Sinl7]. No obstante, en el libro IV de La
politica Aristételes afirma que “parece ser democritico que
los cargos se den por sorteo, y oligdrquico que se den por
eleccion” [Ari88, p.244] , refiriéndose al esquema de combi-
nacioén de unos y otros en el modelo politico griego. En par-
ticular, podemos inferir desde esta postura, que mediante la
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seleccion por sorteo podia expresarse la esencia democradtica,
en libertad de prejuicios o nepotismo, por cuanto todos o la
mayoria de los ciudadanos podian participar en igualdad de
condiciones.

El proceso de eleccidn realizada por sorteo en Grecia se en-
contraba en relacion con la idea de democracia [Pom11]. Por
ejemplo, la boulé, se elegia anualmente y estaba conformado
por 500 ciudadanos. En €l habia participacion representativa
de cada una de las diez tribus “una especie de distrito cuyos
contornos también se determinaron inicialmente mediante el
método del azar”? [Sinl1, p.42], en que se dividia Atenas pa-
ra ese entonces. De este modo, se contaba con la concurrencia
de cincuenta ciudadanos mayores de 30 afios por cada una de
ellas. Los cargos dentro de la boulé, como el del presidente,
eran rotativos determinados por sorteo. Segiin, Pomeroy “el
hecho de recurrir al sorteo para decidir la composicién de la
boulé de cada afio fue un elemento democrético trascendental
del sistema de Clistenes” [Pom11, p.207].

Ademds de la constitucién de la boulé, los cargos relacio-
nados con la mayoria de las magistraturas, jueces y la consti-
tucion del nomothetai (asamblea aprobatoria de las leyes de-
terminadas por la asamblea general), también eran determi-
nados por sorteo en consecuencia “el significado del uso del
sorteo se transforma completamente con el florecimiento de
la democracia, que sistematiza su uso™ [Sin11, p.41]. Es na-
tural, en este punto, reconocer que el pueblo ateniense estaba
relacionado con el uso del sorteo con dados y con el ordculo,
sin embargo, se reservé el uso de un aparato, el kleroterion,
que seleccionaba al azar los nombres de los ciudadanos que
participarian en una institucién o su cargo en ella.

El kleroterion era un artefacto de piedra cuya estructura
disponia de ranuras horizontales distribuidas en filas y colum-
nas, ademads, de contar con un tubo en cuyo interior se deposi-
taban bolas blancas y negras para el sorteo. De acuerdo con el
procedimiento reiterativo, se aceptaba o rechazaba a todos los
participantes de toda una fila, dependiendo del color de la bo-
la que saliese en la parte inferior. El kleroterion (mdquina de
sorteo, ver Figura 1) fue utilizado para menesteres judiciales
y politicos materializando y reforzando el ideal democratico
de isonomia [Sinl7].

Figura 1: Kleroterion. Ubicacién: Museo del Agora
Antigua en Atenas. Tomado, de Mollerus, S. (2009).
https://commons.wikimedia.org/wiki/File: AGMA "Kleroterion.

3Traduccién propia.
4Traducci6n propia.

Los ciudadanos pasaban al frente e insertaban su pinakia
(una placa de bronce que los identificaba, ver Figura 2), en
cualquiera de las ranuras dispuestas en el kleroterion otorgan-
do la misma posibilidad a todos los ciudadanos participantes
de ser elegidos, una asignacién dejada al azar [LR17]. Asi
que, el uso de este artefacto con su inherente componente
aleatorio evitaba lidiar con la corrupcién y manipulacién de
resultados [Guil9].

2:
en

Museo  del
de Marsyas

Agora
(2005).

Ubicacion:
Tomado,
https://commons.wikimedia.org/wiki/File: AGMA 'Pinakia.jpg

Pinakia.
Atenas.

Figura
Antigua

En el contexto presentado se muestra una intima relacién
del azar con la equidad, algo asi como una especie de justicia
natural para todos los ciudadanos. El uso de artefactos para
la seleccién aleatoria por sorteo pretende asegurar median-
te un protocolo experimental que cada seleccidn se realizard
bajo las mismas condiciones de igualdad de posibilidades mi-
nimizando el control humano de las condiciones materiales
ante la mirada de los ciudadanos in situ. El ideal democrético
ateniense se materializaba mediante aspectos como: “la selec-
cién por sorteo, rotacion de mandatos, igual participaciéon en
la vida politica, rendicién de cuentas de los cargos publicos,
el lugar central de la asamblea del pueblo o del consejo, la
deliberacién en la esfera publica” [Sinl7, p.29].

El azar siempre presente en situaciones de incertidumbre,
muda de una connotacién magica y adivinatoria en sentido
teoldgico a una connotacién de igualdad en sentido seglar
otorgando la posibilidad de convertir a cualquier ciudadano
en magistrado responsable [Mos71]. El poder que antes esta-
ba determinado por las deidades ahora con la instauracién de
la democracia se traslada a los ciudadanos en una idea de par-
ticipacion, reflexion y accidn igualitaria en asuntos publicos.
En el sentido de los SSSC esta mudanza obedece a la nece-
sidad humana de establecerse en libertad de los dioses y se
constituye en un esfuerzo germinal de pensar en una socie-
dad igualitaria, aunque en principio, se trata de igualdad entre
ciudadanos y no cobija a esclavos, mujeres nifios y hombres
libres sin derechos.

El movimiento filosdfico de los sofistas pone en tela de
juicio el origen de las leyes y los gobiernos. Su impor-
tancia radica en que “los pensadores liberaron a los hom-
bres de las supersticiones y trabas de la moral convencio-
nal” [Mos71, p.22], sugiriendo el replanteamiento de aquello
considerado como verdades universales aceptadas hasta en-
tonces.

Si las leyes son puras convenciones creadas por el
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hombre y si en un determinado momento se hallan
en conflicto con las leyes naturales, entonces es ne-
cesario replantearlas. Y no se trata solamente de re-
plantear las leyes morales, sino también y funda-
mentalmente de las Nomoi, las leyes de la Ciudad.
Estas leyes, que la tradicién atribuia a legisladores
omniscientes, no son, en realidad, mds que simples
leyes del momento y de la época que las cre6. Una
determinada ley, buena para una ciudad, no lo es
para otra; lo que aqui es justo no ha de serlo nece-
sariamente en otro lugar. En ultimo extremo, este
replanteo de todas las leyes lleva a la misma nega-
cion de los dioses. [Mos71, p.24]

El término nomoi hace referencia al némos, que en gene-
ral, se encuentra en relacion con las costumbres locales, usos
o manera de hacer, derivadas de la tradicién, que se anclan a
un sistema de valores especifico que les otorga legitimidad.
Hab{a nomoi social, juridico, religioso, entre otros, que dis-
tinguian los limites y dictaminaban las normas de accién de
la comunidad. “En una sociedad que llevaba siglos existiendo
sin una ley escrita, la linea divisoria que separaba el nomos le-
gal y el nomos convencional era muy borrosa y estaba basada
en la tradiciéon” [Pom11, p.299]

Asistimos, a una transformacién en la cosmovisién griega
que no abandona la veneracion a los dioses y la concurrencia
del pueblo a los templos. La humanidad, se “libera” del nexo
divino como la inagotable, perfecta e irrefutable fuente de sa-
ber y autoridad. La negacién de los dioses en lo concerniente
alas leyes que dictaminan las costumbres de hacer, las nomoi,
restituye al ser humano su participacién en la constitucion de
su realidad. El mundo ahora es visto a través de un prisma te-
rrenal en donde se establece que las leyes son cuestionables,
modificables y producidas por el hombre. Dicha modificabi-
lidad se establece en consonancia con aquello que potencie la
satisfaccion de las necesidades colectivas, es decir, en benefi-
cio de la comunidad. El poder y la regulacién de los pueblos
ahora corresponde a los hombres. A partir de la idea de demo-
cracia la realidad emergente es interpretada desde un punto de
vista activo y participativo, que, aunque limitada a los ciuda-
danos, otorga poder decisorio a los hombres. Las nomoi, en-
tonces, pueden entenderse aqui como esos SSSC que mode-
lan las formas de entender la realidad y las pricticas sociales
dentro de una compleja trama de “sistemas simbdlicos que la
organizan de una u otra forma” [Rad14, p.62]. Los individuos
se presentan en sujecion a las nomoi en tanto estas determi-
nan sus maneras de pensar y actuar en diferentes contextos
de la vida diaria publica y privada. Sin embargo, el impacto
mayor, tiene que ver con la posibilidad de su modificabilidad
en términos de tiempo y espacio. De modo que la satisfaccion
de las necesidades colectivas aparece como producto de un
trabajo humano consensuado.

Por ejemplo, la configuracién de la boulé asociada a la
eleccion de sus miembros por sorteo aleatorio mediante el uso
del kleroterion, se constituye en formas de proceder cultural-
mente aceptadas y determinadas para producir y reproducir
la vida material y espiritual [Rad14]. Este no es un asunto

menor. Pues la forma de gobierno instaurada por Clistenes al
poner su fundamento en la idea de igualdad de los ciudadanos
ante la ley, precisa de un mecanismo que asegure la isonomia.
Para revestir al acto de neutralidad, cada eleccion en el klero-
terion ocurrird con intervencién del azar. En este sentido, los
resultados de seleccién por sorteo ponen de manifiesto, que lo
fortuito es una caracteristica del mundo material en aquellas
situaciones que no admiten certeza absoluta acerca del porve-
nir [Car03]. El azar aparece aqui como modo fundamental y
culturalmente aceptado de garantizar la igualdad al suprimir
toda posibilidad de manipulacién y/o control de la experiencia
aleatoria. De acuerdo con Cardefioso y Azcarate [Car03, p.7],
Aristételes,

explica el Azar como el encuentro imprevisto de
procesos causales independientes, es una mera apa-
riencia que atafie a las cosas de la naturaleza y a las
humanas, nunca a las celestes, a las que considera
de otra categoria y pertenecientes a lo que llama el
mundo supralunar, donde no existe indeterminacién
alguna.

Pero estas ideas no aparecen en el vacio. Se encuentran
atravesadas por la influencia de la divinidad en la cosmovi-
sién griega. En tanto, las fuerzas causales que intervienen en
un suceso (ejemplo: seleccion aleatoria de jurados) se encuen-
tran mds alld del alcance y control del hombre. Es decir, el
universo se entiende como gobernado por una secuencia de
causas necesarias, que determinan la comprension ultima de
la realidad. Asi, Tyché es vista como la personificacién del
azar y la fortuna, siendo responsable de eventos inesperados
de bienaventuranza o infortunio; mientras que, Ananké perso-
nifica lo inevitable y la necesidad como la fuerza del destino,
responsable de eventos previsibles e inevitables. Aqui nota-
mos que el azar es justificado desde la dupla necesidad/azar,
que aparece como un imperativo presente en la experiencia
humana [Car03]. La necesidad se vincula con aquello que re-
sulta inevitable, explicando los sucesos por medio de causas
necesarias; mientras que el azar es considerado como aque-
llo que se desliga de una necesidad aparente en situaciones
contingentes. Este ultimo, es el caso de la seleccién por sor-
teo para cargos gubernamentales. Esta idea de convergencia
de causas inciertas presente en el kleroterion para la eleccién
o no de ciudadanos, obedece a Tyché, como la fortuna impar-
cial que sonrfe a unos u otros. Esta imparcialidad en términos
de la designacion azarosa del sorteo brinda confianza en la
manera justa de elegir al procurar la igualdad entre ciudada-
nos. En suma, el azar emerge “como algo desconocido, [que]
es explicado como un simple reflejo del cruce inesperado de
un conjunto de hechos que son producto de causas necesarias,
establecidas por series causales independientes” [Car03, p.8],
e inexplicables. Surge entonces una idea en concordancia con
la casualidad en términos de la conjuncién de condiciones que
no son posibles de evitar o presagiar en la experiencia aleato-
ria.
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6. El azar: incertidumbre y juego

El filésofo e historiador Johan Huizinga, en su obra Homo
Ludens precisa una concepcién del juego, en general, como
fenémeno cultural. La presencia del juego en la experiencia
humana es entendida, entonces, “como una forma de acti-
vidad, como una forma llena de sentido” [Hui54, p.11]. En
todas las culturas existen diferentes y muy variados tipos de
juegos [Bis98]. Una interesante caracteristica es que “perma-
nece en el recuerdo como creacién o como tesoro espiritual,
es transmitido por tradicion y puede ser repetido en cualquier
momento” [Hui54, p.18] pasando de generacién en genera-
cién al reproducir su estructura interna y externa. As{ mismo,
en la experiencia humana con el juego se evidencia la dimen-
sién emocional. Por ejemplo, la tensién experimentada por el
jugador estriba en la incertidumbre del desenlace. El juego es
ante todo movimiento, solaz, diversion, involucramiento, in-
tercambio de energia, disfrute, historia de actividad lddica de
los individuos. En €], se encarna la capacidad creadora huma-
na que lleva la impronta de su actividad. En general, desde
una postura antropoldgica, el juego es una actividad humana
que revela la cosmovisién colectiva que atraviesa los contex-
tos sociales y culturales [Corl1b].

En relacién con los juegos de azar hemos de mencionar
que el hombre se ha topado con ellos desde tiempos remotos.
Segtin David [Dav55], resulta dificil determinar con exactitud
cuando el ser humano empez6 a jugar juegos de azar. Sin em-
bargo, los hallazgos arqueolégicos corroboran que, por ejem-
plo, en Grecia y Roma este tipo de juegos eran muy populares
(por ejemplo, el juego con dados, con tabas, cara y cruz: en
Grecia nyx e hemera y en Roma capita aut navia). La fasci-
nacion por los juegos de azar estd impregnada por la incerti-
dumbre que aparece en torno a los resultados de este y a los
giros insospechados que el juego puede tomar. Indicios de la
familiaridad del hombre con esta actividad lidica de carécter
fortuito pueden encontrarse en algunos apartes de la literatura
antigua. Por ejemplo, en el canto 23 de la Iliada de Homero,
aunque no se dan detalles, si se menciona que por un fuer-
te enojo durante el juego de la taba Patroclo le quita la vida
involuntariamente al hijo de Anfidamante.

Al parecer, los juegos de azar se encontraban en vinculo
con apuestas sin distincioén de clases sociales. A este respec-
to, el historiador romano Suetonio en su obra Vida de los doce
Césares, en mencion a Caligula comenta que este se lucraba,
entre otras, con las ganacias procedentes de los juegos de da-
dos. De igual manera relata, de Augusto que,

Su fama de jugador de dados no le preocup6 lo mas
minimo y jugaba desenfadada y piblicamente por-
que le causaba placer. Incluso, siendo ya anciano,
ademds de en el mes de diciembre, jugaba también
en los otros meses, tanto en los dias de fiesta como
en los no festivos. [...]. En una carta autégrafa, es-
cribe: «Anoche cené, mi querido Tiberio, con los de
siempre. Como invitados vinieron Vinicio y Silio,
el padre. Durante la cena jugamos, como viejos que
somos, tanto ayer como hoy. Al lanzar los dados,

cuando uno sacaba el “perro” o el “seis”, poniamos
en el bote un denario por cada dado y, el que sacaba
“Venus”, se lo llevaba todo>. [Sue08, p.133]

Aunque la practica de los juegos de azar fue muy conoci-
da, llama la atencién la no existencia de algiin tipo de manual
de reglas y procedimientos de los juegos, cuestiéon que hace
suponer que las reglas, los roles de los participantes, los mate-
riales requeridos para el juego etc., pasaban de una generacién
a otra por tradicién oral [Fer07]. Cicerén en el libro I y II so-
bre la adivinacion presenta sus reflexiones acerca del azar y la
adivinacién. En uno de sus apartados, cuestiona a Carnéades
sobre la casualidad de un evento haciendo referencia al juego
con tabas,

(Puede producirse por casualidad una cosa que al-
berga en si todos los atributos propios de la verdad?
Al tirar las cuatro tabas se obtiene por casualidad
una jugada de Venus; ;piensas que también por ca-
sualidad saldran cien jugadas de Venus, al tirar cua-
trocientas tabas? [Cic99, p.59]

De igual manera, en el libro II, Cicerén en relacién con
la adivinacién mediante interpretacion de tablillas menciona
“.qué es una tablilla? Lo mismo, mds o menos, que jugar a la
morra, tirar las tabas o las téseras, cosas en las que interviene
el azar y la casualidad, no el razonamiento y la deliberaciéon”
[Cic99, p.221]. Aqui, por ejemplo, se mencionan tres juegos
de la época en los cuales hay intervencion directa del azar.
Podemos notar entonces no solo la familiaridad con este tipo
de actividades lddicas de caricter fortuito sino a su vez toma
de consciencia de la intervencion del azar en ellas.

En cuanto a las tabas, juego muy popular en la antigiiedad,
se llevaba a cabo con huesos de astrigalo de animales pe-
quenos (corderos, cerdo, ovejas, cabras, etc.) que poseen dos
bases curvas y cuatro caras de formas diferentes: una més o
menos plana, otra muy irregular, otra convexa y otra céncava
(ver Figura 3). Los valores asignados a las caras laterales fue-
ron 1 y 6 mientras que a las caras estrechas se asignaron 3 y 4
(los valores 2 y 5 faltaban en el astrdgalo) [Ine99]. Asi mismo,
se recurria al uso de imitaciones de tabas en materiales como
piedra, arcilla, vidrio, marfil, etc. El primigenio juego de azar
con astragalos consistia en lanzar al aire cuatro de ellos obser-
vando las combinaciones obtenidas en las caras superiores. Se
sabe que se trataba de treinta y cinco combinaciones posibles
(con repeticién). La peor combinacién, que era llamada perro
o buitre, probablemente se atribuia cuando las cuatro caras ob-
tenidas tenfan valor 1, mientras que el mejor, se denominaba
Venus o Afrodita y se revelaba cuando las cuatro tabas caian
en caras diferentes [Dav55]. Conviene subrayar que las tabas
cuentan con cuatro caras de formas diferentes, la probabilidad
de obtener una u otra también es distinta a diferencia de los
dados. Ineichen [Ine99] realiz6 una modelacién aproximada
de forma empirica (con tabas modernas) llegando a establecer
una probabilidad aproximada del 10% para 1y 6, y del 40 %
para 3 y 4. La probabilidad aproximada de obtener Venus es
de 3,8 % y perro 0,01 %. No obstante,
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parece que ni los griegos ni los romanos hicieron
nunca tales observaciones y tales célculos. Y en re-
lacién con los juegos de azar nunca se habl6 de
“probabilidad”. — Pero conocian bien el efecto del
azar, el efecto de la fortuna, y se puede ver que para
los griegos y los romanos la caida de los huesos -o
de los dados- era la imagen de un acontecimiento
fortuito, accidental, imprevisto. [Ine99, p.7]

Figura 3: Izquierda: Tabas. Tracia, siglo III a. C. De-
recha: Dos mujeres jugando a las tabas, Terracota, si-
glo IV a. C. Ubicacién: Museo Britdnico, Londres. Toma-
do, de https://domus-romana.blogspot.com/2019/07/alea-1os-
juegos-de-azar-en-la-antigua.html

Las tabas, entonces, parecen ser precursores de los dados
como producto del desgaste generado, por su uso en el juego,
que tendia a tomar forma aproximadamente ctbica. El dado
mds antiguo fue hallado al norte de Irak alrededor del tercer
milenio a. C., estd construido en cerdmica y la distribucién
de los puntos difiere de los dados actuales, pues estaban dis-
puestos de tal forma que en las caras opuestas se encontraran
en orden consecutivo (2 frente a 3, 4 frente a 5 y 6 frente a
1). Los dados imperfectos o manipulados de la época omitian
algin valor o duplicaban otro, también habia dados con pe-
quenos agujeros en donde se introducia una esfera para que
el dado adquiriera la tendencia a caer de forma predetermina-
da [Dav55].

Ya en la antigiiedad se reconocia que los resultados obte-
nidos al lanzar dados al aire evidenciaba resultados aleatorios
teniendo como protagonista el azar. De modo que no es de ex-
trafiar que los jugadores idearan estrategias que les permitie-
ran obtener ciertos resultados en el lanzamiento de los dados
para su beneficio. Asi que, para eliminar cualquier posibili-
dad de sesgo o de fraude, en el juego de azar con dados, ya
fuese por la destreza del jugador en el lanzamiento (adquiri-
da por la prictica) o por tener un dado cargado por presentar
deformidades, huecos en su interior o algtn tipo de huellas
0 marcas en sus caras, los romanos idearon la turricula. La
turricula (ver Figura 4) consistia en una sucesién alternada de
laminas inclinadas fijadas dentro de una pequefia torre. Los
dados se introducian en la parte superior de la torre, a conti-
nuacion estos rebotaban en las ldminas internas y finalmente
salfa por una abertura dispuesta en la parte inferior [Par19].
Este peculiar artefacto impedia cualquier maniobra de con-
trol, por parte de los jugadores, sobre los dados manteniendo
la imparcialidad y justicia en los resultados.

Figura 4: Izquierda: Turricula. Torre de dados de
Vettweiss-Froitzheim, romana, siglo IV d. C. Ubi-
cacion: Rheinisches Landesmuseum, Bonn. Tomado,

de https://commons.wikimedia.org/wiki/File: Vettweiss-
Froitzheim Dice Tower.jpg. Derecha: Jugadores de dados
con turricula. Ubicacién: Antioch Expedition Archives,
Department of Art and Archaeology, Princeton University.
Tomado, https://flashbackarchaeologica.es/turricula-nuevo-
artefacto-flashback/

Aunque la practica del juego con tabas y dados en las ci-
vilizaciones antiguas fue muy difundida en las diferentes es-
feras sociales (Bennett, 1999), parecen no haberse topado con
el saber en relacion con la frecuencia relativa en torno al lan-
zamiento de dados que, en particular, tiende a estabilizarse
en un nimero importante de lanzamientos (en un dado bien
construido en donde los resultados son equiprobables). Llama
particularmente la atencién que los eruditos de la época no
se hubiesen ocupado de estudiar un dado cibico asignando el
mismo peso a cada cara por cuanto los antiguos griegos ya
se habian familiarizado con los poliedros regulares convexos,
entre ellos, el cubo (David, 1955). Segiin Mateos-Aparicio “el
no advertir la equiprobabilidad de los resultados elementales
en dados equilibrados, fue una de las causas de que el desa-
rrollo del calculo de probabilidades se retrasara durante si-
glos” [MAO2, p.2], pues es sabido que ni en Roma ni en Gre-
cia se trat6 el problema de los juegos de azar desde un punto
de vista axiomatico (como se hizo en Grecia con los Elemen-
tos de Euclides en geometria), ya que la intervencién de la
incertidumbre se alejaba del interés de la época: la busqueda
insistente de la certeza, de la verdad absoluta [Corl1a].

La no percepcién de la equiprobabilidad obedecid, posi-
blemente, en primer lugar a los defectos de uniformidad pre-
sente en los dados de la época y en segundo lugar a la relacién
del uso de estos artefactos en ceremonias de adivinacion y las
creencias culturales asociadas. Asi, por ejemplo, la prediccién
del resultado del lanzamiento de un dado no fue posible en las
culturas antiguas, fundamentadas en el determinismo, puesto
que se consideraba la imperante intervencién divina en situa-
ciones de incertidumbre [MAOQ2]. En este sentido,

parece razonable inferir que el misterio y el temor
que la ceremonia religiosa otorga al sorteo con fines
adivinatorios impediria a las personas especular de-
masiado al respecto. Cualquier intento de predecir
el resultado de una tirada podria interpretarse, sin
duda, como un intento de predecir la accién de la



Paskin Matematico Vol. 6 No 1 (2024) 34-44.

43

deidad en cuestion, y cabria esperar que tal acto de
impiedad trajera consigo mala suerte. [Dav55, p.8]

En sintesis, los juegos, en sentido general, aparecen como
una actividad de divertimento que es creativa e inventiva. Su
forma organizada de desarrollo presenta un caricter estético
cuyo aspecto se traduce en el equilibrio de las reglas. De igual
manera, el juego lleva en si una carga ética en tanto se espera
que los participantes, ain en medio de la tensién generada por
el juego, se mantengan dentro de las reglas y limites permiti-
dos, como una analogia de las fronteras explicitas e implicitas
que demarcan los SSSC en la vida real. El juego aparece en
respuesta a la satisfaccion de una necesidad humana de diver-
timento que involucra la dimensién emocional de la cual es
imposible sustraerse. En el juego, asi como en cualquier ac-
tividad, los sujetos necesitan organizarse y establecer formas
de relacion con el otro las cuales se encuentran en atencion a
las reglas o normas que van a regular las acciones de los ju-
gadores durante el desarrollo de este en tiempo y espacio. Por
otra parte, la incertidumbre presente en los juegos de azar se
manifiesta como un componente de la vida misma. Un com-
ponente que hace parte de la cotidianidad del ser humano. De
acuerdo con Fernandez “Los juegos de azar desde siempre han
sido muy populares, y en épocas y ocasiones perseguidos. En
Roma el juego alcanzé tal importancia e incidencia en la vida
social que llegé a prohibirse en determinadas ocasiones y épo-
cas del afio” [Fer07, p.8]. Asi, la actividad lddica alrededor de
los juegos afectados por el azar se encontraba estrechamente
vinculada a las dindmicas culturales y a las reglas sociales que
perfilan aquello que es licito y bien visto y lo que no lo es en
vinculo con las creencias deterministas del mundo como re-
gido, organizado y dictaminado por los dioses. No obstante,
aunque los juegos de azar hicieron parte del dia a dia de las
civilizaciones antiguas de forma generalizada, parece que el
asunto de la incertidumbre escapaba del interés de los eruditos
de la época pues, por ejemplo, los antiguos griegos “insistian
en encontrar la verdad absoluta y se revelaban en contra de to-
dos los pronunciamientos inciertos” [Corl1a, p.35]. Esto tie-
ne que ver con las ideas constitutivas acerca de la naturaleza
del mundo como fundamentalmente regida por los dioses y
en consecuencia incuestionable. De modo que el hombre aqui
no aparece en su libre arbitrio sino sujetado al designio de los
dioses.

7. Sintesis final

La experiencia del ser humano con lo incierto ha estado
presente a lo largo de la historia. Nuestra percepcion de los
fendmenos afectados por la incertidumbre ha dependido en
gran medida de los sistemas semidticos de significacioén cul-
tural que nos capacitan con categorias discriminatorias en re-
lacion con la verdad, lo bello, lo bueno, etc., permitiéndonos
interpretar y comunicar el mundo que nos rodea.

Dado que estos SSSC se encuentran en constante mo-
vimiento y cambio, nuestras formas de comprender el azar
varian de acuerdo con la época y la cultura. Es asi como, por

ejemplo, los ordculos y los sistemas de adivinacion, la crea-
cion artefactos aleatorios, entre otros, se configuran en esfuer-
zos del ser humano por interactuar con lo incierto y, ademas,
como un intento por comprender el azar como la expresién de
lo indeterminado [Car03]. De acuerdo con Radford,

Las formas de pensar de los individuos, cémo sien-
ten y expresan sus sentimientos, lo que hacen, ima-
ginan, esperan o suefian, estin profundamente en-
trelazadas con la cultura o culturas en las que vi-
ven. Una de las consecuencias es que los individuos
se ven profundamente afectados por sus culturas,
tanto en lo que llegan a conocer como en la forma
en la que llegan a ser. [Rad21, p.205]

De este modo, en la incesante btisqueda del saber, el ser
humano ha encontrado en la incertidumbre un escenario com-
plejo que trae consigo el agobio de la no certeza y la no pre-
dictibilidad. Si bien hay acuerdo en la comunidad académica
con relacioén a que la emergencia primigenia del calculo mo-
derno de las probabilidades emerge del intercambio epistolar
del trabajo de Fermat y Pascal unido a las aportaciones de
Hyugens y Bernoulli que constituyen un pilar importante para
el desarrollo de la teoria de la probabilidad, no podemos des-
conocer que existe evidencia del contacto de las civilizaciones
antiguas con el azar y lo probable. Una mirada a las condicio-
nes previas de la probabilidad antes de la modernidad muestra
algo que no es probabilidad pero que fue transformandose en
ello [Hac95]. Es decir, un tratamiento del azar como una vi-
vencia del ser humano para aproximarse a fendmenos intima-
mente ligados a la condicién humana [dIR08]. En los casos
presentados, al entrar en contacto con el azar las categorias
demarcadas por los SSSC que posibilitan el acceso al mundo
desde esquemas de interpretacion, escapan de la racionalidad
de la época por el determinismo imperante. En suma,

la experiencia del azar es una convulsiéon que nos
deja perplejos, una alteracién que nos asusta nos
sorprende y, lo que es mds importante, nos desarma,
esto es, nos priva de la seguridad, la familiaridad y
la normalidad que se derivan del flujo constante de
lo natural en el orden de los acontecimientos y de
lo esperable en el orden de los deseos. Naturalmen-
te, existen diversos grados de intensidad con los que
un evento fortuito puede irrumpir en la vida de un
ser humano —una muerte accidental es incompara-
ble con el encuentro fortuito con quien nos debe
dinero-. Sin embargo, hemos de reconocer que el
interés que despierta el azar aparece principalmente
en casos extremos de implicaciones tanto positivas
como negativas. Es frente a ellos que el ser humano
queda desorientado y, por ende, demanda una expli-
cacion satisfactoria. [dIROS, p.46]
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El Poder de la Ciencia en el Caos

En un mundo devastado por las consecuencias del cam-
bio climatico, donde los vestigios de lo que alguna vez fueron
prdsperas naciones ahora yacen sepultados bajo capas de pol-
vo y desesperacion; los rios, antes caudalosos, ahora son puros
hilos de agua sucia, contaminada y usada para calmar la sed de
los pocos sobrevivientes que vagan entre ruinas y escombros;
los campos que alguna vez fueron fértiles estan ahora marchi-
tos y muertos, incapaces de alimentar a una poblacién que se
reduce cada dia mas. Era indudable que la Madre Tierra es-
taba alzando su voz con un rugido ensordecedor, reclamando
con ira lo que durante tanto tiempo habia sido suyo y que, por
culpa de su nobleza, fue ignorado y explotado sin piedad por
la humanidad. La Madre Tierra llegé a su limite y tal vez, la
unica opcidn era reconocer su supremacia y comenzar a jugar
segun sus reglas.

A pesar de los avances tecnoldgicos que alguna vez fue-
ron promesa de la salvacion de la humanidad, las mentes mas
brillantes se enfrentaban a la realidad de que el dafio causa-
do al planeta era irreversible. Los poderosos, envueltos en su
opulencia y rodeados de lujo, se enfrentaban a la dura verdad
de que su dinero no podia comprar la salvacién. Los refugios
subterraneos construidos con los mds altos estindares de se-
guridad se convirtieron en tumbas para aquellos que alguna
vez se consideraron intocables; mejor dicho, toda una ironia
del destino, pues aquellos que alguna vez estuvieron en la ci-
ma de la sociedad ahora luchaban por sobrevivir en un mundo
que los habia dejado atrds; la desesperacion y el miedo se apo-
deraban de todos, ricos y pobres por igual. Llegé la hora de
aprender de nuevo a respetar el equilibrio delicado de la Ma-
dre Tierra y venerar su poder inquebrantable.

El ser humano, consciente de que cada movimiento en el
tablero geopolitico podia ser una amenaza por agotar los re-
cursos que de por si ya eran escasos, también era consciente
de que las tierras desiertas y estériles podrian contener la cla-
ve para la salvacion, pues podia existir la posibilidad de que
estas albergaran recurs os inexplorados que podrian marcar
la diferencia entre la supervivencia y la extincién. Para los
paises sobrevivientes, la esperanza de un futuro mejor supe-
raba cualquier temor al costo que tendrian que pagar, por lo
que Sionaya, una de las naciones sobrevivientes, inicié una
ofensiva para reclamar un territorio sin duefio, sabian que la
guerra no era una opcidn sin consecuencias y que esta era una
apuesta a raiz de la desesperacion.

Sin embargo, en una carrera por la conquista de ese te-
rritorio, los ejércitos de Sionaya y otros paises se encontra-
ron con ataques de la misma naturaleza, ataques que nadie se
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esperaba, pues tuvieron que enfrentarse a tormentas de are-
na que azotaban sin piedad, generando interferencias electro-
magnéticas que dificultaron las comunicaciones entre ejérci-
tos y paises. Cuando Sionaya logrd pisar la tierra dias después
de lo esperado, pudo notar que no eran los tinicos que se en-
contraban alli, pues ya estaba situado el ejército de Noliba,
que pelearia a toda costa con tal de que no le quitaran ni un
centimetro de la tierra que ellos ya habfan conquistado. Como
ya llevaban un buen tiempo estudiando estos terrenos, el ejer-
cito nolibense logro resistir cada ataque de las fuerzas de Sio-
naya, utilizando tdcticas guerrilleras, emboscadas y trampas
ingeniosas. Mientras pasaban los dias, el ejército de Sionaya
se vefa perdido, se equivocaron al pensar que habian inicia-
do una guerra, cuando ya otra nacién la habia iniciado mucho
antes, dando un giro total a lo planeado, por lo que comenza-
ron a cuestionarse si valia la pena seguir arriesgando vidas y
recursos. Sionaya se encontraba en una encrucijada.

Asi, decidieron retroceder y transmitir a su nacién la ne-
cesidad de una planificacién mds cuidadosa en la seleccién
de territorios. La noticia llegd al gobierno de Sionaya, don-
de se puso en marcha el disefio de un nuevo plan. Esta vez,
optaron por enviar drones y robots insectoides para explorar
las tierras restantes, asegurdndose de que no estuvieran habi-
tadas por humanos que pudieran obstaculizar sus planes de
conquista. Entre las numerosas ideas que surgieron, un grupo
de bidlogos observé con asombro como una familia de pajaros
volaba hacia un horizonte lejano, una visién inusual después
de los estragos del cambio climatico que habian llevado a la
extincién de muchas especies voladoras. Decidieron seguir el
vuelo de estos pdjaros durante varios dias y descubrieron con
sorpresa que siempre migraban a las mismas tierras, sefialan-
do la existencia de regiones donde la naturaleza ain prospe-
raba, lejos de su propio territorio. Este hallazgo encendié una
luz de esperanza en medio del caos y la desolacién, pues in-
cluso en el mundo en el que estaban, estos pdjaros mantenian
su antiguo instinto para encontrar tierras fértiles y seguras.

Intrigados por este descubrimiento, los bi6logos de Siona-
ya se sumergieron en una investigacion mas detallada sobre el
comportamiento migratorio de los pdjaros y las razones detras
de su eleccién de destino. Mapearon las rutas migratorias, es-
tudiaron los patrones climdticos y analizaron la disponibili-
dad de recursos en las areas de destino. Durante meses, los
cientificos observaron pacientemente el vuelo de las aves en
las tierras a las que solian migrar, registrando meticulosamen-
te las coordenadas de las aves en cada paso del tiempo.
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Cuando tabulaban estos resultados, se encontraban con gréficas como las siguientes:

Coordenada Y

30

20

Coordenada Y

-60 -40

Coordenada X

De modo que comenzaron a notar un patrén intrigante en
la forma en que los pajaros se desplazaban a través del cielo,
pues en lugar de seguir una trayectoria predecible y uniforme,
sus movimientos estaban marcados por saltos largos e infre-
cuentes, seguidos de periodos de calma relativa. Todo parecia

-20 0 20
Coordenada X

indicar que este comportamiento era consistente con el mo-
vimiento de Levy, una forma de movimiento aleatorio que se
caracteriza por su naturaleza impredecible y sus saltos inusua-
les.

Ademads de analizar la trayectoria de los pdjaros en el plano bidimensional, también analizaron su posicién (metros) en
funcién del tiempo (minutos), siendo mas facil para ellos el andlisis de los datos registrados:

Mevimiento de los péjares en funcién del tiempo

Trayectoria de los péjares en el plane bidimensional
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Emocionados, se propusieron utilizar la funcién matemati-
ca que modelara con la mayor precision, la trayectoria de vue-
lo basada en el movimiento de Levy, logrando realizar simula-
ciones computarizadas que reproducian fielmente el vuelo de
los péjaros. La funcién de densidad de probabilidad es descri-

ta como
¢ 1 _< _
— 2(x—,
p(x,[,L,c)— 27fx3/26(( “)u

siendo x la variable aleatoria, it el punto central de la distri-
bucidn y c el pardmetro de estabilidad.

Dicha funcién no solo capturaba la aleatoriedad y los saltos
inusuales en el movimiento de los pajaros, sino que también

20 40 60 80 100
Coordenada X
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proporcionaba informacién valiosa sobre la distribucién de re-
cursos en el drea. Para ajustar u, fue necesario fijar un punto
en una de las regiones donde los pdjaros solian emprender
su migracién, un punto que se equiparara a las coordenadas
(0,0); y por el comportamiento de las trayectorias, ¢ tendria
un valor igual a 1,5, dando cuenta de los movimientos mo-
deradamente recurrentes, pero con saltos de gran amplitud,
que estos animales ejecutaban al explorar territorios dispersos
en su busqueda de sustento, mientras abarcaban distancias de
significativa magnitud. Quién sabe, quizds en un porvenir cer-
cano, este coeficiente descienda, porque los péjaros habrian
discernido ya los recursos en dreas mds acotadas pero preci-
sas.

Estudiando esta funcién de densidad de probabilidad, los
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cientificos desenterraban valiosa informacién sobre las pre-
ferencias migratorias de estas aves y las posibles influencias
ambientales que moldeaban sus desplazamientos; sin embar-
go, al analizar la relacién de esta funcién con la dispersién
de semillas en el suelo, encontraron una correlacién sorpren-
dente. Result6 que las dreas donde los pdjaros exhibian saltos
mds frecuentes en su movimiento coincidian con regiones de
alta densidad de semillas. Era como si el movimiento de Levy
guiara los pasos de los péjaros para maximizar sus oportuni-
dades de encontrar alimento, saltando de un area rica en re-
cursos a otra.

Es asf como Sionaya inici6 la preparacion para una segun-
da incursion, esta vez ya equipados con un entendimiento mas
profundo y una estrategia mds refinada, los cientificos deci-
dieron que, en lugar de realizar busquedas aleatorias, podrian
utilizar modelos matematicos basados en la funcién de Levy
para guiar sus drones y robots insectoides hacia las areas mas
prometedoras. Al seguir los vuelos de estos pdjaros, confiaban
en que podrian desenterrar tierras de fertilidad y vida, trans-

formando asf la adversidad en oportunidad y la incertidumbre
en esperanza.

En lugar de revelar el secreto matematico de los pajaros y
las semillas, el pais decidié mantenerlo celosamente guarda-
do, reconociendo su valor como un tesoro invaluable en me-
dio del caos, sentian que era una revelacién divina, producto
de la fusién entre el poder de la ciencia y el instinto de la na-
turaleza. Ademads, reconocian que debian obrar bajo las leyes
inquebrantables de la naturaleza; quizds este nuevo capitulo
marcaria el comienzo del perdén de la Madre Tierra hacia la
humanidad por sus transgresiones pasadas.

Leidy Catherinne Sdnchez Ascanio

leidyc.sancheza@konradlorenz.edu.co
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CONCURSO PARA ESTUDIANTES DE COLEGIO

Un recorrido 6ptimo por el centro de Bogota

Una turista visita Bogoté con el objetivo de conocer el cen-
tro de la ciudad. Después de leer en internet sobre la ciudad,
cred la siguiente lista de lugares que queria conocer, e incluy6
el tiempo que deseaba permanecer en cada uno:

= [a Plaza de Bolivar (45 minutos).

El Museo del Oro (6 horas).

La terraza de la Torre Colpatria (30 minutos).
La plaza de la Perseverancia (2 horas).

La exposicién del Museo Botero (6 horas).
La Biblioteca Luis Angel Arango (7 horas).

El cerro de Monserrate (5 horas).

El Museo Nacional (6 horas).

El Museo de Arte Moderno (150 minutos).

La turista se hospedard en el Hotel Tequendama, ubicado
en la Carrera 10 # 26-21. Estando ahi, planea iniciar su reco-
rrido a los lugares de interés a las 8:00 a.m. Después, almor-
zara todos los dias entre las 12:00 y la 1:00 p.m., continuara
su recorrido y regresara al hotel maximo a las 5:00 p.m. Dado
que la turista realizara todos los recorridos caminando, consi-
deraremos que se desplazard a una velocidad constante de 4.5
km/hora.

Con el objetivo de conocer todos lugares en el menor tiem-
po posible, ;qué lugares deberd conocer cada dia y en qué
orden?

Para resolver el problema tenga en cuenta la siguiente in-
formacion:

* El objetivo consiste en disefiar un cronograma detallado
que minimice lo més posible el tiempo que la turista estd por
fuera del hotel.

* Para los recorridos podré utilizar cualquier camino en-
tre la carrera décima (sobre la que estd ubicado el hotel) y la
carrera segunda este (sobre la que estd ubicada la entrada al
cerro de Monserrate), asi como entre las calles 31 (sobre la
que esta ubicada la Plaza de la Perseverancia) y la calle 11
(sobre la que estd ubicada el inicio de la Plaza de Bolivar).
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* Utilice la aplicacién Google Maps para disefiar el mapa
que la turista utilizara.

* No se deben considerar tiempos de desplazamiento pa-
ra almorzar ni buscar restaurantes, ya que la turista almorzara
siempre en alguna de las atracciones turisticas. Almorzar se
puede hacer antes, durante o después de una visita. En cual-
quier caso, esa hora de almuerzo no se debe incluir como el
tiempo de visita a un sitio.

* La turista puede regresar al hotel en cualquier momento
del dia, pero nunca después de las 5 pm. Por eso, el cronogra-
ma detallado de su visita debe también considerar los tiempos
que toman los desplazamientos.

* Los tiempos de cada desplazamiento se deben redondear
hacia abajo. Por ejemplo, si ir del punto A al punto B toma 3
minutos y 45 segundos, entonces se considera que el tiempo
del desplazamiento es de 3 minutos.

 Cada lugar debe visitarse en un solo dia y de manera con-
tinua. Por ejemplo, si la visita al sitio A es de 5 horas, la turista
no puede pasar 3 horas un dia y luego 2 horas otro dfa. El al-
muerzo, sin embargo, puede interrumpir la visita y es el tinico
caso en el cual la visita a un sitio no es continua.

Bases del Concurso:

Elegibilidad:

Estudiantes menores de 18 afios, de cualquier nacionalidad
y pertenecientes a un colegio colombiano.

Duracion:

El concurso finaliza un afio después de la publicacién del
Paskin que presenta el problema, o hasta que haya una perso-
na ganadora.

Documento Solucion:

La solucién debe presentarse de manera individual en un
documento formal, escrito en espafiol, en el que se explique
de manera detallada la solucién al problema planteado.

La primera pagina del documento debe contener por lo me-
nos los siguientes seis elementos:
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(1) EI nombre completo de la persona participante.

(2) El curso de la persona participante.

(3) La edad de la persona participante.

(4) El nombre completo del colegio de la persona.

(5) Municipio o ciudad de residencia.

(6) Teléfono y correo electrénico de contacto.

El cuerpo del documento, que sigue a esta primera pagina,
puede tener cualquier extension para informar sobre la solu-
cion.

Los y las participantes pueden usar libros, blogs, compu-
tadores, internet, programas computacionales, pero no pue-
den consultar o interactuar con ninguna otra persona durante
la solucién. Ninguna contribucién puede ser hecha por otra
persona que no sea la persona que envia la solucién.

Aunque los problemas estardn destinados a un andlisis
tedrico, los participantes pueden realizar experimentos rele-
vantes y presentar los datos resultantes en su trabajo si lo de-
sean.

En caso de que se utilicen, cada solucién debe incluir una
lista de todas las referencias.

Las soluciones pueden usar algoritmos y herramientas
computacionales existentes (que incluyen no solo herramien-
tas disponibles gratuitamente, sino también herramientas den-
tro de sistemas como Matlab o Mathematica), siempre que
se mencionen y citen correctamente y los métodos se expli-
quen claramente en la solucién del problema. Cualquier cédi-
go de programacion, si se escribi6é uno, debe incluirse como
un apéndice de la solucién. Sin embargo, todos los algoritmos,
métodos y resultados deben explicarse en el texto principal del
documento para recibir consideracion durante la evaluacion.

Las soluciones enviadas pueden incluir ecuaciones, gréfi-
cos, figuras y tablas. Cada solucién debe incluir como mini-
mo:

(1) Una corta introduccién del problema, tal como lo inter-
preto la persona participante.

(2) Una explicacion de todas las suposiciones y aproxima-
ciones realizadas.

(3) Justificacién de todo el trabajo realizado.

(4) Una breve discusion de las fortalezas y debilidades del
enfoque adoptado.

Envio de la solucion:

Las soluciones pueden enviarse como archivos .pdf, .odf,
.doc o docx. Cada participante debe enviar su solucién por
correo electrénico a paskin@konradlorenz.edu.co y los docu-
mentos deben recibirse antes de que finalice el concurso. Si
la solucién no se recibe por correo electrénico durante la du-
racion del concurso, la solucion no sera considerada. El do-
cumento completo debe incluirse como un archivo adjunto al
correo electrénico. No envie un enlace al documento en un
servicio en la nube como Google Docs, Dropbox, etc. Una
vez recibida la solucién se le notificard la recepcion en un pla-
zo menor a cinco dias héabiles. Si Ud. no recibe confirmacion,
comuniquese con el editor de la revista.

Resultados:

Toda solucion recibida se ird evaluando en orden de llega-
da hasta la finalizacién del concurso. Cuando una solucién sea
correcta, la o el participante serd invitada o invitado a exponer
y justificar de manera verbal su solucién de manera remota
sincrénica utilizando alguna plataforma virtual como Teams,
Zoom o Google Meets.

Premiacion:

- La primera solucién correcta serd publicada en una si-
guiente edicidn del Paskin. Serd una versién simplificada de
la solucidn realizada en colaboracidn con el comité editorial,
que incluird una corta resefia de la persona ganadora.

- Certificado. Cada persona que participe y presente una
solucidn correcta recibird un certificado. El certificado se en-
viard por correo electrénico a la direccién utilizada para el
envio de la solucién. Espere varias semanas después de enviar
su solucién para recibir su certificado.

- La persona que envié la primera solucién correcta recibira
un bono virtual de regalo por un valor de 500.000 COP (qui-
nientos mil pesos colombianos). La persona ganadora pue-
de escoger el establecimiento comercial que desee, siempre y
cuando ofrezca bonos electrénicos y el comité editorial pueda
adquirirlos.



Politica Editorial

El Paskin Matematico es una produccion del Programa de
Matematicas de la Fundacion Universitaria Konrad Lorenz. Esta

abierto a todos y todas. Si tienes interés en escribir un articulo con
cualquier tipo de contenido matematico, resenar a un personaje,
comentar un problema o tienes comentarios sobre nuestra
publicacién, envia un mensaje a paskin@konradlorenz.edu.co

5 u(x, t) = c? —— u(x,t)

ot dx

El Programa de Matematicas de la Fundaciéon Universitaria Konrad
Lorenz fue creado en 1998. Conoce mas acerca de nuestro programa
en nuestra pagina institucional

https://www.konradlorenz.edu.co/programas/matematicas/

Bogota, Colombia. 2024
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La belleza es el primer test, no hay lugar permanente
en este mundo para las matemadticas feas.

G. H. Hardy



