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SECCIONES DE POINCARE: DELATANDO EL CAOS EN EL
PENDULO DOBLE

Dairo Andrés Sierra Zamora
dairoa.sierraz@konradlorenz.edu.co

Resumen.

En el presente articulo se presenta un estudio de la dindmi-
ca del péndulo doble y a partir de este sistema se introduce
el concepto de caos en sistemas dindmicos deterministas. La
estrategia empleada inicia con la deduccidn de las ecuaciones
de movimiento, para lo cual se emplea el enfoque usado en la
mecdénica analitica mediante el planteamiento del lagrangiano
del sistema, y a partir de este se deducen sus ecuaciones de
movimiento usando las ecuaciones de Euler-Lagrange. Para
comprender cémo abordar el problema mediante esta meto-
dologia se usa como ejemplo el péndulo simple y posterior-
mente se aplica la estrategia al péndulo doble. Finalmente, se
introduce la nocién de caos mediante el estudio numérico de
la dindmica de las ecuaciones de movimiento para el péndulo
doble y sus mapas de Poincaré.

1. Introduccion.

El estudio del caos en los sistemas dindmicos se origina en
el siglo XIX con Henri Poincaré, mientras estudiaba el proble-
ma de los tres cuerpos. Un sistema dindmico es un sistema que
evoluciona en el tiempo. Un ejemplo de esto es el movimiento
de la Tierra alrededor del Sol, o cémo cambia cierta poblacién
de conejos en el tiempo. Estos son dos de los ejemplos mds
conocidos en la literatura, de hecho, también son ejemplos de
sistema dindmico continuo y sistema dindmico discreto, res-
pectivamente. La primera situacién corresponde a un sistema
dindmico continuo en donde la posicién de la Tierra se pue-
de modelar mediante una funcién que depende del tiempo. La
segunda situacién corresponde a un sistema dindmico discre-
to en la cual podemos pensar que la poblacién de conejos este
afo es x; y la del siguiente afio serd x;.1; la diferencia entre
éstos es el dominio permitido para la variable independiente
t. En el primero es claro que # € R y en el segundo se consi-
dera que t € N. De acuerdo a [SSaRLD13] podemos definir
formalmente un sistema dindmico de la siguiente forma.

Definicion 1.1. Un sistema dindmico continuo en R" es una
funcion continuamente diferenciable ¢ : R x R" — R" llama-
da flujo, donde ¢(t,X) = ¢(X) satisface las siguientes pro-
piedades:

1. ¢o:R" — R" es la funcion identidad: ¢o(Xo) = Xo.

“Estudiante de matematicas Fundacién Universitaria Konrad Lorenz.

2. ¢g0¢s= ¢ isparacadat,s € R

El objetivo central en los sistemas dindmicos es encontrar
cuando es posible la funcién ¢ (z,X), sin embargo, esto no es
posible en todos los casos, para el caso del péndulo simple es
sencillo determinar esta funcién pero para el caso del péndu-
lo doble no es posible obtener esta funcién. Por esta razén en
el estudio de los sistemas dindmicos existen estrategias cuali-
tativas que permiten obtener informacién sobre el comporta-
miento del sistema dinamico; tales como los retratos de fase,
el estudio de la estabilidad en los puntos de equilibrio o los
diagramas de Poincaré.

A continuacion se presentard el estudio del péndulo doble
por medio de los mapas de Poincaré. El mapeo de Poincaré
es una funcién definida en un subespacio de menor dimen-
sion llamado seccidn de Poincaré [Noll5]. A continuacidn se
representa la seccion de Poincaré para un flujo en tres dimen-
siones en el cual notamos que es de dos dimensiones.

Q

’ .z . 7z
,»* Seccién de Poincaré

H
Y

Figura 1: Seccion de Poincaré para un flujo 3D, las trayecto-
rias pueden pasar por encima o por debajo de cada uno de los
puntos mostrados anteriormente.

Mediante el mapeo de Poincaré es posible estudiar de for-
ma cualitativa la evolucién de un sistema dindmico no lineal
como lo es el péndulo doble. Al finalizar el estudio del péndu-
lo doble se presentaran algunas secciones de Poincaré para
ciertos valores de energia, y asi poder estudiar la dindmica de
este sistema.
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2. Péndulo Simple.

El péndulo simple o péndulo matemadtico es uno de los sis-
temas dindmicos mds sencillos de estudiar. Tal es su simpli-
cidad que en cursos elementales de fisica se logra obtener in-
formacién importante del sistema para oscilaciones pequeias,
es decir, donde sin 8 ~ 0; como que el periodo de oscilacién
(tiempo que tarda en completar un ciclo completo de ida y
vuelta) es directamente proporcional a la longitud del péndu-
lo y estd dado por T = 27ﬁ/€/?. Este hecho es muy impor-
tante porque al leer con detalle esta expresion notamos que el
periodo de oscilacion T es independiente de la amplitud 0 y
de la masa m, afirmaciones que chocan con el sentido comun,
pues parece sensato pensar que si el péndulo se deja caer des-
de una amplitud 8; > 6, el periodo de oscilacién 77 > T, ver
figura (2). Sin embargo, esto no es cierto como se puede com-
probar experimentalmente. Ademds, el periodo de oscilacién
es independiente de la masa, es decir, no importa si la masa
suspendida de éste es grande o pequeifia su periodo de oscila-
cién es el mismo; esto es realmente espectacular de verificar.
Para ello sugiero al lector ver la siguiente clase magistral del
profesor Walter Lewin en donde estos hechos se verifican de
una manera sorprendente [LW11].

Figura 2: Péndulo simple de longitud ¢ y masa m.

Para el estudio de la dindmica de este sistema fisico
emplearemos el enfoque dado por la mecdnica analitica o
mecdnica de Lagrange, es decir donde la evolucién tempo-
ral del sistema se puede obtener a partir de cdmo se cambia la
energia cinética y la energia potencial del sistema. Posterior a
ello es posible obtener las ecuaciones de movimiento median-
te las ecuaciones de Euler-Lagrange y asi tener la evolucién
temporal del sistema, el otro enfoque que se puede utilizar en
este caso es el dado tradicionalmente por la segunda ley de
Newton, estudiando las fuerzas que actian sobre el sistema,
para asi determinar su comportamiento en funcién del tiem-
po, sin embargo, esta ultima estrategia no es recomendable
cuando el sistema es complejo como lo es el péndulo doble.

Lagrangiano de un sistema:

El lagrangiano . para un sistema de particulas es una fun-
cién escalar que depende de las coordenadas generalizadas

qo que determinan la posicion de la particula de masa mgy y
las velocidades asociadas ¢ . El lagrangiano de un sistema de
particulas carece de significado fisico, pero es de gran utilidad
matematica porque nos permite relacionar la energia cinética
Kq y la energia potencial Uy, del sistema en cada instante. El
lagrangiano para un sistema de n particulas estd definido por

n
3(6]1, ceqny g, - 7qn) = Z [Ta(%c) - Ua(%z)} . (1)
a=1
En este sentido el lagrangiano es una funcidn tal que

(qla"'aq"7qla"-7Qn) Hg(%caélaaf) eR.

Por tanto, para el planteamiento del lagrangiano del péndu-
lo simple es importante encontrar la energia cinética y la
energia potencial para un sistema discreto de particulas.

Energia cinética:

La energia cinética es una cantidad escalar que para una
masa puntual esta dada por Ky = %mai’é. mg, representa la
masa de la particula o y 7 la velocidad asociada a esta. De
acuerdo al sistema de coordenadas planteado en la figura (2)
el vector posicién estd dado por

r=/{(sinfi—cosB ),

y su derivada con respecto al tiempo es

i =£0(cosOi+sinb ),

con lo cual podemos mostrar que la energia cinética para
la particula m estd dada por

1 .
K = —ml*6?.

: @)

Energia potencial:

Se denomina energia de configuracién o simplemente
energia potencial, a aquella que depende de la posicion del
objeto respecto a un punto de referencia, y esta definida por la

expresion U (r) = — F - d7. Antes de determinar los valores

de energia potencial, es necesario establecer algunos puntos
de referencia, y asi determinar como estd dada la energia po-
tencial para este sistema (ver figura 2).

» U =0, en larecta y =0 de nuestro sistema de referencia.

= U es minima cuando 6 = 0, es decir cuando el péndulo
estd en la posicion mds baja de la configuracién mostrada
en la figura (2).

» U es maxima cuando 6 = m, es decir cuando el sistema
se encuentra en la posicién mds alta en relacién al punto
de referencia.
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Observaremos entonces que el valor de la energia poten-
cial dependera de la variable 6 como variable de movimiento,
pero ademas también de la longitud ¢, constante durante todo
el movimiento. Luego, dado que el elemento de linea en coor-
denadas rectangulares es dl = dxi+dy]la energia potencial
de cada particula estd dada por

U = —mglcosH. 3)

2.1. Ecuaciones de movimiento.

Previamente determinamos la energia cinética y la energia
potencial de la particula, por lo que de acuerdo a la ecuacién
(1) tenemos que el lagrangiano para este sistema es

Z£(6,0) = %mézéz—&-mgécose. 4)

Conociendo el lagrangiano de un sistema de particulas po-
demos deducir las ecuaciones de movimiento para poder de-
terminar la evolucién temporal del sistema. Las ecuaciones de
movimiento las podemos obtener a partir de las ecuaciones de
Euler-Lagrange

d (0% 0¥

dt <8qa>  dqa
Este conjunto de ecuaciones diferenciales juegan un papel
andlogo al de la segunda ley de Newton. Con ellas podemos
deducir cémo se comporta el sistema en el tiempo, es decir,
cudl serd su posicion y su velocidad en cada instante de tiempo

después de un valor ¢ = fy. Al aplicar estas ecuaciones obte-
nemos

®)

a(azy 2z
dt \ 06 0

ml?6 +mglsin@ = 0,

é—s—%sinB:O. (6)
La ultima de estas ecuaciones es una ecuacion diferencial
no lineal de segundo orden muy conocida en la literatura de la

fisica-matematica, y se suele denotar con @w> = % por lo cual

toma la forma

6+ w?sin6 = 0. @)
Ademéds, es muy usual que dentro de la literatura se realice
una linealizacién de esta ecuacion tomando la forma de una
ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden; donde
se suelen hacer aproximaciones de primer orden mediante la
. . . 6°  6°
serie de Taylor de la funcién seno sinf = 6 — ETIREr-TH
y con lo cual se puede escribir la ecuacién (7) de la forma
6+ 0?6 =0.

2.2. Analisis de la dinamica del péndulo sim-
ple.

Sobre el estudio de un sistema dindmico usualmente nos
debemos plantear un conjunto de preguntas que nos permi-
tirdn hacer una descripcion del sistema a estudiar, como por
ejemplo ;Cudles son los puntos de equilibrio de este sistema?
Es decir, aquellos puntos en los cuales el sistema permanecera
completamente invariante en el tiempo. ;Qué tipo de compor-
tamiento tiene el sistema dindmico en el tiempo? Esta puede
ser una de las preguntas mds interesantes, ya que en el estu-
dio de los sistemas dindmicos a partir del trabajo hecho por
Lorenz en 1881 para el problema de los tres cuerpos [Lyn18],
sabemos que algunos sistemas dindmicos se vuelven cadticos
en el tiempo; sin embargo este no es el caso del péndulo sim-
ple, como se puede observar en la graficas de la figura (2)
estos sistemas bajo ausencia de friccién son muy estables y
su comportamiento es periddico en el tiempo.

La solucién de las ecuaciones diferenciales del péndulo
simple son muy conocidas dentro de la literatura de la fisica
matematica. Sin embargo, la intencién de esta seccién es mos-
trar el enfoque empleado en la mecéanica de Lagrange para la
deduccién de las ecuaciones de movimiento del péndulo sim-
ple. Notemos que las ecuaciones diferenciales obtenidas en
las ecuaciones (7) y (6) son exactamente las mismas que las
que se pueden encontrar aplicando la segunda ley de Newton.
A continuacién se presenta una simulacién hecha en Python
mediante integracién numérica para un péndulo simple con
pardmetros £ = 1.0 m y g = 9.8 m/s?, luego se presenta la
solucién numérica de la posicion angular 0 y la velocidad an-
gular  para el sistema mostrado en la figura (3).

104 time = 1.9s
0.51
0.0
-0.51
-1.01
-1.0 -05 0.0 05 1.0

Figura 3: Simulacién para el péndulo simple mediante la
ecuacion (7). Con condiciones iniciales 6y = /4 y @y =
0.2 rad/s.

El objetivo al presentar esta seccién es mostrar la meto-
dologia que se empleard para la deduccion de las ecuaciones
de movimiento para el péndulo doble en la siguiente seccidn.
Notemos que en este caso el enfoque de la mecanica de La-
grange resulta mucho mas sencillo que tratar de abordar el
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problema mediante la aplicacion de la segunda ley de New-
ton. Finalmente, una de las estrategias cualitativas para el es-
tudio de los sistemas dindmicos es el diagrama de fase que,
segin [Noll5] se define como un caso especial de espacios
de estados para sistemas Hamiltonianos o Lagrangianos com-
puestos de 2N dimensiones para N coordenadas generalizadas
independientes.

0.5

-0.5

0 2 4 6 0 2 4 6
t t

(a) Posicién angular. (b) Velocidad angular.

Figura 4: Solucién numérica para el péndulo simple mediante
la ecuacion (7) y las condiciones dadas en la figura (3).

En la figura (5) podemos notar que tenemos puntos de
equilibrio en (—7,0),(0,0) y (r,0) en este caso para el marco
de referencia planteado, el primer punto de equilibrio resulta
ser exactamente el tercer punto; por la trayectorias se puede
notar que son puntos repulsores o inestables, lo que quiere de-
cir que cerca de estos puntos el sistema es altamente suscep-
tible a cambios, como es de esperar desde el punto de vista
fisico. Por otra parte, tenemos que el punto de (0,0) es un
atractor estable y vemos que las trayectorias alrededor de este
punto son ciclicas, y se pueden interpretar como las oscilacio-
nes periddicas para valores de 0 pequefios. El hecho que sea
un atractor nos dice que cerca a este punto el sistema tendera
a estar en equilibrio.

v

N

[uy

Velocidad angular w
Lo

|
N

—n/2 0 n/2 n
Posicién angular ¢

-n

Figura 5: Diagrama de fase para el péndulo simple, con puntos
de equilibrio (—7,0),(0,0) y (7,0).

3. Péndulo Doble.

A continuacidn aplicaremos un enfoque similar al usado en
la seccidn anterior para el estudio de la dindmica del péndulo
doble. Estudiar y comprender la dindmica del péndulo doble

consistird en encontrar un conjunto de ecuaciones diferencia-
les que permitan describir su evolucion temporal en el tiem-
po. En otra palabras, encontrar y “solucionar” un conjunto de
ecuaciones diferenciales que nos permitan conocer su veloci-
dad y su posicién en cada instante de tiempo. Sin embargo,
notaremos que en este caso, hallar las ecuaciones diferencia-
les que describen el movimiento es un poco mas laborioso que
lo visto en la seccién anterior.

Figura 6: Péndulo doble de longitudes /;,/, y masas m,m;.

El péndulo doble es un sistema compuesto de dos péndu-
los acoplados de longitudes /1,l, y de masas mj,m, como se
ilustra en la figura (6). Cada una de las masas forma un dngulo
respecto a la vertical de ¢ y ¢, respectivamente. Aplicare-
mos la estrategia usada en la seccién anterior para el caso del
péndulo simple para hallar sus ecuaciones de movimiento, es
decir, hallaremos la energia cinética y la energfa potencial de
cada masa y con ello determinaremos el lagrangiano del siste-
ma para finalmente aplicar la ecuaciones de Euler-Lagrange.

Energia Cinética:

En este caso la posicion de cada particula de acuerdo a la
figura (6) estd dada por

rn=1U sin(pli—ll COS(plf,

rp = (L sin@; + I sin@y)7 — (I cos @1 + I cos (pg)f
Donde r| y r; representan las posiciones de las masas m;

y my respectivamente. Teniendo en cuenta que v| = i) = ‘%

YV =iy = ‘%2 y empleando la definicién de producto punto
para calcular el cuadrado de la velocidad tenemos

i = (i) = (1),

Freiy = ()2 =11 (¢1)* +15(92) + 211 o1 2 cos(@y — 92).
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De tal forma que la energia cinética para m; y my, respec-
tivamente es K; y K3, con lo cual tenemos que

1 .
K = §m1112(<P1)2’

1
Ko = 3m [F97 + B3+ 2hhg192cos(@1 —@2)]. (8)

Energia Potencial:

Observaremos que los valores de la energia potencial de-
penderan de las variables ¢ y ¢, como variables de movi-
miento, pero ademads también de las longitudes /; y [, constan-
tes durante todo el movimiento. Dado que el elemento de linea
en coordenadas rectangulares es dl =dxi+ dy j 1a energia po-
tencial de cada particula estd dada por

Uy = —mgl; cos ¢y,

Uy = —mg(ly cos @1 + 1 cos ¢s). 9)

3.1. Ecuaciones de movimiento.

Previamente hallamos la energia cinética y la energia po-
tencial para cada particula, ahora podemos determinar el la-
grangiano mediante la ecuacién (1); teniendo en cuenta que en
este caso debemos contemplar los valores de la energia cinéti-
cay lapotencial obtenidos en las ecuaciones (8) y (9) respecti-
vamente. De modo que el lagrangiano .2 (¢, @2, ¢1, () para
este sistema es

1 . 1, L
£ = i(ml +mz)l%({)12 + El%(pzz +mzlllz(p1(p2cos((p1 — (,02)

+ (my +my)gly cos @1 +maglrcos@y.  (10)

Como notamos en la anterior expresion, el lagrangiano de
este sistema es mucho mas complejo que el presentado en la
ecuacion (4), lo que permite intuir que la dindmica del péndu-
lo doble es mucho més elaborada que la del péndulo simple.
Ahora conociendo el lagrangiano de un sistema de particu-
las podemos deducir las ecuaciones de movimiento para asi
poder determinar la evolucién temporal del sistema. En es-
te caso, dadas las ecuaciones de Euler-Lagrange (5) podemos
encontrar la ecuacién de movimiento para cada particula o.
d (0% 0
dt (8q1> N 86]17

de modo que la ecuacién de movimiento para m; quedaria

(m +mz)112(;[)1 +myli L@ cos(@r — @)

+m21112([)22 sin((pl — (p2) —+ (m] +m2)gll SiIl(Pl =0. (11)

Ahora, para m, tenemos que

07

d (02 _d%
dt \d¢») g’

de modo que la ecuacién de movimiento para m; es

m21§¢2+mzlllz¢1 cos(Q; — )
—maly L @F sin(Q) — @p) +maglysingy =0.  (12)

Con las ecuaciones (11) y (12) podemos describir la
dindmica del péndulo doble. Notemos primero algo interesan-
te: si en la ecuacion (11) hacemos my = 0y I = 0 tenemos la
ecuacion del péndulo simple (7), por lo cual podemos consi-
derar que este modelo es una ampliacién del mostrado en la fi-
gura (2). Por otro lado, hemos obtenido un sistema de ecuacio-
nes diferenciales no lineales de segundo grado, para el cual no
tenemos herramientas matemadticas para encontrar su solucién
de forma analitica. Sin embargo, disponemos de herramientas
computacionales para comprender un poco la dindmica de es-
te sistema. A continuacién se presentan algunas simulaciones
hechas en Python mediante la integraciéon numérica de estas
expresiones.

3.2. Analisis de la dinamica del péndulo doble.

En la simulacién presentada en la figura (7) se puede obser-
var que bajo ciertas condiciones iniciales (valores pequerios
de @1, ¢, m1 y ) la dindmica del péndulo doble es cuasipe-
riddica, es decir, éste presenta un comportamiento repetitivo
en el tiempo bajo la ausencia de friccion, en relacion a las
posiciones angulares y velocidades angulares las cuales son
similares a un instante previo. Esta dindmica es mucho mas
evidente en las graficas (8) y (9), en las cuales se presenta su
evolucion en un intervalo de tiempo de 12 s, donde observa-
mos que tanto la posicién angular y la velocidad angular de
ambas masas es cuasiperiodica en el tiempo.

time = 11.1s

Figura 7: Simulacién pera el péndulo doble por medio de la
ecuacion (12). Con condiciones iniciales ¢y = /6, @y =0
Y Qo2 = /6,002 =0.
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Figura 8: Comportamiento cuasiperiddico para la posicién an-
gular vs. tiempo de ambas masas. Con condiciones las inicia-
les dadas en la figura (7).

21 — wl
— w2
1_
3
5 0
3
_]_-
_2-
0 2 4 6 8 10 12

t

Figura 9: Comportamiento cuasiperiddico para la velocidad
angular vs. tiempo de ambas masas. Con condiciones las ini-
ciales dadas en la figura (7).

W1, W
o

-0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75
01, 62

Figura 10: Diagrama de fase del péndulo doble para valores
iniciales mostrados en la figura (7).

En la figura (10) se representa el diagrama de fase para el
sistema, que resulta ser muy importante para el estudio cuali-
tativo de la evolucion del sistema, debido a que en este caso no
es posible conocer la solucién analitica de las ecuaciones de

movimiento obtenidas. A continuacion se seleccionaran cier-
tos valores para las condiciones iniciales, donde la dindmica
del péndulo doble es completamente cadtica en el sentido que
la posicién angular de m; no es periddica y predecirla es una
tarea compleja; es usual en la literatura llamar a este tipo de
sistemas que presentan un caos determinista.

3.3. Caracterizacion del caos en el péndulo do-
ble.

Para el péndulo doble tenemos que los puntos de equili-
brio del sistema estan dados de la forma (@;, @2, ®;, ®;) son
(0,0,0,0),(x,0,0,0),(0,7,0,0) y (7, ,0,0), conviene en es-
te caso clasificar qué tipo de puntos criticos son de forma si-
milar a lo hecho en el caso del péndulo simple. Desde el punto
de vista fisico es claro que el punto (0,0,0,0) es un punto es-
table como es de esperar bajo el sentido fisico del problema
y que los puntos (7,0,0,0),(0,7,0,0) y (w,7,0,0) son pun-
tos criticos inestables, los cuales son muy susceptibles por la
accion de la gravedad.

Segtin [Noll5] los sistemas cadticos poseen sensibilidad
exponencial a las variaciones de las condiciones iniciales es
decir, que un mismo sistema puede tener una evolucién en el
tiempo muy diferente bajo pequefios cambios en las condi-
ciones. En las figuras (11), (12) y (13) se presenta este hecho
mediante una serie de simulaciones hechas en Python a través
de la integracién numérica de sus ecuaciones de movimiento.
Se observard que efectivamente es un sistema cadtico.

Lime = 229

Figura 11: Simulacién en Python para el péndulo doble me-
diante las ecuaciones (12) y (11), con pardmetros g =9.8 m/ 52
ylh=hb=1m.

En la figura (12) se representa la simulacién de dos péndu-
los de forma simultdnea con condiciones iniciales muy cerca-
nas, con el fin de observar la sensibilidad que tiene la dindmi-
ca del sistema frente a pequefios cambios de las condiciones
iniciales. Se puede observar que la evolucién del sistema es
similar los primeros 10 segundos, pero a partir de este mo-
mento el comportamiento del péndulo azul es muy diferente
al péndulo cyan. Este hecho se hace mucho més evidente en la
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figura (13), en la cual se muestra cémo han evolucionado am-
bos péndulos pasados 22 segundos. La trayectoria de la masa
my para el péndulo de color azul se muestra de color verde y
la trayectoria de la masa my para el péndulo de color cyan se
muestra de color negro, en este punto se observa que aunque
las condiciones iniciales de ambos péndulos son muy cerca-
nas entre si, éstos tienen una evolucién temporal muy diferen-
te con lo cual podemos verificar el comportamiento cadtico de
este sistema dindmico.

Péndulo Angulo (°) | Velocidad (°/seg)
Azul @01 =90.0 wy; =0.00
@02 =90.0 wgy = 1.00
Cyan @1 =90.1 wp; = 0.00
@02 =90.1 wy = 1.01

Cuadro 1: Condiciones iniciales de las simulaciones mostra-
das en las figuras (12) y (13).

time = 10.0s

Figura 12: Representacién de dos péndulos de forma si-
multdnea pasados 10 s. Pardmetros ¢ = 9.8 m/s> y [} =, =
1 m para ambos péndulos.

Mediante integraciéon numérica de las ecuaciones (11) y
(12) podemos estudiar con detalle el comportamiento de este
sistema, en la figura (14) se observa la evolucién temporal de
la posicion angular para el péndulo azul con condiciones ini-
ciales dadas en el cuadro (1). En esta grafica se observa que
la posicién angular de m;, es completamente erratica y no co-
rresponde a un movimiento periddico. También podemos evi-
denciar la sensibilidad del sistema a las condiciones iniciales
dadas en el cuadro (1) en la figura (15) en la cual se puede ver
que el comportamiento de la posicién angular para m; es muy
similar los diez primeros segundos, pero que después de este
instante la evolucién del sistema es muy diferente. La cual es
una caracteristica esencial del caos determinista mencionado

previamente.
2
time = 22.0s
1

Figura 13: Simulacién en Python para el péndulo doble me-
diante la ecuacién (12).

40‘ ¢2
y
20
AN
<
04
_204
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t

Figura 14: Posicion angular vs. tiempo para el péndulo doble.
Se puede evidenciar el comportamiento erritico para ;.

—— ¢1 Péndulo azul
¢2 Péndulo cyan
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Figura 15: comparacion de la evolucién temporal de la posi-
cién angular para my. Se puede evidenciar el comportamiento
cadtico para ¢, y la sensibilidad a las condiciones iniciales.
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3.4. Secciones de Poincaré para el péndulo do-
ble.

La seccion de Poincaré es una herramienta muy util para el
estudio de los sistemas dindmicos. Estas secciones nos permi-
ten estudiar de forma cualitativa la evolucién de una sistema
dindmico complejo usualmente no lineal, y determinar si éste
posee un comportamiento cuasiperiédico o cadtico. Poincaré
uso la idea de una seccidn (Seccion de Poincaré) de menor
dimensio6n al flujo ¢ () y transversal a este, de modo que, el
flujo original del sistema corta esta seccion en algunos puntos
X1,X2,... como se puede observar el la figura (1). Por ejemplo
si el sistema dindmico modelado es el péndulo mostrado en la
primera seccién, debido a que su comportamiento es periddi-
co en el tiempo la representacion de la seccién de Poincaré
serfa un punto ya que el ¢(¢) cortaria la seccién siempre en
el mismo punto. Sin embargo en sistemas no lineales como el
caso del péndulo doble la seccién de Poincaré es mas intere-
sante. A continuacién se presentan algunos mapas de Poincaré
para el péndulo doble para distintos valores de energia.

0.15

0.10

0.05

0.00

w2

—0.05+

—0.10+

—0.151

—0.201

0.0 0.1

P2

-0.1

Figura 16: Seccién de Poincaré para el péndulo doble para
E = 0.1 se observa unas trayectorias cuasiperiddicas.

-1.0 -0.5

Figura 17: E = 0.8 las 6rbitas cerradas se pierden y observa-
mos regiones mas dispersas.

En las anteriores figuras se observa que para valores bajos
de la energia del sistema el péndulo doble tiene un comporta-
miento cuasiperiédico, lo cual se puede evidenciar en la figura
(16) en las regiones ovaladas. Cuando la energia del sistema
aumenta se observa que los puntos en la seccién de Poincaré
la interceptan de forma dispersa lo cual caracteriza el compor-
tamiento cadtico lo cual se observa en la figura (18).

Figura 18: E = 2.0 para valores altos de energia se observa
completamente el caos del sistema.

Como vemos el estudio de la dindmica del péndulo por
medio de las secciones de Poincaré permite el andlisis de cua-
litativo de un sistema dindmico, y determinar si éste posee un
comportamiento cadtico. Una ventaja de estudiar este sistema
mediante esta estrategia es que un punto del flujo ¢(z) estd
en cuatro dimensiones, con ayuda de la secciéon de Poincaré
podemos hacer esta representacion en una dimensién menor
y proyectarla en el plano como se hizo en las dltimas figuras.
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Resumen

Este articulo esta dedicado al clasico Problema de los Cua-
tro Subespacios, que consiste en obtener la clasificacién com-
pleta, salvo isomorfismo, de cuatro subespacios vectoriales
de un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo.
Nuestro objetivo es describir el problema en un contexto mas
general que permite exhibir y examinar algunas de las carac-
teristicas que lo hacen interesante.

1. Introduccion.

El célebre Problema de los Cuatro Subespacios, como
ya dijimos, consiste en clasificar, salvo isomorfismo, los
4-sistemas de subespacios vectoriales de un espacio vecto-
rial de dimension finita sobre un campo k. El problema fue
planteado e inicialmente resuelto por Gelfand y Ponomarev,
en [GP70], para un campo algebraicamente cerrado. De ma-
nera independiente y utilizando métodos diferentes, Nazaro-
va, en [Naz67,Naz75], resolvio también el problema, casi de
manera simultdnea a Gelfand y Ponomarev, pero ahora pa-
ra un campo arbitrario. De hecho, tal como se demostré en
[Naz75, pags 765-770], Nazarova resolvi6 en [Naz67] un pro-
blema matricial que es equivalente al problema de los cuatro
subespacios.

Posteriormente, Brenner dio otra solucién, primero parcial
en [Bre67] en donde considerd el caso ahora denominado no
regular, y posteriormente en [Bre74a] modific y extendid los
resultados de Gelfand y Ponomarev al caso de un campo ar-
bitrario o incluso al de un anillo de divisién no conmutativo.
Brenner fue quien primero describié completamente los ani-
llos de endomorfismos asociados en los dos articulos mencio-
nados.

En [MZ04], Medina y Zavadskij presentaron una solucién
mucho mas corta y de caracter elemental para el problema so-
bre un campo arbitrario, que de hecho es valida sobre anillos
de divisioén arbitrarios y en la que también se describen los
anillos de endomorfismos asociados.

Forbregd, en [For08] (tesis de maestria dirigida por
Smalg), presenta una solucidon para campos algebraicamente
cerrados haciendo uso de la teorfa de Auslander-Reiten.

Las demostraciones originales de Gelfand y Ponomarev
y de Nazarova, asi como las correspondientes variantes de
Brenner y de Forbregd, son largas y mds bien complejas; la

*Departamento de Matemética y Estadistica, Universidad Nacional de Co-
lombia, Sede Manizales

solucién dada por Medina y Zavadskij es corta y requiere tan
solo herramientas de dlgebra lineal, formas candnicas y de
teoria de anillos.

Nuestro interés en este articulo es presentar algunas de las
caracteristicas que hacen interesante el problema de los cuatro
subespacios. La estructura del articulo es la siguiente: comen-
zamos presentando, en la seccién 2, las definiciones y nota-
ciones iniciales necesarias; en la seccion 3 mostramos como
se resuelve el problema principal para los casos iniciales (en
los que la solucién es relativamente sencilla) y examinamos
los casos que actualmente son intratables; finalmente, en la
seccién 4 nos ocupamos del caso especial que corresponde al
clasico problema de los cuatro subespacios.

El autor agradece al revisor por sus valiosos y dtiles co-
mentarios y sugerencias.

2. Preliminares.

Vamos a considerar el problema més general de obtener la
clasificaciéon completa, salvo isomorfismo, de un nimero fini-
to cualquiera de subespacios vectoriales de un espacio vecto-
rial de dimension finita sobre un campo. De manera precisa,
dado un campo k, para cada entero positivo fijo r, un sistema
de r-subespacios sobre k es una coleccién

= (U07Ula"'7Ur>7

en donde Uy es un espacio vectorial de dimension finita sobre
k 'y cada U, para i € {1,...,r}, es un subespacio vectorial
de Uy. La dimension del r-sistema U = (Up, Uy, ...,U,) es el
vector dimU = (dy,d,...,d,) € Z'! tal que, para todo i €
{0,...,r}, se tiene que d; = dimU;.

Dados dos sistemas de r-subespacios U = (Uy, Uy, ...,U,)
y V= Wo,V,...,V,), su suma directa es el sistema U @V
dado, de manera natural, por

UV =UdV,Ui&Vi,....U&V,).

Para un entero positivo / y un sistema U de r-subespacios,
definimos
L U,
U-leu,

paral=1.
paral > 2.

Un morfismo </ entre dos sistemas de r-subespacios U =
(Uv,Uy,...,U,) vy V= (Vo,V1,...,V,) es una transforma-
cién k-lineal &:Uy — Vy tal que <7 (U;) CV;, para to-
do i € {l1,...,r}. Dos sistemas de r-subespacios U =
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(Uo,Uy,...,U) yV = (Vo,V1,...,V,) son isomorfos, lo cual
denotamos U ~ V, si existe un isomorfismo k-lineal «7: Uy —
Vo tal que o7 (U;) = V;, paratodo i € {1,...,r}.

Un sistema de r-subespacios U es indescomponible si cada
vez que se tenga U =V @ W, para sistemas de r-subespacios
V' y W, necesariamente V =0 o W = 0. Aqui, O es el sistema
nulo de r-subespacios: 0 = (0,0,...,0). Un sistema se deno-
mina descomponible si no es indescomponible.

Para un sistema de r-subespacios U = (Up,Uy,...,U,) so-
bre un campo k, su sistema dual es el sistema de r-subespacios
U* = (U;,Uf,...,Uy) sobre k dado por

UO* = Homk(Uo,k)

= {4/ Uy — k| o es funcional k-lineal},
U=yt

={BecU; | #U;)=0}, paratodoi € {1,...,r}.

Dado un morfismo %:U — V entre dos sistemas de
r-subespacios, su morfismo dual €*:V* — U* esta definido
por

¢ () =C, paratodo o7 € V*.

Nota. Ya que Uy es de dimension finita sobre k, tenemos
un k-isomorfismo lineal Homy(Up,k) ~ Up; en particular,
dimUj = dimUy. Ademds, se cumple, para todo i € {1,...,r},
que dimU;" = dimUp — dimU; = codimU;.

Tomando como objetos los sistemas de r-subespacios y co-
mo morfismos los morfismos entre sistemas de r-subespacios,
tenemos, para cada natural positivo fijo r, la categoria (-7, k)
de sistemas de r-subespacios sobre el campo k. Esta categoria
es de Krull-Schmidt: es aditiva, todo sistema de r-subespacios
o es indescomponible o se descompone en una suma di-
recta de sistemas de r-subespacios indescomponibles y es-
ta descomposicion es tnica salvo isomorfismo y los anillos
de endomorfismos asociados a los sistemas indescomponi-
bles son anillos locales (una demostraciéon puede consultarse
en [Med20, pags. 25-29]). Para un entero positivo fijo r y un
campo dado k, denotamos Ind(.%,, k) a un conjunto completo
de representantes de las clases de isomorfismo de sistemas de
r-subespacios indescomponibles sobre el campo k.

A cada sistema de r-subespacios U = (Up,Uy,...,U,) le
podemos asociar su anillo de endomorfismos EndU dado por
el conjunto

EndU = {& | &/ esmorfismode U en U },

con la estructura de anillo obtenida al considerar la suma y
composicion usuales de transformaciones k-lineales. Clara-
mente, EndU es un subanillo del anillo Endg(Up) de los en-
domorfismos k-lineales de Uj.

El problema central es entonces el obtener, para cada ente-
ro positivo r fijo y un campo &, la descripcién de Ind(-7;,k),
asi como de los correspondientes anillos de endomorfismos.

Ya que estamos considerando espacios vectoriales de di-
mension finita, tenemos la posibilidad de asignarles bases y
de trabajar con las matrices asociadas, tal como veremos a
continuacion.

2.1.

Una presentacién matricial de un sistema de r-subespacios
U = (Uy,Uy,...,U,) es una matriz con r franjas verticales

Presentaciones matriciales.

endonde, paracadai € {1,...,r}, las columnas de la franja M;
corresponden a las coordenadas (con respecto a una base fija
para Up) de un sistema minimal de generadores del espacio
U;. Dos presentaciones matriciales My, My son equivalentes
si una de ellas puede transformarse en la otra mediante la apli-
cacién de un ntimero finito de las siguientes transformaciones
admitidas:

(a) Transformaciones elementales con filas de toda la ma-
triz.

(b) Transformaciones elementales con columnas dentro de
cada franja vertical M;.

Nétese que las transformaciones admitidas de tipo (a) corres-
ponden a cambios de base para Uy y las transformaciones ad-
mitidas de tipo (b) corresponden a cambios de base de los
subespacios U; lo cual nos lleva al siguiente resultado:

Proposicion 2.1. Dos sistemas de r-subespacios U y V son
isomorfos si'y solo si dos cualesquiera de sus presentaciones
matriciales My y My son equivalentes. O

Si consideramos dos presentaciones matriciales

correspondientes a dos sistemas de r-subespacios U y V, res-
pectivamente, a partir de las definiciones tenemos que una
presentacion matricial para U @V estd dada por la matriz

Al O A,

A®B=
0B 0

Teniendo en cuenta la proposicion 2.1, resolver el problema
central, es decir, clasificar los sistemas de r-subespacios in-
descomponibles equivale a resolver un problema matricial; es
decir, resolver el problema fundamental equivale a hallar for-
mas canénicas para las presentaciones matriciales utilizando
las transformaciones admitidas. En la proposicién 3.4 dare-
mos un ejemplo de estos problemas matriciales.

Nota. Por supuesto, el problema central puede verse como
un subproblema de la teoria de representaciones de conjuntos
parcialmente ordenados ordinarios (sin estructura adicional)
finitos ya que corresponde precisamente a obtener la clasi-
ficacién de las representaciones indescomponibles sobre un
campo dado k para una anticadena con r elementos. En es-
te articulo, sin embargo, no asumimos familiaridad con esta
teorfa y utilizamos otro enfoque. Los lectores interesados en el
enfoque desde la teoria de representaciones de conjuntos par-
cialmente ordenados, pueden consultar, por ejemplo [Arn00]
o [Med20].



Paskin Matematico Vol. 5 No 1 (2023) 9-18.

11

Hacemos ahora una observacién simple de dlgebra lineal
que nos serd util:

Lema 2.2. Cualquier matriz rectangular N puede llevar-
se, utilizando las transformaciones admitidas, a la forma si-
guiente (que denominaremos forma estdandar):

en donde I, es la matriz identidad de orden n (este n es pre-
cisamente el rango de N) y los bloques 0 representan matri-
ces nulas; algunos bloques de la forma estdndar pueden ser
vacios.

Demostracion. Inicialmente utilizamos transformaciones ad-
mitidas de tipo (a), tal como se hace en el proceso de reduc-
cion de Gauss-Jordan, para obtener la matriz R en forma es-
calonada reducida asociada a N y finalmente, aplicando trans-
formaciones admitidas de tipo (b), anulamos cualquier posible
elemento no nulo a la derecha de los unos principales de R y
luego permutamos apropiadamente las columnas hasta obte-
ner una matriz en la forma estandar. O

Decimos que un sistema de r-subespacios U =
(Uo,Uy,...,U,) es trivial si dimUy = 1 o, equivalente-
mente, si Uy es (isomorfo a) k.

Lema 2.3. Sea U un sistema trivial de r-subespacios. Enton-
ces, U es indescomponible y EndU ~ k.

Demostracion. Es claro que si Uy ~ k, entonces necesaria-
mente U es indescomponible, pues U =V @ W condimUy =1
implica que o bien dimVy = 1 y dim Wy = 0 o bien dimV =0
y dim Wy = 1. Por otro lado, la multiplicacién por escalar in-
duce una inyeccién k — EndU. Ademds, EndU C EndUj =
Endk ~ k; con esto, EndU ~ k. O

El siguiente resultado muestra que los anillos de endomor-
fismos permiten obtener informacion sobre los sistemas a los
que estan asociados:

Lema 2.4. Sea U un sistema de r-subespacios sobre un cam-
po k. Entonces, U es indescomponible si 'y solo si 0y 1 son los
tinicos idempotentes del anillo EndU.

Demostracion. Si U = (Up,Uy,...,U,) es un sistema de
r-subespacios sobre un campo k y 2/ € EndU es un idem-
potente, veamos que U = o7/ (U) @ (1 — <7 )(U); a tal efecto,
vamos a probar que, para todo i € {0,1,...,r,}, se tiene que
U = U)® (1 —)(U;): si a e U, entonces

oa=d(a)+(a—o(a))
= () + (1 - ) (a)

que muestra que U; = &7 (U;) + (1 — /) (U;). Para ver que la
suma es directa, nos falta ver que la interseccién de los suman-
dos es trivial: supongamos entonces que 3 € </ (U;) N (1 —
/) (U;). Tenemos entonces que § = 7 (), para algtin y € U;

y también f = (1 — «7)(0) = 6 — #/(8), para algin § € U;.
De aqui, usando el que .« 2 — &/, obtenemos

B=d(y)=a*(y)=o (7))
=/ (5—(8)) = (8)— *(5)
— A (8)— A (8) =0.

Por lo tanto, si 7 es un idempotente en EndU y U es in-
descomponible, necesariamente <7 (U) =00 (1 — &) (U) =
0; es decir, & =0 0 o/ =1 son los unicos idempotentes de
EndU. Reciprocamente, supongamos que U =V &W, en don-
de U,V son sistemas no nulos de r-subespacios; el morfismo
PB:U — U definido por

PB(v,w) = (v,0), para todo (v, ) EVEW,

es entonces un idempotente de EndU distinto de 0 y de 1
pues el niicleo de % es un subespacio propio no trivial de
U (ker & ~W). L]

Un pequeno ejemplo para ilustrar algunas de las ideas ex-
puestas hasta el momento:

Ejemplo 2.5. Dado un campo k, consideremos los sistemas
de 3-subespacios siguientes:

U= (kk0k y V=(00k).

Por el lema 2.3, sabemos que U y V son indescomponibles y
que EndU ~ k y también EndV ~ k. Escogiendo bases apro-
piadas, tenemos las presentaciones matriciales My y My :

wo=[iTo]1] » w=[o]o]1]

Ademds, My ® My & My corresponde a

1 0 0|0 0 O|1 0 O
01 0{0 0 O[O0 1 O
0 0 0|0 0 0]0 O 1
Si U = (k,Uy,...,U,) es un sistema trivial de subes-

pacios sobre el campo k, entonces su sistema dual U* =
Uy, U, ...,U) es (isomorfo a) (k,Wi,...,W,), en donde,
para todoi € {1,...,r}, se tiene que

Si Ui =0.

siUi=k.’

En particular, para los dos sistemas de 3-subespacios dados
al comienzo de este ejemplo

U = (k,k,0,k) y V = (k,0,0,k),
se tiene que sus duales son (isomorfos a)

U* ~ (k,0,k,0) y V* ~ (k,k,k,0)

v las correspondientes dimensiones estdn dadas por

dimU = (1,1,0,1),

dimU* =(1,0,1,0),

dimV = (1,0,0,1),
dimV* = (1,1,1,0).
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3. Los sistemas de r-subespacios.

Después de los preliminares anteriores, vamos inicialmen-
te a examinar el problema central para los casos r € {1,2,3}
en las tres proposiciones siguientes; como veremos, en es-
tos casos el problema de clasificaciéon de los sistemas de
r-subespacios indescomponibles es relativamente sencillo:

Proposicion 3.1. Dado un campo arbitrario k, tenemos que
Ind(.7,k) = {(k,0), (k,k)} y, en ambos casos, los anillos de
endomorfismos asociados son triviales.

Demostracion. SiU = (Uy,Uyj) es un sistema arbitrario de 1-
subespacio, entonces, para algtin complemento X de U; en U
se tiene que

U = (Uo,Ur)

(
(U] eX, Ul)
=(X,0)@ (U),Uh)

~ (K™,0) @ (K", k")
= (k,0)" & (k. k)",

en donde X ~ k™ y Uy ~ k", para algunos enteros no negati-
vos m y n. De aqui se obtienen los sumandos indescomponi-
bles del resultado y el lema 2.3 garantiza que los anillos de
endomorfismos son triviales. O

Nota. El procedimiento para llevar cualquier matriz a su for-
ma estdndar, descrito en el lema 2.2, corresponde a la so-
lucién del problema matricial asociado a los sistemas de 1-
subespacio sobre un campo k; de hecho, la forma estandar no
es otra cosa que una suma directa de representaciones ma-
triciales de 1-sistemas indescomponibles de la forma (k,k) y
(k,0).

Proposicion 3.2. Dado un campo arbitrario k,

Ind(%2,k) = {(k,0,0), (k,k,0), (k,0,k), (k,k,k)}

y los cuatro anillos de endomorfismos asociados son triviales.

Demostracion. Consideremos U = (Uy,U;,U,) un sistema
arbitrario de 2-subespacios sobre k y sea W = U; N U,; en-
tonces Uy =W X y Uy =W @Y, para algunos subespacios
complementarios X,Y y ademds U1 + U, =W X PY. Yaque
Up = (U 4+ U,) @ Z para algiin complemento Z, tenemos que

U=(W,W,W)& (X,X,0)® (Y,0,Y) & (Z,0,0)
~ (K™K K™ @ (K", K", 0) @ (KP,0,kP) & (k7,0,0)
= (k. k,k)" @ (k,k,0)" & (k,0,k)” & (k,0,0)7,

de donde obtenemos los sumandos indescomponibles anun-
ciados. Nuevamente el lema 2.3 garantiza que los anillos de
endomorfismos son triviales. O

Con la ayuda del siguiente resultado auxiliar, en la propo-
sicién 3.4 obtendremos la clasificacién completa de los siste-
mas de 3-subespacios indescomponibles, y de sus anillos de

endomorfismos asociados. En la prueba de la proposicion ha-
remos uso de las presentaciones matriciales; una solucién en
usando el lenguaje de los espacios vectoriales puede consul-
tarse en [Arn00, Ejemplo 1.1.5, pags. 4-7]

Lema 3.3. Para los sistemas de 3-subespacios
(Uy,U1,Ur,Us) con las relaciones adicionales Uy C Us
y Uy C Us se tiene que todos los objetos indescomponibles
vienen dados, salvo isomorfismo, por los elementos del
conjunto

{(k7 07 07 0)7 (k? k7 07 k)7 (k7 07 k? k)’ (k7 07 07 k)7 (k’ k? k7 k)}
y todos los anillos de endomorfismos asociados son triviales.

Demostracion. Consideremos U = (Uy,U;,U,,Us) un siste-
ma de 3-subespacios sobre k con las relaciones adicionales
Uy CUsyU, CUsyseaV =U;NUy; entonces Uy =VEWy
U, =V @ X, para algunos subespacios complementarios W, X
yademas U+ U, =VOWdX. Yaque Us = (U1 +Up) DY y
Uy = Uz @ Z para algunos complementos Y y Z, tenemos que

U= V,v,V,V)®o (W,W,0,W)d (X,0,X,X)
$(Y,0,0,Y)&(Z,0,0,0),
de donde obtenemos los sumandos indescomponibles anun-
ciados. Ya que todos los objetos indescomponibles son trivia-

les, el lema 2.3 garantiza que sus anillos de endomorfismos
también lo son. O

Proposicion 3.4. Dado un campo arbitrario k,

Ind(.%4,k) = {(k,0,0,0), (k,k,0,0), (k,0,k,0), (k,0,0,k),

(k7k7k70)7 (k7k70’k)7 (k’03k7k)7 (k’k7k7k)’U}7

en donde U es (isomorfo a) el sistema de 3-subespacios dado
de la manera siguiente:

Up=kdk, U,=06k,

Uy =k®0, Us={(x,x)|xe€k}. M

y los nueve anillos de endomorfismos asociados son triviales.

Demostracion. Consideremos una presentacién matricial

v =i 2

de un sistema de 3-subespacios U = (Uy,U;,U,,Us). Ini-
cialmente, aplicando transformaciones admitidas, llevamos la
franja M a la forma estandar (ver el lema 2.2), obteniendo as{
una matriz de la forma siguiente (los colores son utilizados
tnicamente como guia durante el proceso de reduccién):

M,

M, M;

0| I JA]|B
0O|o0}|cCc|D

La franja horizontal inferior de esta matriz corresponde a cier-
ta presentacién matricial de un sistema de 2-subespacios ya
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que aplicar en esta franja transformaciones admitidas de ti-
po (a) no altera los bloques nulos correspondientes a M y,
por otro lado, se tienen transformaciones admitidas indepen-
dientes de tipo (b) para los bloques C y D que dejan invariante
el bloque M1; utilizando el resultado de la proposicién 3.2, en
los bloques colocamos bloques correspondientes a
sumandos de los sistemas indescomponibles de 2-subespacios
(k,k,0), (k,0,k), (k,k,k) y (k,0,0) y utilizamos adiciones de
filas para anular en A y en B los elementos por encima de
los bloques I de (k,k,0),(k,0,k) y de uno de los bloques /
de (k,k,k), para obtener la siguiente matriz (de ahora en ade-
lante, los bloques que no aparezcan marcados en las matrices
representan bloques nulos):

Analizando ahora cudles transformaciones admitidas no cam-
bian los bloques I ni los bloques nulos de la matriz anterior,
resulta que, aparte de las adiciones obvias de columnas de Q
a columnas de R, tenemos ahora también adiciones de colum-
nas de P a columnas de R (estas adiciones estan indicadas por
las flechas curvas en la matriz anterior): en efecto, cualquier
columna de P puede adicionarse al bloque nulo justo a la de-
recha de P; al restaurar los ceros de este bloque adicionamos
filas del bloque I asociado a (k,k,k), pero entonces también
se deben realizar las mismas adiciones del otro bloque I de
(k,k,k) al bloque R. Por lo tanto, los bloques mn
corresponden a una presentacion matricial de cierto siste-
ma de 3-subespacios U = (Uy,U;,U,Us) con relaciones adi-
cionales U; C U3 y U, C Us. Gracias al lema 3.3, sabemos
que los indescomponibles de este sistema con relaciones son
(k,k,0,k), (k,0,k,k), (k,0,0,k), (k,k,k,k) y (k,0,0,0); colo-
camos entonces, en lugar de los bloques Eﬂ bloques
I correspondientes a sumandos de los anteriores sistemas y

obtenemos, finalmente, la siguiente matriz:

Con esto, tenemos que los sistemas de 3-subespacios indes-
componibles son (k,k,k,0) (obtenido de la primera, de aba-
jo hacia arriba, franja horizontal de la matriz), (k,k,0,k)
(obtenido de la segunda franja horizontal de la matriz),
(k,k,k,k) (obtenido de la cuarta franja horizontal de la ma-
triz), (k,k,0,0) (obtenido de la quinta franja horizontal de la
matriz), (k,0,k,0) (obtenido de la sexta y séptima franjas ho-
rizontales de la matriz), (k,0,0,k) (obtenido de la octava y
novena franjas horizontales de la matriz), (k,0,k,k) (obtenido
de la décima franja horizontal de la matriz), (k,0,0,0) (obte-
nido de la dltima franja horizontal de la matriz) y el sistema
no trivial con presentacién matricial

11011

011 @

obtenido de la tercera y undécima franjas horizontales de la
matriz.

Gracias al lema 2.3, tenemos que los anillos de endomorfis-
mos asociados a los ocho 3-sistemas triviales de subespacios
son también triviales; para terminar la demostracioén, exami-
nemos el anillo de endomorfismos del sistema indescomponi-
ble no trivial: la presentacién matricial dada en (2) correspon-
de al sistema de 3-subespacios U = (U, Uy, U,,Us), en donde

Uy =kDk,
Uy =kd0,

U, =08k,
Us = {(x,x) | x € k}.

Si hacemos & = (1,0) y & = (0,1), tenemos que los con-
juntos {&;,&}, {1}, {&} vy {€1 + &} son bases para los
subespacios Uy, Uy, U y Us, respectivamente. Ahora bien, si
o/:U — U es un endomorfismo de U, la condicién < (U;) C
U, implica que <7 (€1) = ag;, para algln a € k; la condicién
o/ (Uy) C U, implica que <7 (&) = bey, paraalgin b € k y la
condicién &7 (Us) C Us implica que <7 (€] + &) = c(€ + &),
para algtn ¢ € k, pero entonces

ce +c& =c(e + &)
= (e + &)
= (&) + (&)
= a€ + bey,
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con lo que a = b = ¢; es decir, o/ es multiplicacién por un
escalar y esto nos lleva a que EndU ~ k (teniendo en cuenta
el lema 2.4, esto también reafirma el que este sistema de 3-
subespacios es indescomponible). O

Vale la pena notar que todos los indescomponibles para los
sistemas de 1 y 2 subespacios son triviales, pero cuando pasa-
mos a los sistemas de 3-subespacios ya aparece un indescom-
ponible no trivial. En todos los casos, sin embargo, se tiene
que dimUy < 2y todos los anillos de endomorfismos asocia-
dos son triviales. Como vamos a ver, cuando consideramos
los sistemas de r-subespacios para r > 4 la situaciéon cambia
draméticamente: el conjunto Ind(.#,, k) resulta infinito, para
todo r > 4; ademas, aparecen sistemas indescomponibles en
los que dim U puede ser tan grande como se quiera y también
aparecen anillos de endomorfismos no triviales. Primero, un
lema auxiliar:

Lema 3.5. Para enteros positivos ry s, con r < s, se tiene una
inyeccion 1:Ind(%, k) — Ind(%, k).

Demostracion. Para U = (Up,Uy,...,U,) € Ind(.#,k), defi-
namos 1(U) =U = (Uy,Uy,...,Us) haciendo

Up=Uy vy, parare{l,...,s},

U, siie{l,...,r}.

U;=
0, siie{r+1,...,s}.

Es inmediato, a partir de la definicién dada, que 1 es una in-
yeccién y que 1(U) es indescomponible si U lo es. O

Proposicion 3.6. Para r > 4, el conjunto Ind(.%,,k) es infini-
to.

Demostracion. Dado un campo k, consideremos el sistema
de 4-subespacios U = (Uyp, Uy, ...,Us) tal que, para cada en-
tero n > 0, el k-espacio vectorial Uy es k"1 @ k! de dimen-
sién 2n+2 con base {¢€y,...,&n12}y, parai € {1,...,4},los
subespacios U; estan dados de la siguiente manera:

Uy =k""o0=({er,....6041}),

Uy =00k = ({&,42,..., 812},
Us = ({e1+ &2, &1 +Emp2}),
Us=({&2+ &2, &1 +Emp1))-

Si o/ € EndU, debe tenerse que <7 (U;) C Uj, para todo
i€{l,...,4},y esto nos lleva, después de un andlisis sobre el
efecto de .o/ sobre los generadores de los espacios U;, a que
</ es simplemente multiplicacion por un elemento fijo de k.
Tenemos asi que EndU ~ k y, en particular, los dnicos idem-
potentes de EndU son 0 y 1; usando el lema 2.4, concluimos
que U es indescomponible, para todo n > 0. Tenemos asi que
Ind(#4,k) es un conjunto infinito y el lema 3.5 nos permi-
te entonces concluir que Ind(.%,,k) es también un conjunto
infinito, para todo r > 5. O

Vamos ahora a examinar la situacién para los sistemas de
r-subespacios para r > 5; como veremos, en estos casos el
problema es muy interesante pero surge una dificultad insal-
vable:

Proposicion 3.7. Para r > 5, el problema de clasificacion de
los sistemas indescomponibles de r-subespacios es un proble-
ma de tipo salvaje.

Demostracion. Teniendo en cuenta el lema 3.5, basta probar
el resultado para r = 5: dado un campo k, consideremos el
sistema de 5-subespacios U = (U, Uy,...,Us) dado por:

Uy=ESDE, Us={(a,a)| o €E},
Uy =EDO, Us={(a, 7 (a)) | ¢ € E},
U, =0@E, Us ={(a,#(a)) | a € E},

en donde E es un espacio vectorial de dimension finita n sobre
k'y o, 9% son transformaciones k-lineales de E en E. Selec-
cionando bases apropiadas para Uy y para cada uno de los
subespacios U;, obtenemos para U una presentacion matricial
My que tiene el aspecto siguiente:

I, O | L, | I, | I
MU = )
O 1|5, | 1L | A | A

en donde A y A, son las matrices de los operadores .«7] y <%,
respectivamente.

Supongamos ahora que aplicamos una transformacién ad-
mitida 7 sobre columnas de la franja vertical que contiene a
A1; esta operacidon cambia A por cierta matriz B; y modifi-
ca el bloque I, que estd por encima de Aj; para restaurar el
bloque identidad debemos aplicar ahora la operacién inversa
T~! sobre filas de la primera franja horizontal; esto corrige
el bloque identidad anterior pero modifica otros tres bloques
identidad. En el diagrama de la figura 1 se ilustra la secuen-
cia de transformaciones admitidas que deben aplicarse para
restaurar los bloques identidad originales: cada transforma-
cién admitida se representa mediante una flecha horizontal,
si es sobre filas, o vertical, si es sobre columnas; un bloque
identidad en color rojo indica, que al aplicar la operacién co-
rrespondiente, ese bloque sufre modificaciones.

Asf pues, después de recomponer los bloques identidad, te-
nemos que aplicar la transformacién 7" sobre las columnas de
A implica aplicar esa misma operacién sobre las mismas co-
lumnas de A, y también aplicar la transformacién inversa 7!
sobre filas tanto de A como de A,; de manera completamen-
te andloga puede verse que algo similar sucede si se aplica
inicialmente una transformacién admitida sobre las columnas
de A;. Teniendo en cuenta que aplicar transformaciones ad-
mitidas sobre columnas (sobre filas, respectivamente) equiva-
le a multiplicacion a derecha (a izquierda, respectivamente)
por una matriz invertible, el analisis anterior nos muestra que
las matrices A; y Ap se estan transformando, de manera si-
multdnea, por multiplicacién a derecha por cierta matriz in-
vertible P y por multiplicacion a izquierda precisamente por
la matriz inversa P~

Asi pues, el sistema de 5-subespacios considerado corres-
ponde al problema de la reduccién simultanea, por semejanza,
de un par de matrices cuadradas del mismo orden:

(A1,A2) — (P'AP,P'AP),
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I, 0 L | 1, | I,
0 I, | I, | By | A
T
T*l
l’n 6 ',n l'n "n
01| L, |1 | B | A
L | O | Ly | I, | Iy
L | I, | Bi | B2
T T T
I, 0 L, | I, | I,
T71
© 1 €16
I, L | I, | I
0| 1 I, | C | G
T
By = AT, By = AxT,
C=T'AT, C, =T 'A,T.

Figura 1: sucesion de transformaciones que ilustran el proble-
ma de la reduccion simultdnea de un par de matrices por se-
mejanza como caso especial de un sistema de 5-subespacios.

en donde P es una matriz invertible del mismo orden que A
y Az, Este problema, que estd asociado al carcaj

@
O

es de tipo salvaje. O

El que el problema de la clasificacién de los sistemas de r-
subespacios para r > 5 sea un problema de tipo salvaje signi-
fica que, para r > 5, el conjunto Ind(.#;, k) contiene una copia
de todos los R-médulos indescomponibles finito dimensiona-
les para cada k-algebra R de dimension finita [Arn00, Bre74b],

asi que es practicamente imposible pensar en obtener una cla-
sificacién completa de los sistemas indescomponibles para
r>S5.

Nota. Aunque hemos pedido que el entero r sea positivo, de
hecho, podemos dar también la clasificacién de los sistemas
de 0-subespacios: en este caso, los sistemas tienen la forma
(Up), en donde Uy un espacio vectorial de dimensién finita
sobre un campo k y es inmediato que, salvo isomorfismo, (k)
es el unico objeto indescomponible y que su anillo de endo-
morfismos es trivial.

4. Sistemas de 4-subespacios.

En esta seccién vamos a centrarnos exclusivamente en el
caso de los sistemas de 4-subespacios. Este caso es especial-
mente interesante por varias razones: por un lado, no es para
nada sencillo (a diferencia de los casos para r € {1,2,3}) v,
por otro lado, aunque sabemos ya que en Ind(-#4,k) hay in-
finitos sistemas indescomponibles (ver la proposicién 3.6), a
diferencia de lo que sucede para r > 5, los infinitos sistemas
en Ind(#4,k) pueden ser descritos completamente asi como
sus anillos de endomorfismos. Adicionalmente, el problema
de los cuatro subespacios contiene, como casos particulares,
varios problemas cldsicos e importantes, tal como ejemplifi-
camos en la subseccién siguiente.

Nota. En términos precisos, mientras que el problema de la
clasificacién de Ind(.#;, k), para r > 5, es un problema de tipo
salvaje, el problema para Ind(.#4,k) es de tipo manso. Intui-
tivamente, el que un problema de clasificacién de objetos sea
salvaje significa que no admite solucién completa y que el
problema sea manso significa que, aunque involucra infinitos
objetos, estos pueden ser clasificados completamente. Las de-
finiciones precisas de mansedumbre y salvajismo, asi como
algunos de los resultados clésicos al respecto pueden consul-
tarse en [Dro80].

4.1.

Antes de examinar el problema y su solucién, mencione-
mos un par de cuestiones cldsicas de dlgebra lineal que apare-
cen como casos especiales del problema de la clasificacion de
los sistemas de 4-subespacios:

El problema de los cuatro subespacios.

1. Sea «/:E — E una transformacién lineal sobre un k-
espacio vectorial E de dimension finita sobre k. Consi-
deremos la cuadrupla U = (Up, Uy, ...,Us), en donde

Uy=E®E U ={(a,0) | ¢ € EY},
U =E®O0, Us={(a, (o)) | ¢« € E}.
U,=08E,

Escogiendo bases apropiadas, tenemos para U la presen-
tacion matricial siguiente:

L, | 0| I, | I
0O | 5L |, A
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en donde n = dimE y A es la matriz cuadrada de orden
n asociada al operador lineal .o7. Al hacer el andlisis de
las transformaciones admitidas que se pueden aplicar sin
alterar los bloques identidad y nulos en la presentacion
matricial anterior, resulta que el bloque A se reduce por
semejanza:

A P'AP,

en donde P es una matriz invertible de orden n. Este pro-
blema es precisamente el problema del bucle

o

()

@)

cuyas soluciones son las formas canénicas: por ejemplo,
la de Jordan, introducida en 1870 en [Jor70], y la racional
o de Frobenius.

2. Sean E y F un par de k-espacios vectoriales de dimen-
sidn finita sobre k y consideremos dos transformaciones
k-lineales @/|:E — F y <#:E — F. Tenemos la cuadru-
pla asociada U = (Uy, Uy, ...,Us), en donde

Uy=E®F Us={(a,(a)) | a € E},
U =E®O, Us={(a,95(a)) | oc € E}.
U,=08F,

Después de escoger bases apropiadas para los espacios,
resulta que a U le corresponde una presentacién matricial
que tiene la forma siguiente:

In O In In
0| I,|A | A

en donde n = dimE, m = dimF y Ay, A, son las ma-
trices de tamafio m X n asociadas a las transformaciones
), @b, respectivamente. Analizando ahora cudles de las
transformaciones admitidas se pueden aplicar dejando
invariantes los bloques identidad y nulos en la presen-
tacién matricial anterior, resulta que el par de matrices
cuadradas A; y A, se reduce por equivalencia:

(A1,A2) — (PA1Q,PA>Q),

en donde Py Q son matrices invertibles de orden m y n,
respectivamente. Este problema es el problema del haz
de Kronecker:

que Weierstrass resolvié inicialmente para el caso regu-
lar en [Wei68] y, posteriormente, Kronecker extendio al
caso singular (no regular) en [Kro90]. Una solucién mas
reciente, con una extensién a los casos semilineal y pseu-
dolineal puede consultarse en [Zav07,Zav08]

Nota. De hecho, el problema de los cuatro subespacios con-
tiene, como casos especiales, muchos otros problemas clési-
cos e importantes de dlgebra lineal; el autor estd preparando
un articulo en el que se incluye un estudio detallado de esta
situacion.

Dado un campo k, los sistemas de 4-subespacios sobre k
se denominan también cuddruplas (de subespacios) sobre k.
El problema de los cuatro subespacios no es otra cosa que
el problema de obtener la clasificacion completa, salvo iso-
morfismo, de todas las cuadruplas indescomponibles sobre un
campo k.

4.2. Clasificacion de las cuadruplas indescom-
ponibles y de sus anillos de endomorfis-
mos.

En la presentacion de la clasificaciéon completa de las
cuadruplas indescomponibles y de los anillos de endomor-
fismos correspondientes seguimos las ideas de [MZ04]; alli
puede consultarse una demostracion de los dos teoremas si-
guientes:

Teorema 4.1. Todas las cuddruplas indescomponibles U =
(Uy,Uy, . ..,Us) sobre un campo arbitrario k estdn dadas, sal-
vo isomorfismo, salvo dualidad y salvo permutaciones de los
subespacios Uy, ...,Us, por las cuddruplas indescomponibles
de los seis tipos 0,1, ...,V presentados en forma matricial en
los cuadros de la figura 2.

Teorema 4.2. Sea U una cuddrupla indescomponible sobre
un campo arbitrario k, sean dy = dimUy y € =EndU el anillo
de endomorfismos de U. Entonces, se tiene lo siguiente:

(a) Si U es regular de tipo 0 con dy =2n (n > 1), entonces
& ~k[t]/(p*(¢)), en donde p*(t) es el polinomio minimal
de la célula de Frobenius indescomponible X de orden n
(mostrada en la figura 2) con p(t) monico irreducible y
diferente det y de t — 1 (claramente n = s -deg p(t)).

(b) Si U es regular de tipo I con dy =2n (n > 1), entonces
&~ k[t]/ ().

(c) SiU es regular de tipo Il con dy =2n+1 (n > 0), enton-
ces € ~ k[t]/(t"1).

(d) SiU es no regular, entonces € ~ k.

4.3. Cuadro de las cuadruplas indescomponi-
bles.

En esta seccion explicamos las notaciones, las convencio-
nes y toda la informacién contenida en los cuadros de la figu-
ra 2 en que se muestran todas las cuddruplas indescomponi-
bles, salvo isomorfismo y permutaciones de los subespacios.

Si una matriz identidad I; estd equipada con una flecha de
la forma <—,—,71 o |, esto indica que debemos agregar a I,
una columna o fila de ceros a la izquierda, a la derecha, enci-
ma o abajo, respectivamente.
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F,(p*(t)) denota la célula de Frobenius (también conoci-
da como la célula de la forma candnica racional) de orden n
que tiene como polinomio minimal p*(¢), en donde p(r) es
monico e irreducible. En otras palabras, F,(p*(¢)) es la matriz
acompafiante de p*(r) (en particular, n = s-deg p(¢)).

Denotamos J, (0) (J, (0)) el bloque de Jordan de orden n
con valor propio O y entradas 1 en la diagonal que estd por
encima (por debajo) de la diagonal principal.

Cada tipo de cuadrupla indescomponible viene acom-
pafiado con un qtil diagrama caracteristico formado por cua-
tro vértices (que representan los subespacios Uy, .. .,Us) junto
con simbolos adicionales de la forma

VAN

Estos simbolos significan que los subespacios correspon-
dientes U; y U; satisfacen la relacién dim(U;NU;) =1 o
codim(U; 4+ U;) = 1, respectivamente. En caso de ausencia de
este simbolo, U;NU; = 0 o U; + U; = Uj, respectivamente.
Los diagramas también incluyen las coordenadas del vector
dimensién d = dimU.

En el cuadro incluimos también los valores

o también

4
d=0(d)=Y di—2dy
i=1
del defecto d y

f=fd)=di+ Y. di—do} i

de la forma cuadratica de Tits f en el vector de dimension d =
dimU. Asimismo, damos para cada tipo su correspondiente
anillo de endomorfismos € = EndU.

Para un tipo T denotamos T* el tipo dual (formado por las
cuddruplas duales U* en donde U es de tipo 7).

En las matrices de tipos V y V* la dltima franja horizontal
es Unicamente de una fila.

Nota. (a) De la construccion usada en [MZ04], se sigue que
todas las cuddruplas listadas en el cuadro son, de hecho,
indescomponibles y mutuamente no isomorfas. Ademads,
cada cuddrupla U de uno de los tipos IL,...,V (o de los
tipos duales) estd determinada de manera univoca, salvo
isomorfismo, por su vector de dimensién d = dimU (que
es una raiz de la forma f en el sentido que f(d) = 1).
Cada cuddrupla de tipo 0 o I estd determinada por el
par (d,p(t)) o (d,t) respectivamente (en donde p(z) y
t son los polinomios mencionados antes y el vector de
dimensién d es una raiz imaginaria de f en el sentido

que f(d) =0).

Si tomamos p(t) =t o p(t) =t —1 en el tipo 0, obtene-
mos el tipo I. Las cuddruplas de tipo I dadas por matrices
con J;7(0) y J, (0), son isomorfas.

(b)

(c) Sisustituimos J,’ (0) por J,, (0) en la forma de tipo V, de-
bemos simultdneamente sustituir (0...01) por (10...0)

en las ultimas filas de las franjas M3, My (las dltimas filas

en My, M, son filas nulas). Correspondientemente, en la
forma V* podemos invertir la direccién de todas las fle-
chas, y simultaneamente sustituir (0...01) por (10...0)
en la dltima fila de cada franja M;, i € {1,...,4}.
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Figura 2: Clasificacion de todas las cuddruplas indescomponibles, salvo isomorfismo y permutaciones de los subespacios.
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1. Resumen.

El algebra lineal, aunque se estudia a profundidad en ma-
temadticas o fisica, a menudo parece tan abstracta que no se
conoce claramente su grado de aplicacién. En este articulo,
se vera que los conceptos clave como transformaciones linea-
les y productos internos, llevaran a entender la 16gica de la
computacién cudntica, un paradigma con una compleja es-
tructura informética que pretende evolucionar la tecnologia,
y el futuro. Por eso, se introduce el espacio vectorial de los
cuaterniones, y se interpreta como rotacion de vectores en la
esfera de radio 1, que se asocia en cierta forma con la esfera
de Bloch. Esta tltima, entendida como la representacién de
estados de un sistema fisico y en particular, de los qubits, que
son los vectores del espacio de Hilbert cuyos estados vienen
dados por un conjunto de transformaciones lineales o com-
puertas cudnticas. Adicionalmente, se presentard un pequefo
cddigo en Python con la idea de representar la rotacion de vec-
tores en la esfera de radio 1 del espacio de los cuaterniones.
Por ultimo, y con el fin de aplicar estas rotaciones, se explica
brevemente el algoritmo de Shor para factorizacion de enteros
positivos y su uso en la criptografia cudntica.

2. Introduccion.

Desde que el matematico inglés Alan Turing disefi6 el pri-
mer prototipo de ordenador clésico para descifrar el c6digo
secreto de la armada Nazi durante la segunda Guerra Mun-
dial, el sistema computacional ha ido modernizdndose, donde
cada vez mads, los ordenadores tienen mejores caracteristicas
de diseno, memoria, velocidad, entre otras, todas bajo el mis-
mo sistema discreto cuya minima unidad de informacidn es el
bit ! de unos y ceros. Estos digitos representan dos estados:
Encendido o apagado, cierto o falso, si 0 no [Lop16a]. Dentro
de la circuiteria electronica de un sistema de computadora, es-
tos valores significan presencia o ausencia de voltaje. Un bit
es la minima unidad de informacién, pues a partir de ellos se
construye cantidades mas grandes de informacién. Asi, ocho
bits conforman un octeto, también llamado byte [Lop16b], de
modo que, como las computadoras estdn disefiadas para tra-
bajar con bytes, y cada espacio del octeto tiene dos posibles

*Estudiante de matematicas, Fundacién Universitaria Konrad Lorenz, Bo-
gotd-Colombia.

ILa palabra bit representa una abreviacién de binary digit (digito binaria)
[Lopl6a]
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estados 1 o 0, entonces existen 28 combinaciones posibles,
0 sea 256 valores diferentes y se usan para medir el alma-
cenamiento de memoria de un dato. Si digitamos un parrafo
completo tendremos una serie de bytes que pueden tener un
tamafio de un kilobyte (10 bytes) o un megabyte (10° by-
tes) etc., y en fracciones de segundo, el ordenador ya sabe lo
que se le esta escribiendo. Pero cuando el tamafio de las ins-
trucciones al ordenador excede su capacidad, puede llegar a
hacer que este se demore. Esto sucede mucho en matematicas
cuando se modela por ordenador problemas que requieren una
enorme cantidad de cdlculos. Pues bien, como la computado-
ra clasica elabora estas instrucciones de forma serial, es decir
de forma secuencial, paso a paso, una tras otra de forma inde-
pendiente, entonces se abruma la memoria por el consumo de
recursos.

A partir de esta dificultad, ha salido a la luz, la idea de
construir un ordenador que realice operaciones de manera si-
multanea. En el afio 2000, Enmanuel Knill, Raymond La-
flamme, Rudy Martinez y Ching-Hua Tseng del MIT logra-
ron desarrollar un computador cudntico de 7 Qubits [CC20]
Un Qubit, es la abreviacion de Quantum bit, y representa la
unidad minima y bésica de procesamiento de informacién de
un computador cudntico y a comparacién del bit, este puede
estar en estado 0, 1 o en una combinacion lineal de ambos.
Mas adelante, definiremos formalmente el qubit y su trans-
formacién en el espacio de Hilbert. El fin de esto, es reflejar
la importancia de los estados que puede tomar un qubit en
una operacion dada. Con los bits convencionales, si tenfamos
un registro de tres bits, habfa ocho valores posibles, y el re-
gistro s6lo podia tomar uno de esos valores. En cambio, si
tenemos un vector de tres qubits, la particula puede tomar
ocho valores distintos a la vez gracias a lo que se denomi-
na la superposicion cudntica. De este modo, un vector de tres
qubits computaria un total de ocho operaciones en paralelo.
Para hacerse una idea del gran avance que esto supone, un
computador cudntico de 30 qubits equivaldria a un procesador
convencional de 10 teraflops (millones de millones de opera-
ciones en coma flotante por segundo), es decir, una cantidad
abrumadora de operaciones, que no es comparable con la ca-
pacidad de un procesador convencional de hoy dia, ya que
actualmente las computadoras trabajan en el orden de giga-
flops (miles de millones de operaciones en coma flotante por
segundo) [CC20]. En este articulo, se vera la forma de operar
de los qubits mediante transformaciones lineales en un espa-
cio de Hilbert, y cémo desde la perspectiva de las rotaciones



20 De la cuarta dimensién y espacios perfectos, a rotar un espacio tridimensional - Daniel Esteban Galvis Sandoval

en el espacio de cuaterniones, se puede interpretar las mismas
que realiza en un espacio tridimensional de Hilbert. En la si-
guiente seccidn se generaliza una interpretacion grosso modo
de la fisica cudntica, y cdmo esto se relaciona con el objeto
de estudio de este escrito que son las rotaciones de un vec-
tor en un espacio complejo, posteriormente se introducen los
cuaterniones, y luego los espacios de Hilbert. Finalmente, se
presenta una aplicacion en criptografia mediante el caso de
factorizacién con el algoritmo de Shor.

3. Una nueva fisica.

De acuerdo con [Haw10] en su libro El Gran Diseiio, el
universo no tiene una existencia dnica sino que cada posible
version del universo existe simultdneamente en lo que se de-
nomina la superposicion cudntica; y con esta extrafia introduc-
cién, nos preguntamos, ;a quién se lo ocurri6 hablar de algo
como esto?, ;por qué se habla de una nueva fisica del mundo
subatémico?, ;qué tiene que ver esto con la computaciéon? y
(por qué nos interesa para el estudio de rotaciones?

Bueno, hay que remontarse a comienzos del siglo XX,
cuando el problema de saber en qué direccién o qué patrén
seguia la emisioén de luz de un cuerpo caliente, era irresoluble.
Max Planck, descubri6 la ley de la radiacién electromagnéti-
ca emitida por un cuerpo a cierta temperatura y dio solucién a
este problema pasando a ser considerado como el padre de la
fisica cuantica [An619]. En este trabajo, intentd explicar que
la luz se comportaba no solo como onda sino como corriente
de particulas, que los electrones son simultdneamente particu-
las y ondas, y ademds, que los electrones ocupaban diferentes
puntos de su Orbita de manera simultdnea saltando de una a
otra, siendo imposible de conocer con precision su trayecto-
ria y llevando a pensar que era una cuestion del azar de la
naturaleza.

Segtin [An620], el trabajo de Planck condujo a que Albert
Einstein realizara su trabajo del efecto fotoeléctrico, basado
en la idea del comportamiento de la luz no como onda conti-
nua sino como chorro de particulas denominadas cuantos de
luz o fotones. En 1925, Werner Heisenberg desarrollé la ma-
temdtica de la mecénica cudntica usando dlgebra de matrices,
le siguid el famoso fisico austriaco Erwin Schrédinger que
formul6 en 1927 la funcién de onda y que condujo al famo-
so experimento del gato que se encuentra vivo y muerto a la
vez debido a las propiedades cudnticas de la materia y propia-
mente de los electrones. Este dltimo experimento, junto con
el experimento de la doble rendija (que trataba de explicar el
comportamiento en forma de onda de los electrones cuando
interactuaba con un cristal de niquel) llevado a cabo en 1927
por Clinton Davisson y Lester Germer [Haw10] llevaron a la
ciencia a otra escala y a pensar que ese comportamiento de
onda de los fotones y electrones podian explicar el entrela-
zamiento cudntico. Esto motiv6 al fisico Richard Feynman a
estudiar el experimento de la doble rendija y a concluir que no
se trataba de una posicién indeterminada de la particula sino
que ella tomaba todos los caminos posibles a la vez, y ello de-
pende de cudntas rendijas o compuertas se encuentren abier-

tas en dicho instante, es decir, que si una rendija se encuentra
abierta, entonces todas las particulas pasaran por alli y hardn
una Unica historia, mientras que si hay mas rendijas abiertas,
entonces ellas pasaran por todas al mismo tiempo y haran his-
torias alternativas. Se afiade que el matemadtico y fisico Paul
Dirac, introdujo el proceso de unificacién de la teorfa de la
mecdnica cudntica con la teoria de la relatividad especial y en
1932 el matemdtico Héngaro John Von Neumann formulé la
matematica para la mecdnica cudntica mediante los espacios
de Hilbert, y por esta razén, usamos notacién de Dirac en las
siguientes secciones.

Una vez sabemos de qué trata esta fisica, es importan-
te cuestionarse por qué esto tuvo gran trascendencia en la
computacion del siglo XXI, pues bien, las ideas de entrela-
zamiento cudntico y nimero de posibles posiciones de una
particula se relacionan con el tamafio de las operaciones que
realiza un ordenador y los recursos con los que dispone. Por
lo tanto, si en la fisica cudntica una particula que va del pun-
to A a un punto B pasando por diferentes rendijas tomando
todos los caminos posibles simultdneamente, en la compu-
tacion cudntica, las operaciones de un algoritmo se realizan
de forma simultdnea y no se restringe a dos uUnicos estados
de operacién (0,1) sino que pueden tener multitud de esta-
dos intermedios como resultado de la superposicién de estos
dos estados [Her10], es decir, se permite la evaluacién de to-
dos los posibles estados al mismo tiempo (algo que se conoce
como paralelismo cudntico) y se traduce en una disminucién
de tiempo y recursos para el procesamiento de una operacion
[Cail0] . Por esta razén, consideramos que mediante el es-
tudio de cuaterniones y el dlgebra lineal, que es el caballito
de batalla para entender esta computacidn, podriamos inten-
tar explicar su funcionamiento a partir de simples rotaciones
en un espacio tridimensional complejo.

4. Cuaterniones.

William Rowan Hamilton, un matematico nacido en Du-
blin en 1805, se pregunté por la forma de trasladar la nocién
geométrica de los nimeros complejos del plano a dimensiones
superiores, en particular, a la tercera dimensién. Lo cierto es
que no pudo, pero cuando lo intenté con cuatro dimensiones
le fue posible. De acuerdo con [Rod12] Hamilton se encon-
traba paseando con su esposa un 16 de Octubre de 1843 por
el canal Real de Dublin, cuando de repente le lleg6 una idea a
su cabeza, como si fuese un tipo de alucinacién y para que no
se le olvidase, escribi6 la identidad i2 = j> = k*> = ijk = —1
en una piedra del puente de Broom, donde i, j,k € C, es de-
cir, forman un espacio tridimensional complejo, y la cuarta
dimension la denoté con una componente real a, por lo tanto,
denominé a g como cuaternién si ¢ = a + bi + ¢j + dk donde
a,b,c,d € R.

Tras este descubrimiento, el estudio de las ciencias evolu-
ciond, en particular, en aplicaciones dlgebras de Lie o matri-
ces de Pauli, o incluso en informatica, con las rotaciones en
el espacio tridimensional usada en la robética e inteligencia
artificial.
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4.1.

Algebraicamente el conjunto de los complejos forma una
estructura de cuerpo con ciertas propiedades y que seran de
gran utilidad en el conjunto de los cuaterniones. Ahora bien,
un cuaternién, como bien ya se dijo, es un nimero o un objeto
de cuatro dimensiones de la forma:

Teoria.

q=a+bi+cj+dk, Q)

donde i, j,k € Cya,b,c,d € R,oseaquesia=b=c=
d = 0 se tiene el cuaterniéon nulo,0sia=0yb=c=d #0
entonces se tiene un objeto en el espacio tridimensional com-
plejo. Asi, podriamos seguir dandole distintas formas al cua-
ternién y usarlo como bien convenga. A continuacién, se dan
unas definiciones indispensables para abordar propiedades de
los cuaterniones, estas definiciones se basan en las propieda-
des de los niimeros complejos.

Definicion 4.1. Dado el cuaternion g = a+ bi+ ¢j + dk, su
cuaternion conjugado es g = a — bi — c¢j — dk [Fav08].

Definicion 4.2. Dado el cuaternion g = a+ bi+ ¢j + dk, su
cuaternion opuesto es —q = —a — bi — ¢j — dk [Fav08].

Definicion 4.3. Dado el cuaternion g = a+ bi + c¢j + dk, se
define su norma como |q|= Va2 +b*+ 3 + d?, ademds, q se

puede normalizar mediante la siguiente operacion: ¢ = ﬁ

donde q' es g normalizado [Fav08].

Definicion 4.4. Dado el cuaternion g = a+ bi+ c¢j + dk, se
dice que q es unitario si su norma es igual a uno [Fav08].

Definicion 4.5. Dado el cuaternion g = a+ bi+ ¢j + dk, su
inverso es g~ = # [Fav08].

El conjunto que contiene a los cuaterniones se denota H,
conll={qg:9=a+bi+cj+dk,i,jke CAa,b,c,d € R}.

De forma andloga a los nimeros complejos, se define la
suma de los niimeros cuaterniones:

Dados g = a1 +bii+cij+dik, p=ax+bri+crj+dok, se
define la suma de cuaterniones como:

g+p = (a1 +a)+ (b1 +b2)i+ (c1 +c2)j + (di + do)k,
donde (a1 —i—az), (b1 +b2), (Cl + Cz), (dl +d2) eR

Debido a las propiedades de los niimeros complejos y los
ndmeros reales, se puede ver fiacilmente que los cuaterniones
cumplen la asociatividad y conmutatividad, ademads, por la de-
finicién 4.2, existe el neutro aditivo y cuando todas las com-
ponentes reales son cero, se asegura la existencia del neutro
aditivo, o sea que (H, +) es un grupo abeliano.

La resta de cuaterniones se hace de forma andloga y se
puede probar facilmente. Asi también, podemos pensar en la
suma de un cuaternién con su conjugado:

g+g=(a+a)+b=>b)i+(c—c)j+(d—d)k=2a.

Por su parte, el producto de cuaterniones es un poco dife-
rente a la multiplicacién de complejos puesto que se debe te-
ner en cuenta la identidad arriba descrita i? = j> = k*> = ijk =
—1 de donde se extrae que:

ij = -ij = k,jk = -kj = i, ki = -ik = j. )

Con esto en mente, se define el producto de cuaterniones
asi:

g-p=(a1ay—biby—cicr—didr)+ (a1by+arbi +cidr —
dic2)i+ (arc1+aico+diby —bidy)j+ (ardi +aidy — c1br +
bicy)k [Fav08]. De hecho, este resultado es muy complejo,
ya que usa las propiedades de 2, por lo que tiene una mejor
visualizacién de la siguiente manera:

q/p aj byi Czj drk
a | ajar aibyi ajcaj | ardrk
bii | asbii | bibai® | bicaij | bidrik
cij | axcij | bacyji clczj2 c1dajk
dik | ardik | badiki | codikj | didok®

Cuadro 1: Multiplicacién de cuaterniones.

realizando los productos definidos:

q/p aj byi Czj drk
a; | ajax a1byi aicaj adrk
bii | axbii | —b1by | b'1c2k | bidsj
cyj | axcij | baci-k —C103 c'1d°2i
dlk azdlk bzd]j Czdl—i —d1d2

Cuadro 2: Multiplicacién de cuaterniones.

y organizando por columnas y por términos semejantes se
tiene:

q/p an byi Czj drk
ap | aras aibyi | ajcyj | ardok
bli —blbz azbli bldz-j blczk
C1j —C1C2 C1d2i azC]j szl-k
dlk —dldz Czdl—i bzdlj azdlk

Cuadro 3: Multiplicacién de cuaterniones.

Es decir, tomando por columnas y factorizando tenemos
que g-p = ((1]612 —bi1by —cicp — d]dz) + (a1b2 + arby +
cidy —dic2)i+ (axey +ajca+diby —bidy)j+ (axdy +ayds —
c1by + b1cy)k, como ya nos habia dado antes. Veamos el si-
guiente teorema:

Teorema 4.1. Sea g =t+xi+yj+zk € H, entonces la matriz
asociada L(q) es:

t —x -y -z
_x ot -z Yy
=1, ., . (3)
z -y X t

El teorema anterior nos dice que existe una matriz asociada
para cualquier cuaternién y eso no es mas que lo que vimos en
las tres tablas anteriores, solo que alli organizamos por colum-
nas y sumamos términos semejantes. De hecho, esta forma es
util cuando los productos son mucho mas complejos. Ademads,
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de esta forma también puede probarse que el producto de cua-
terniones es asociativo.

Por otra parte, nos podemos dar cuenta facilmente, que da-
da la identidad 1 y los productos 2, la conmutatividad de cua-
terniones no se cumple y se puede probar de la misma forma.
Ahora bien, igual que con la suma, podemos mirar qué pasa
con el producto de un cuaternién con su conjugado, esto es:

q-G=a*+b* 4+ +d (4)

Este resultado serd muy importante puesto que de aqui sur-
ge la idea de la rotacién tridimensional de puntos respecto a
un vector.

Asi también, otra propiedad que vale resaltar es el conju-
gado del producto de dos cuaterniones:

TP=p7

Sintetizando un poco, los cuaterniones son un conjunto con
ciertas propiedades para la suma y para la multiplicacién esca-
lar. De hecho, teniendo en cuenta que satisface todas las pro-
piedades para la suma y casi todas para la multiplicacién es-
calar a excepcién de la conmutatividad, podriamos decir que
los cuaterniones (H, +,-) forman una estructura algebraica de
anillo no abeliano y con elemento neutro. Ahora bien, obser-
vemos que si generalizamos este anillo, nos damos cuenta que
los cuaterniones son un espacio vectorial de R’ 4 que no re-
presenta el mismo R” sino que lo denotamos R’ considerando
que la primera componente es real y las otras tres son comple-
jas. Se puede probar que este conjunto es un espacio vectorial
peculiar probando cada uno de los 10 axiomas de espacio vec-
torial; sin embargo no lo hacemos porque no es el objetivo de
este escrito. De todas formas, este resultado es demasiado im-
portante porque como veremos mas adelante, nos servird para
interpretar un vector bidimensional de Hilbert en este espa-
cio, para realizar operaciones sobre este vector en una esfera
de radio uno. Por ahora, nos ayuda bastante tener la idea clara
de la forma de un vector en H.

Hasta aqui hemos visto tan solo las propiedades de estos
conjuntos; sin embargo son suficientes, asi que, sin mas que
decir, vamos a comenzar con uno de los resultados clave de
este articulo:

Consideremos por ejemplo que cualquier punto P(x,y,z)
del espacio tridimensional conocido puede ser representado
como un cuaternién cuya parte real es cero: P(x,y,z) — P =
0+ xi+yj+zk. Asi, si P=(1,2,3) — P = (i+2j+ 3k). Aho-
ra, consideremos otro punto S = (x1,y1,21), representémoslo
como cuaternién y luego normalicémoslo. De esta forma, po-
demos imaginarnos al cuaternién S como la esfera de radio
1 en el espacio tridimensional, donde (x,y,z) son las compo-
nentes de los ejes. Por lo tanto, esta esfera la podemos rotar
y todos los puntos del espacio con ella, pero ;cémo? Consi-
deremos ahora un dngulo 0 y dejemos que el vector unitario
S sea el eje de rotacion, es decir, el vector referencia respecto
de quien se realiza la rotacion del espacio en un angulo 6 da-
do. Entonces, esta operacion de rotacidn se puede representar
como un cuaternion g:

q=(s,v), )

donde s = cosg yv=_S- sing [Marl16].
El punto P’ final después de la rotacion se obtiene de rea-
lizar la siguiente operacion:

P'=q-Pg. (©)

En esencia, necesitamos un punto, un vector unitario que
actia como el eje de referencia de la rotacién y un dngulo de
rotacién. Veamos la siguiente ilustracion:

A

Figura 1: Rotacién en el espacio

Como se puede observar, el vector referente o eje de rota-
cién es n y todos los puntos del plano original xy (azul) rota
un dngulo B hacia el plano rojo. Ahora bien, recordando que
estamos trabajando con el punto Py el vector normalizado g y
su conjugado, notemos que si el vector unitario g lo tomamos
respecto de algiin eje, es decir, respecto a x, y o z, el cdlculo
se hace demasiado sencillo. Por ejemplo, si queremos rotar
el espacio respecto al eje z, entonces tenemos que calcular
P' = gq-P-q, que equivale a:

(cosg +1 ~sin9) (04x1i+y1j+z21k) - (cosg -1 ~sing).
2 2 2 2

Con todo, no siempre se quiere una rotacién respecto a uno
de los ejes sino que en la mayoria de los casos, las rotaciones
son sobre distintos vectores referencia del espacio, y en este,
hay infinitos. Ademads, uno de los mayores problemas seria
el hecho de rotaciones sucesivas sobre distintos ejes. Es claro
que para ello harfamos una matriz con cuantos cuaterniones
consideremos necesarios para hacer las rotaciones del espa-
cio necesarias, pero haciendo esta tarea con distintos ejes del
espacio, el resultado final o posicién final de cada punto no
podria ser resultado de un nlimero mayor a uno de vectores
referencia sobre el que se rot el espacio. Esto da cabida al
siguiente teorema propuesto por Leonhard Euler antes de que
Hamilton descubriera los cuaterniones:
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Teorema 4.2. Si R es una matriz que representa una rotacion
en R3, entonces R tiene un vector propion € R3 tal que Rn =
n, esto es, n es un vector propio con valor propio 1 [An610].

Este teorema lo que nos dice es que, con toda seguridad,
cualquier rotacién por un cierto dngulo en el espacio tridi-
mensional deja fija una linea recta, que es el eje de rotacion,
o sea que dada una secuencia de rotaciones sobre distintos
ejes, existe una rotacién que generaliza toda la secuencia de
rotaciones, y esta, a su vez tiene asociada una sola matriz de
rotacion sobre un eje de referencia o eje de rotacion.

4.2. Rotaciones.

Ya vimos que un vector cualquiera en el espacio se pue-
de expresar como cuaternion, y este, normalizado, es una es-
fera de radio 1 que se puede rotar. Asi pues, podemos usar
la geometria analitica para deducir una expresién sumamente
importante y es la siguiente:

Consideremos el plano R? con vector v de coordenadas
(vy,vy) que se quiere rotar 6 grados en sentido antihorario
hasta el vector w de coordenadas wy, w,.

Digamos que la norma del vector v =r, asi, |[v|=|w|=r, la
coordenada en x destino wy =r-cos0 + a =r- [cos oc.cos O —
sinosin @] = rcosacos @ — rsinosin @, pero vy = r-cosa
y vy = r-sina, o sea que reescribiendo se tiene: w, =
vycos 0 — vy sin 0. Andlogamente, la coordenada en y destino
Wy =V sin @ +vysin .

Si expresamos esto en forma matricial:

Wyl  |cos® —sin e
wy|  [sin@ cosO | |vy
Extrapolar este resultado a R3 no es complicado, para em-

pezar, podriamos tomar la siguiente matriz cuyo eje de rota-
cién es el eje z, entonces se tendria:

Wy cos® —sinf O Vy
wy| = |sinf cos® Of-|v,
Wy 0 0 1 Vv,

Para entender la relacion entre el resultado anterior y la
rotacién usando cuaterniones, es necesario asociar las rota-
ciones tridimensionales a la férmula de Rodrigues [An610]
en honor al matemitico Olinde Rodrigues, > que consiste en
rotar un vector v alrededor de otro unitario n y cuyas coorde-
nadas se obtienen de vcos & + (nxv) sina+n(n-v)(1 —cos ),
donde (nxv) es el producto cruz de vectores y (n-v) el produc-
to punto de ambos vectores. Asi, con cuaterniones, se definen
dos cuaterniones entre las partes imaginarias de dos cuaternio-
nes ¢ = (s1,v1),p = (s2,v2): El producto punto y el producto
cruz (vixvz) y (v -v2). Luego, se tiene que el producto de
cuaterniones es:

qg-p = (s1,v1) - (s2,v2) = s152 — (v - v2),s1v2 + s2v1 +
(vixv).

2 A quien se le atribuyen trabajos memorables previos al descubrimiento
de Hamilton de los cuaterniones.

oo e ® vy i @
Ahora, si g = (s1,yv2) con s; =cos 5 y ¥ =sin5 se puede

llegar a demostrar que dado el punto P que se quiere rotar, 6
es equivalente.

El resultado de Rodrigues nos da paso a buscar un vector
caracteristico que podamos rotar y nos arroje algin resultado
interesante. En la siguiente seccién, introducimos los espacios
de Hilbert, ya que las rotaciones de vectores que nos interesa,
se realizan en una esfera de radio 1 cuyos valores posibles
representan los estados de un qubit.

S. Espacios de Hilbert y transforma-
ciones lineales.

Definicion 5.1. SeanV, W dos espacios vectoriales de dimen-
sion finita, F un campo'y f :V — W una funcion, diremos que
f es una transformacion lineal de V en W si se cumple:

» flxty)=fx)+f().VxyeV.

» floax)=af(x)VxeV,a eF.

Lo anterior es lo mismo que f(ax+ oy) = o f (x) + o f(y).
Ahora, sabemos que el producto interno es una funcién lineal
que va del espacio vectorial al campo sobre el que se define
dicho espacio vectorial.

Definicion 5.2. Sea V un espacio vectorial de dimension fini-
tay R el campo sobre el que se define V. El producto interno o
producto escalar definido sobre V es una aplicacion o funcion
f:VxV — R, denotado < u,v > que satisface las siguientes
propiedades para todo u,v,w € V y todo escalar o € R:

U,y >=v,u>.
O <u,y>=ou,v>=<u,ov >.

n utvw>S=<u,w >+ < yw >,

<u,u>>0AN<uu>=0+<u=0.

Es decir, el producto interno entre dos vectores del espa-
cio devuelve un niimero del campo de los reales. Ademads,
se puede demostrar facilmente que la propiedad 3 de 5.2 es
lineal en la segunda componente como en la primera compo-
nente. Es decir, aplicando 5.1 < u,av+aw >= o < u,v >
4o < u,w >. Lo mismo con la primera componente. Asi, se
dice que el producto interno es una forma bilineal simétrica y
definida positiva por las anteriores propiedades; sin embargo,
(qué sucede con esta forma cuando se tienen vectores de un
cuerpo complejo?

Supongamos un vector u = (1,0,i) € C* y probemos la
cuarta propiedad de 5.2. Asi, (1,0,i)-(1,0,i) =0, o sea que
no se cumple la propiedad de que u = 0. Por lo tanto, se debe
hacer una pequefia modificacién. Si hacemos que la propiedad
sea < ux,u >, es decir, el complejo conjugado por el vector,
entonces podemos observar lo siguiente: (1,0,—i) - (1,0,i) =



24

De la cuarta dimensién y espacios perfectos, a rotar un espacio tridimensional - Daniel Esteban Galvis Sandoval

2 # 0. Ahora, la propiedad simétrica no se cumple y nece-
sitamos que < u,v >=< v,u > *, 0 sea al complejo con-
jugado, y ahora se dice que cumple la propiedad hermitica.
Por dltimo, y no menos importante, se puede probar que ba-
jo las condiciones impuestas en este parrafo, ahora, la con-
dicién de bilinealidad no se cumpliria sino solo para la se-
gunda componente, mientras que para la primera, los esca-
lares saldrian complejos conjugados de la siguiente forma:
< oqu+ ow,v >= 0% < u,v > +0p* < w,v >. Por consi-
guiente, tenemos la siguiente definicion:

Definicion 5.3. Sea V un espacio vectorial de dimension fini-
ta sobre el cuerpo K, el producto interno o producto escalar
definido sobre V es una aplicacion o funcion f:VxV — K,
denotado < u,v > que satisface las siguientes propiedades
para todo u,v,w € V' y todo escalar a € K:

U,y >= VU >k

n U+ 0w,y >= 01x < u,v > +0x < w,v>y<
u,0qv+ohw>=01 <u,v>—+0h) <u,w>.

n <uu>>0AN<uu>=0+u=0.
De la anterior definicion se sigue que:

Definicion 5.4. Un espacio pre-Hilbertiano es un espacio
vectorial sobre K con producto interno y normado con ||v||=

v<v,v>[ADI15].

Definicion 5.5. Un espacio vectorial V es completo para la
norma, si'y sélo si toda sucesion de cauchy® converge con esa
norma [AD15].

De lo anterior, tenemos la siguiente definicién:

Definicion 5.6. Un espacio de Hilbert 7 es un espacio pre-
Hilbertiano cuya norma es completa [AD15].

Una vez hemos introducido el espacio de Hilbert, defini-
mos formalmente el qubit:

Definicion 5.7. Un qubit o bit cudntico es un vector normali-
zado del espacio de Hilbert C? [AD15].

Asi, vemos como nos ha venido de bien introducir pre-
viamente los nimeros complejos y el producto interno sobre
ellos. Ahora bien, y a manera de sintaxis inicamente, defi-
niremos la notacién de Dirac que se emplea en la mecédnica
cudntica para vectores:

Definicion 5.8. Liamamos ket a un vetor de la forma:

x|
x

lv) = (7

Xn

3l <u,v> << u,u>-<v,v> parau,v € V un espacio vectorial cual-
quiera.

Definicion 5.9. Liamamos bra a un vector de la forma:

(W] = (1% xp% Xnk) . (8)

Es decir, los kets son vectores columna y los bras son vec-
tores fila donde cada una de sus entradas es el complejo con-
jugado de un nimero cualquiera del campo de los complejos.
Ahora, dijimos anteriormente que un qubit podria ser expre-
sado como una combinacién lineal de los vectores de la base
de 7. En este caso, definimos como vectores de la base fun-
damental de la computacién cudntica a los vectores |0) y |1),
que en notacién convencional:

10) = (§),11) = (9) 9)

Asf, cualquier vector del espacio dos dimensional de Hil-
bert puede ser generado por el ket cero y el ket uno, en parti-
cular, el qubit |y) = ¢|0) + 1) con a, € C.

Con la base fundamental, podemos ver qué sucede con el
producto interno de las mismas y que se nota de la siguiente
manera: Se llama braket a (y|y). En particular, teniendo en
cuenta la multiplicacién de matrices:

oo =(1 0)-(y) 1. (10)
am=0 1) =1, (an
o=@ 0)-(}) -0 (12
=0 1):(g) = (13

Hasta aqui, definir un qubit necesité de la introduccion de
un espacio vectorial perfecto, pero ahora, queremos operar
con él, y claro, para que una computadora interprete un qubit,
debe existir una operacion denominada medicién, y a su vez,
un operador que actide sobre el qubit para colapsarlo, es decir,
para que lo lleve a otra base del mismo espacio o cambie de
estado. Esta medicién tiene un comportamiento peculiar si-
guiendo las leyes de la fisica cudntica. Es por eso que a conti-
nuacién presentamos tres postulados de la mecdnica cudntica
que servirdn para definir el comportamiento de un qubit.

1. Estado del espacio: Nos dice que a cada sistema fisico
aislado, se asocia un espacio de Hilbert que es el espa-
cio de estados del sistema. Hay que tener en cuenta, que
en el plano complejo, los vectores no representan posi-
ciones sino estados, o sea que cada eje del plano o es-
pacio complejo explican un estado de la cosa o vector.
El sistema fisico estd completamente descrito por el es-
tado de sus vectores, y la dimension del espacio depende
de los grados de libertad de la propiedad fisica, es decir,
el nimero de posibles valores que puede tomar el objeto
dentro del sistema.
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Este postulado implica que una combinacion lineal de un
vector genera otro vector del mismo espacio, y esto se conoce
como el principio de superposicion.

2. Evolucion cuantica: Nos dice que el estado de un siste-
ma en el tiempo #, de acuerdo al estado en el tiempo ¢,
estd dado por |y,) =U |y, ).

O sea que el estado de un sistema se altera con la aplicacion de
un operador U que se definird como una transformacién lineal
sobre el vector en el espacio 7. Asi, aplicando un operador
de estos a un qubit, encontraremos el estado de este y serd
equivalente a correr un programa en una computadora.

3. Medida cuantica Nos dice que todos los resultados de
un experimento son generados de acuerdo a cierta dis-
tribucién probabilistica. Ademds, antes de la medicién
el estado cuantico de un sistema es diferente al estado
cuantico del objeto después de la medicion.

Del tercer postulado se extrae que la medicién es un pro-
ceso probabilistico, los estados pre y post medicién no son
iguales, y medir un sistema equivale a proyectar el vector so-
bre las bases del espacio de Hilbert sobre el que emana.

Asi pues, al medir un qubit, nos referimos a la evaluacién
probabilistica del estado pre y post. Es por eso que para la
preparacion de un qubit, se deben elegir adecuadamente los
escalares «, 8 de tal manera que |a|*>+|B|>= 1, y estas me-
diciones las podemos conseguir mediante operadores o basi-
camente, transformaciones lineales en el mismo espacio de
Hilbert. A continuacién, veremos que estas transformaciones
estin definidas por ciertas compuertas denominadas operado-
res.

5.1. Operadores y compuertas cuanticas.

A las transformaciones lineales se les conoce como opera-
dores o como puertas cudnticas, que significan una multipli-
cacion de una matriz por los vectores de la base del qubit y
poder encontrar los diferentes estados. Esta matriz, general-
mente es unitaria, es decir, una matriz cuya inversa es igual
a su conjugada transpuesta. Si hacemos una analogia de una
compuerta cuantica con una compuerta légica de la compu-
tacion clésica, las puertas 16gicas AND, OR y NOT se aplican
a un bit de tal forma que si el estado de este es 0 y se apli-
ca NOT entonces se obtiene 1; sin embargo, al aplicar una
compuerta cudntica sobre un qubit no se obtiene un resultado
discreto y entero sino probabilidades de obtener uno de los
dos estados y por ende multitud de estados intermedios como
resultado de la superposicién de estos. Asi, podemos empezar
a pensar en un conjunto de matrices que nos van a permitir
obtener mds resultados de un evento fisico, en particular, nos
interesamos en buscar compuertas cudnticas definidas como
operadores sobre qubits. Pero antes de ello, es importante en-
terarnos de las siguientes definiciones.

Definicién 5.10. Un Operador A de C" es una matriz cua-
drada de dimension n con entradas complejas [AD15].

Definicién 5.11. El adjunto de un operador A se nota A'
conocido como A dagger y significa el operador transpues-
to conjugado de A[1007AD15)].

El operador AT 1o que hace es transformar un bra, mientras
que el operador A induce sobre un ket asi:

(14)

AT (] = (v (15)

Definicion 5.12. Sea A un operador lineal tal que A : 7 —
J, A, entonces |y) — |y)'.

Esta definicién es muy importante porque estamos di-
ciendo que existe una transformacion lineal en el espacio
n — dimensional de Hilbert que lleva un ket a otro ket del
mismo espacio mediante un operador lineal. Asi, un qubit se
transforma y como resultado de esta transformacion lineal, se
obtiene otro qubit de diferente estado.

En teoria de la computacion cudntica, se han definido unas
compuertas muy especiales como el operador de Hadamard,
que es una compuerta légica sobre la que se cimientan muchos
circuitos cudnticos. La siguiente definicion, ayuda a entender
este operador.

Definicion 5.13. A los operadores de la forma P = |¢) (9| se
les llama proyectores * [AD15].

De acuerdo con 7, 8, es claro que un proyector devuelve
una matriz a diferencia del producto interno de ambos que
devolvia un nimero del campo complejo. Por ello, una repre-
sentacion matricial

mo=(p)0 0=(g ). o
mai=(9)-0 =0 9).  an
mui=(g)0 n=(g o). a®
mo=(3)-0 0=(35). @

Abhora bien, con base en lo anterior podemos obtener que
(10) (01)(10) 0]y = 0 (0] 'y (1) (1)(|1){1]) = |1){1] como
evidentemente se podria probar haciendo el producto de la
misma matriz. Lo mismo sucederd con el operador dagger si
(10) (0)7 (10} (0)* = 10) (0] y (|1) (L) (|1) (1) = [1) (1] Es-
to serd importante para minimizar el nimero de operaciones
en una compuerta cudntica y mds atn, para el calculo de pro-
babilidades.

#Se laman proyectores porque proyectan ortogonalmente un ket |y) cual-

quiera sobre el ket [9): P[¢) = [9) (¢]y) = c|9).
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Definicion 5.14. Se define como el operador de Hadamard a
[VM13]:

A= = (10) (0] +[0) (1] + 1) (0] — 1) 1)

7 (20)

Por ejemplo, la accién que toma el operador 5.14 sobre el
ket cero es la siguiente:
£10) = 5 (10) (0] +[0) (1] +[1) O] = 1) (1]) |0)

=(%|0> <0|+%|o><1|+%\1><0\f%|1><1|) 10)
=9 j0) + L2 j0) + A2 1) — Ly,

pero por 10, 11, 12, 13 se obtiene que H|0) = % |0) +
1.
Esto viene siendo lo mismo que
1L 1
H|0>=<“F @)(0) 2D
VZ2oV2

Teniendo en cuenta el resultado obtenido, nos damos cuenta
que un qubit tendria un estado intermedio dado por la com-
puerta cudntica de Hadamard, puesto que el resultado involu-
cra tanto al ket cero como al ket uno, y bastaria no mas con
multiplicar la matriz obtenida con cualquier otro ket o qubit.
Adicionalmente, (%)2 + (%)2 =1.

Recordemos que hemos encontrado cémo es la forma de
operar un qubit. Asi pues, para describir o medir cualquier
sistema cudntico se requiere definir el sistema que desea-
mos analizar (en este caso un qubit en un espacio dos di-
mensional de Hilbert), tener en cuenta los posibles resulta-
dos que puede tomar el sistema (estos también vienen da-
dos por la dimensién del espacio), tener una base ortonormal
B ={]i): |i) € "}, un conjunto de operadores de medicién
A dados por la proyeccién de cada par de vectores de la base,
y una distribucién probabilistica en funcién de los experimen-
tos sobre el sistema. Para este ultimo requisito, sabemos que
el estado pre y post medicién son distintos. Por lo tanto, se
tiene la siguiente definicion:

Definicion 5.15. De acuerdo con [VM13), se dice que un sis-
tema representado por un ket |y) evoluciona al sistema |9),
cuando se realiza una de las siguientes operaciones:

1 Se premultiplica por una compuerta cudntica A: |¢) =
Aly).
2 Se aplica un operador de medicion M:
Mly)
(y|m M|y)

9) =

Donde 4/ (y| MM |) es un estado que no se conoce, mas

si su probabilidad. Asi pues, buscamos la probabilidad de ob-
tener un estado del qubit usando la compuerta cuantica de Ha-
damard.

Como vimos previamente, % |0) + \% |1) es el estado de

un qubit luego de multiplicarlo por la matriz u operador de

Hadamard. Sea pues |y) = H|0), vemos que este qubit estd
definido sobre la base computacional B = {|0), |1)}. Ademis,
como vive en el espacio dos dimensional de Hilbert, tiene dos

eventos posibles, a saber {0, 1}. Para calcular |/ (w| MM |y),
necesitamos saber como se comporta el operador para cada

estado posible. Asi, nos interesa IVAIOT, Mg, I\/AIIT y M.

Mo =(0) (0]
oy =[1) (1]

Mo" = (10) (0)" = [0) (0]

M= ()t = ><ﬁ|

pero ya vimos que My Mo = (|0) (0])(|0) (0]) =
MM = (10 () () (1) = (1) (1
resultado:

wmﬁmw

0|+f 1) (10) (o)) (5

€ o|0

10) {0l y
(1|. Asi, tenemos el siguiente

>+fm)
+ 5 01)[0))

\~m /LAA
- S
v S
4
S

(1/0)

Es demr la probabilidad de obtener el ket cero es del 50 %.
Lo mismo suceder4 si repetimos el procedimiento para el esta-
do uno. Esto lo podemos corroborar si usamos una simulacién
de la computadora cudntica de IBM. A continuacion, veremos
una aplicacion simulada sobre un qubit usando la compuerta
de Hadamard:

ar | |
50.0%. o

50.0% —

Figura 2: Aplicacién de la compuerta de Hadamard en el si-
mulador cudntico de IBM.

Vemos que tanto para el ket O como el ket 1, la probabili-
dad de estar en superposicién en una operacion es del 50 %.
Veamos ahora qué sucede si cambiamos de base y volvemos
a aplicar la compuerta de Hadamard sobre |y) :

Sea By = {|+),|—)} la base del espacio s#2, conocida co-
mo la base diagonal donde:

) = 50+ ZI0 v ) = %10 -
tendriamos la siguiente operacion:

(vl M M |y)

15 01+ 5 (1) (1) () (G5 10+ J510)
)1+ (+D(+))
) () (+)
[(G—=2)1+)
0]

%|1>. Asi,

|
S

1l |
Y~ e~ N AT

= (+
= (+
= 0.
Es decir, el qubit no refleja posibilidad alguna de tomar
el estado + cuando se le aplica la compuerta de Hadamard
a |y). Si lo replicamos en el simulador, vemos que confirma
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una probabilidad del 100% del qubit en funcién de la base
escogida.

orrfo

On—l—

r
oo

Figura 3: Aplicacion de la compuerta de Hadamard en el si-
mulador cuédntico de IBM.

A continuacién, vemos algunas otras compuertas que se
pueden emplear para la construccién de circuitos o algoritmos
cuanticos:

Compuerta Simbolo

X/NOT

g

Phase 4{ R }7 1 0
shift () : {n f"i’l
/X1 (e ]
v — — 1 ti 1—1]
vNOT \/_ z L —i 1+
| 0
CX/CNOT| 0
( [

Figura 4: Compuertas cudnticas.

Asi, hemos observado la escencia de las compuertas
cudnticas sobre un qubit. Pero, ;como se estdn viendo estas
probabilidades graficamente? Bueno, el turno es de la esfera
de radio 1, esa misma que rota un cuaternién en el espacio tri-
dimensional. Resulta que si nos fijamos bien, el simulador eje-
cuta una compuerta sobre un vector que rota en una esfera de
radio uno. Este vector no es mas que un qubit, cuyas rotacio-
nes representan un estado mas no una posicién, en mecdnica
cuantica, se usa la esfera de Bloch, como una representacién
geométrica de los estados del sistema. La interpretacién que
se sigue es que cuando el vector o qubit se encuentra en el nor-
te de la esfera, el qubit tiene valor |0), y cuando se encuentra
en el polo sur de la esfera, su valor es |1) [MP19].

Los extremos del eje Z representan los estados de la base
(en este caso la base computacional). De esta forma, se trabaja
rotando el vector a través del espacio tridimensional. Antes
de proponer, resaltamos que se puede representar cualquier
estado o punto en la esfera de Bloch como una combinacién
lineal de |0),|1) asf: |y) = cos & [0) +sin e |1).

Abhora bien, de acuerdo con [MP19] las transformaciones
en la esfera de Bloch se pueden dividir en tres grupos: Puertas
de Pauli, Puerta de Hadamard y Puertas de fase.

Definicion 5.16. Las puertas de Pauli son aquellas que apli-
can a un qubit un giro o dnglo de T con respecto a los ejes
X,Y,Z. Dependiendo del eje reciben el nombre de puertas

Figura 5: Esfera de Bloch.

X,Y,0Z. El efecto que causan sobre los estados bdsicos del
) )

qubit descritos anteriormente se pueden observar a continua-

cion:
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Figura 6: Efecto de la transformacién con Puertas de Pauli.

Definicion 5.17. Las puertas de fase son giros sobre el eje
Z. Estas puertas no modifican el valor final del qubit, pero st
afectan a futuras operaciones sobre el mismo. Dentro de es-
te grupo se encuentran las puertas Sy St, que corresponden
a un giro de dngulo % y de —7% respectivamente. También se
encuentran las puertas T y Tt, que realizan un giro de dngu-
lo de % y —% respectivamente. a continuacion se observa su
efecto sobre el qubit:

5 s T i

(o %) (52

vO o —e

MATRIZ

Figura 7: Efecto de la transformacién con Puertas de fase.

Hemos llegado a ver que el estado de un qubit se comporta
de acuerdo con la transformacién o compuerta que se utilice
sobre él. Nuestra intuicién nos lleva a pensar que podemos
llevar este vector al espacio de los cuaterniones y mirar qué
pasa alli si se rota respecto al eje Z e interpretar cada punto
como un estado del sistema.

6. Del espacio perfecto al espacio de los
cuaterniones.

6.1. Intuicion sobre la transformacion.

Para migrar el qubit, debemos llevar el vector dos dimen-
sional a la base cuaternidnica, por eso introducimos la si-
guiente definicién:
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Definicion 6.1. El producto tensorial de dos matrices Py Q
se define como la matriz [AD15]:

import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

3| from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d

pn@ pim@Q /| import matplotlib.cm as cm
. . 5| import numpy as np
PRQ= (22)
) . A continuacién definimos el vector V que queremos rotar
P10 Dm0 en un array que contendra sus coordenadas.
Adicionalmente tengamos en cuenta las siguientes defini- '| # Coordenadas del vector unitario
. 2|V = np.array([(0,0,0) ,(1/sqrt(2),1/sqrt(2),0)]1)
ciones:
. ez 4| Ax = [] #Lista de primeras componentes
Definiciéon 6.2. [AD15] Sean By = {vi,va,...,v,} una base . By = [] #Lista de segundas componentes
del espacio vectorial V 'y By = {wy,wy,...,wn } una base del s|cz = [] #Lista de terceras componentes

espacio vectorial W. El producto tensorial entre dichas bases
se define como:
VRW ={vi @Wl, ... vy @ W], ..., VI @ Wpy, o0y Vi @ Wiy }.

Es decir, el producto tensorial entre espacios vectoriales se
define como el espacio generado por el producto tensorial de
todos los vectores de una base del primero con los vectores de
una base del segundo.

Definicion 6.3. Sean B; una base del espacio vectorial V,
y By una base del espacio vectorial W, entonces: VR W =2
span(By,B;) [AD15]. ’

Conforme lo anterior, podemos realizar el siguiente ejerci-
cio y probar qué sucederia si los vectores de la base compu- ,
tacional que generan un qubit en C? les aplicamos el producto -
tensorial con C2. Es decir, consideremos el espacio generado *

2 o (2 . 9
C*®C- ya que: N
11

1 000

159 ol 0100 y
<C2®(Cz=( 01 010) = 23)
o) 14H) o o 1 0]

000 1

Claramente el espacio generado dado por el producto ten-
sorial de C? es C*. Dejemos que C* = {1,i, j,k} sea la base,
y que [ = 0. Por lo tanto, el qubit del espacio de Hilbert, de
alguna manera puede ser interpretado en el espacio de los cua-
terniones cuando / = 0.

6.2. Una rotacion del vector en un plano de la“
esfera de radio uno. s

De acuerdo con lo visto previamente cuando presentamos
los cuaterniones, vimos que era posible rotar vectores en este
espacio sobre una esfera de radio uno, y conforme vimos en *
4.1 supimos c6mo hacerlo sobre el eje z. Asi pues, podriamos
simular una de las compuertas cudnticas en este espacio. Por
ejemplo, vamos a simular una compuerta de Pauli. De acuerdo
con 5.16, el qubit rota dngulos de w en el eje X, Y o Z. Veamos
el siguiente c6digo en python que replica una rotacion respec-
to al eje Z de un vector, es decir, una rotacién del mismo en
el eje Y. Como vamos a ver diferentes rotaciones, dejaremos
a continuacién explicado el cédigo que usamos para ello:

Importamos librerias:

las listas vacias Ay, By, C; se usardn a continuacion para al-
macenar las nuevas coordenadas rotadas, es decir, las coor-
denadas que resultan al multiplicar el vector por la matriz de
rotacion. A continuacidn, definimos la funcién que llamamos
imp que contiene la matriz de rotacién de los vectores inicia-
les:

# Funcion que rota las coordenadas del vector V
en
theta

# funcion del ngulo

sl def imp(theta):

# Matriz de Rotaci n

R=np.array ([[np.cos(theta), np.sin(theta),

0.1,
[-np.sin(theta), np.cos(theta), 0.1,
[0., 0., 1.11]
for row in V:
output = (R.dot(row)) #Multiplicacion de la
# matriz por el punto respectivo
X, y, z= output[0],output[1], output[2]

#Coordenadas transformadas
Ax .append(x) #Se guardan las coordenadas
By .append (y)
Cz.append(z)
return Ax,By,Cz

La matriz R trabaja en funcién del dngulo que se reciba
como pardmetro y el bucle tiene la finalidad de multiplicar
cada vector. En el siguiente ciclo le indicamos a la funcién
imp que queremos que la transformacién se haga de polo a
polo sobre el eje x — y.

fig=plt.figure ()

for i in range(1,10):

plt.gca() #gca=obtiene los ejes actuales
A,B,C=imp ((np.pi)*i) #rotamos un ngulo Pi

ax =

ax=fig.add_subplot (111,projection=’3d’)
ax.scatter3D (Ax,By,Cz,c=Cz,cmap=’Setl’)
plt.show ()

Tener en cuenta que asi se reiteren n rotaciones, siempre
veremos como se muestra a continuacion:

Cabe resaltar que los vectores estdn normalizados. En
el caso particular, tenemos un vector con coordenadas
<¢ 1 0)‘

V2 V2

Mirando el simulador:

El mismo vector usando puertas diferentes se puede rotar
sucesivamente:




Paskin Matematico Vol. 5 No 1 (2023) 19-31.

29

0.04
0.02

= * T 000
. [—0.02
-0.04
= 6
= ¥
T ——
—0.5_0.4_0.200 q_"'““‘.-._\_‘__ _E%d}
T 0204, 0%
Figura 8: 1 Rotacién de V.
50.0%, — -

-

Figura 9: Compuerta de Pauli Y. Rotacién de V.

La razén de estas rotaciones se justifica en la biisqueda de
la probabilidad de obtener uno de los estados del qubit. Es
claro que asi de simple no se consigue esto, por el contrario,
surge como un problema; sin embargo, es la forma como se
interpretarfa un qubit y claro, ahora nos interesa saber por qué
las probabilidades son tan importantes para resolver proble-
mas y por qué esto supone que una maquina haria millones
de operaciones mas que una maquina de turing convencional.
Hasta aqui, nos emociona hablar de cuaterniones y qubits, pe-
ro veamos que una de las mds grandes aplicaciones de las ro-
taciones de un vector en esta esfera radica en la criptografia.

7. Aplicaciones.

De antemano, debemos empezar a pensar que un bit es un
estado que lo define el paso o no de electricidad por un ca-
ble de un transistor de un computador. Cuando se ejecuta un
algoritmo, el paso de electricidad actiia mediante un circuito
electrénico o l6gico bajo ciertas compuertas y que permiten
la interaccién con el ordenador. O sea que si se quiere evaluar
una funcién con 10 valores, se tendria que hacer un circuito
donde pase la funcién y genere un resultado para cada valor
de forma independiente y serial. Ahora, si lo quisiéramos ha-
cer en paralelo, necesitariamos por cada valor una funcién, un
circuito, o diferentes ordenadores y eso significaria ineficien-
cia en tiempo y recursos. Con esto en mente, la importancia
de la superposicioén de estados de la computacion cudntica es
que se contempla la totalidad de estados posibles entre cero y
uno, y en esta misma funcién se evaluarian los 10 valores de
forma simultdnea. Lo interesante es que cuando se evalda una
funcién, esta es sometida a un sistema de probabilidades que
depende del colapso de la funcién de onda y por lo tanto hay
unos estados que se vuelven mds probables que otros.

A nivel de algoritmos, hay problemas que cuestan de-
masiado resolverlos como el hecho de factorizar un nime-
ro. En respuesta a esto, y al desarrollo de teorfa cudntica
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-0.04
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Figura 10: Rotaciones de V.

computacional de las tltimas dos décadas, Peter Shor, un ma-
temdtico estadounidense y actualmente profesor del MIT, >
disefi6 un algoritmo pensando en la eficiencia computacional
de una maquina de Turing comparada con la de una maquina
cudntica. Este algoritmo cimienta su potencia en determinar el
periodo de una funcién mediante el uso de teoria de nimeros.
Aunque su estudio presenta un grado de complejidad relati-
vamente alto, es muy interesante analizar el nuevo enfoque
que la mecdnica cudntica ofrece para solucionar el problema
de factorizacion. [CailO] Antes de explicar brevemente este
algoritmo, debemos tener en cuenta que en la teorfa cudntica
computacional, se tienen por ahora tres clases de algoritmos:

= Algoritmos basados en la transformada cuéntica de Fou-
rier.

= Algoritmos de buisqueda. (Ejemplo: Algoritmo de Gro-
ver)

= Algoritmos de simulacién de experimentos fisicos

De la clasificacién anterior, el algoritmo de Shor se basa
en la transformada cudntica de Fourier, y esto es basicamente
porque al tenerse tantas operaciones, aplicar la transformada
ayuda a eliminar ruido, es decir, reprocesos. En este ejemplo
simple de aplicacion, no nos centraremos en indagar el fun-
cionamiento exacto de la transformada en un circuito cudntico
sino simplemente explicar por qué las rotaciones y las proba-
bilidades son una ventaja en la computacién cudntica respecto
a la clasica.

En términos simples, el algoritmo de Shor busca factorizar
un ndmero natural. Es decir, dado n € N, queremos encontrar
p,q primos € N tal que p-g = n. Este interés surge porque
muchos sistemas de encriptacion trabajan con niimeros muy
grandes producto de dos o mds primos que se convierten en
las claves de encriptacién y desencriptacion. Asi, si logramos
factorizar estos enteros, tendriamos la posibilidad de romper
estos sistemas y tendriamos una gran oportunidad de hacer-
nos con el control del sistema econdmico mundial, los bancos,
sistemas de seguridad o hasta del mercado de las criptomone-
das; sin embargo, esto no es tan facil puesto que ya hay teoria
cudntica desarrollada para evitar estas situaciones.

SMassachusetts Institute of Technology.
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A continuacion, introducimos algunos teoremas necesarios
para la comprension del algoritmo:

Teorema 7.1. Sean n,n+ 1 dos enteros positivos, entonces
med(n,n+1) = 1.

Esto es gracias a las propiedades de la divisibilidad, ya que
sia,b,c € Zy claNclb— clax+by,x,y € Z. En particular, si
x=—1,y=1entonces ¢|(n+1) —ny esto es posible si ¢ = 1.

Teorema 7.2. Sean > 1 €N, entonces Vn, n posee una tinica
factorizacion (salvo el orden) en niimeros primos, es decir
dm € N tal que n = pips...pm =[1/L, pi con p; primoy 1 <
iSmypr<py<..<pm

Teorema 7.3. Dadon € N, x =, y si y solo si n|x—y.

Teorema 7.4. Dados n,m,r € Z, m > 0 entonces m

=, ri. Mds aiin, m't' =, m-r;.

Es decir, que todo nimero es congruente con su residuo
modulo n. De aqui se deduce que si existe r; = 0, entonces
ri =0 Vi > j. O sea que cuando un resto sea cero, a partir
de alli, todos los restos potenciales en adelante serdn cero.
De igual manera, a partir del primer resto que se repita, toda
la secuencia de residuos previos se reproduce en igual orden
infinitamente.

Con lo anterior es suficiente para entender el algoritmo.
Ahora bien, ;qué pretende Shor?, bueno, en primer lugar, in-
troduce el concepto de la raiz cuadrada no trivial médulo 7.
Es decir, si x € N, entonces x es una raiz cuadrada no trivial
médulo 7 si x> =, 1 y x € [2,n—2). Para entender el por qué
de este intervalo, podemos hacer uso de 7.3 de la siguiente
forma:

Si x2 =, 1, entonces x> — 1 =, 0, de aqui se tiene que
(x+1)(x — 1) = kn ya que n|x*> — 1. Asi, por 7.1 ni (x+ 1)
ni (x— 1) pueden ser n — 1 ni n. Por lo tanto, 2 <x < n—2.
El algoritmo supone que encontrar la raiz cuadrada no tri-
vial médulo n equivale a encontrar los nimeros primos p,q
tales que factorizan n. Supongamos ahora que los factores
(n+1),(n—1) poseen los siguientes factores:

P={pieN:pi(x+1)}

P={q;eN:qi|(x-1)}

Se deduce que p,q pertenecen a P,Q respectivamente y
no existe la posibilidad de que p,q estén en el mismo fac-
tor ya sea (x+ 1) o (x —1). De esta forma, mcd((x+1),n) =
p,med((x—1),n) = g. Por lo tanto, si encontramos x y calcu-
lando el maximo comiin divisor como acabamos de sefalar,
habremos encontrado p,q y el nimero quedaria factorizado.
Pero bien, ;como encontrar x? Bueno, para ello recordamos
que introducimos el teorema 7.4. Usémoslo en el siguiente
ejemplo para entenderlo:

Supongamos que queremos encontrar el orden » médulo 7.
Siendo m = 11,n = 7. Buscamos que la funcién f(i) = 11

mod(7)seaperiddica.

i=0—119=;1.

i=1—11'=54.

i=2—=117=711-4=72.

i=3— 113 =711-2=71.

Como el uno vuelve y se repite, se arma un bucle infinito
y hemos encontrado el periodo u orden de la funcién f, en
este caso es 3. Muy bien, ahora podriamos pensar en coger
un ndmero al azar entre 2 y n — 2, construimos la funcién y
calculamos el periodo esperando que el periodo sea en algiin
momento 2 tal y como lo define Shor para el célculo de la
raiz cuadrada no trivial médulo n x2 =,, 1. Para este caso, he-
mos visto que nuestro periodo u orden fue 3, por lo tanto no
tuvimos suerte de encontrar 2 y este caso no nos serviria pa-
ra descomponer un nimero. Pero ;qué pasa si buscamos el
periodo de f(i) = 3'mod(7)?

Bueno, replicando el anterior ejercicio nos darfamos cuen-
ta que el periodo es 6 y no 2; sin embargo, si esto lo expre-
samos como (3%)2 =7 1 claramente habremos encontrado la
raiz buscada que es 3* y el problema se reduciria a simple-
mente encontrar x tales que su periodo sea un nimero par. Por
lo anterior, Shor define el siguiente teorema:

Teorema 7.5. Dado un niimero aleatorio x € [2,n —2), la
probabilidad de que x tenga periodo par es mayor a 0, 5.

Veamos ahora si, cémo descomponer 15 en factores de
ndmeros primos. Puesto que n = 15, entonces por el teorema
de Shor, escogemos un nimero al azar x € (2,13). Escogemos
4 y buscamos el periodo:

i=0,40=,51.
i=1,4"=,54.
i=2,4>=51.

Asi, la raiz cuadrada no trivial mdédulo n seria 4. Ahora,
calculamos mecd((4+1),15) y med((4—1),15), dando como
resultados 5 y 3 respectivamente.

En este punto, claramente todo este algoritmo se puede ha-
cer en un ordenador clésico; sin embargo, cuando el nimero
es muy grande, probar cada x al azar entre 2 y n —2 es una
tarea titdnica y muy dificil de resolver en tiempo polinomial,
o sea, deberia tomar cada elemento del intervalo, calcular sus
potencias, verificar sus residuos, y eso se harfa en forma se-
rial para finalmente compararlos. El algoritmo se disefi para
computarlo en un ordenador cudntico, porque esto significa
que si ponemos un valor x que tenga periodo par y otro que
sea impar, entonces el sistema va a colapsar hacia el x que
tenga probabilidad mads alta de ser periodo par. Ademas, es-
te proceso de tomar una x, evaluarla en una cantidad finita de
nimeros, evaluar sus potencias y residuos, se realiza mediante
la transformada cudntica de Fourier usando los principios de
superposicion y paralelismo. Finalmente, en cuanto a tiempo
polinomial se refiere, en computacion clésica, solo hacer el
paso de la transformada de Fourier toma n2" pasos para 2"
datos, mientras que en computacién cudntica tan solo toma n?
pasos. O sea que pasamos de un costo exponencial a polino-
mial, haciendo que problemas que antes se solucionaban en
siglos, en un futuro se puedan resolver en minutos.

8. Conclusiones.

El conjunto de los cuaterniones es el conjunto de los de-
nominados hipercomplejos que representa un espacio vecto-
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rial abstracto bajo la operacién suma usual de complejos y
multiplicacién escalar definidas en la identidad descubierta
por Hamilton. Abstraer el movimiento de vectores unitarios
alrededor de un eje en el espacio tridimensional nos llevé a
presentar los espacios pre Hilbertianos y posteriormente los
espacios de Hilbert, que por sus caracteristicas matematicas,
son muy ricos sobre todo para trabajar con vectores que re-
presentan estados de un sistema fisico. Encontramos que las
operaciones realizadas sobre un qubit que es la minima unidad
de informacién de un computador cuéntico, representa toda la
l6gica que hoy podemos asociar con la 16gica de las compuer-
tas digitales de la computacion tradicional. Estas operaciones
a su vez se representan graficamente mediante una esfera de
radio 1 cuyo vector de dimension dos rota sobre un plano aso-
ciandole a cada posible punto del mismo una probabilidad de
ocurrencia. Finalmente, vimos que rotar este vector tiene apli-
caciones significativas en la criptografia, porque es asi como
se determina el periodo de la funcién o la raiz cuadrada no
trivial médulo n» mediante el uso del algoritmo de Shor.
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1. Introduccion.

La evolucién de los mercados financieros, generada entre
otras cosas por la aparicién de instrumentos derivados', evi-
dencié la necesidad de formalizar las finanzas empleando con-
ceptos y teorias matemadticas importantes, como el cdlculo y
la probabilidad. Dicha sinergia tuvo dos consecuencias direc-
tas: la primera, facilitd encontrar expresiones que permitie-
ran valorar dichos instrumentos y estimar el riesgo que supo-
ne mantener inversiones en ellos; la segunda, dot6 a las ins-
tituciones reguladoras de herramientas para establecer mini-
mos de capital, con el propdsito de que las empresas emiso-
ras de dichos instrumentos pudieran responder ante eventuales
pérdidas.

En ese sentido, se han construido medidas de riesgo finan-
ciero, entre las que se destacan el Valor en Riesgo o VaR 'y
el Valor en Riesgo Condicional o CVaR, las cuales permiten
cuantificar, estableciendo un nivel de confianza y un horizon-
te temporal, la exposicion al riesgo de mercado. Sin embargo,
como en cualquier teoria econdmica y financiera, es necesa-
rio establecer supuestos que faciliten representar un situacién
real en lenguaje matemético. En ese sentido, en el presente
articulo se exponen las medidas antes mencionadas y las con-
diciones que se deben cumplir para que sean coherentes; asi-
mismo, se presentan dos expresiones andliticas, una para el
VaR y otra para el CVaR, que facilitan aterrizar los calculos a
los rendimientos diarios de la accién de Ecopetrol entre el 01
de enero de 2018 y el 18 de marzo de 2022.

2. Riesgo, tipos de riesgo y medidas
coherentes de riesgo.

A continuacién se presenta una definicién de riesgo y los
tipos de riesgo que componen el conjunto de riesgos finan-
cieros, con el fin de introducir al lector en los conceptos fun-
damentales. Asimismo, se expone formalmente el concepto
de medida de riesgo y los atributos que debe tener para ser
coherente.

"Estudiante de Matematicas, Universidad Sergio Arboleda.

I'Son aquellos instrumentos financieros cuyo valor depende de otro activo
que se denomina subyacente. Algunos ejemplos de subyacentes son: accio-
nes, bonos, commodities, entre otros.

32

2.1.

El riesgo, segtin la Real Academia Espafiola, se define co-
mo la “contingencia o proximidad de un dafio” [RAE19]. Por
otra parte, en [Kni21] se diferencia el riesgo de la incertidum-
bre, debido a que al riesgo se le puede asociar una probabi-
lidad pero a la incertidumbre no. Con base en lo anterior, el
riesgo puede definirse como la probabilidad de que ocurra un
evento daflino; en el ambito financiero, dicho dafio se entiende
como la pérdida de valor de un activo?.

En ese sentido, en [AB10] se expone que existen diferentes
fuentes de riesgo, lo cual se deriva del hecho de que diferentes
variables, tanto internas (por ejemplo: la estrategia de ventas)
como externas (por ejemplo: la inflacién), pueden afectar ne-
gativamente el valor de una entidad o de una inversién. Dentro
del conjunto de riesgos, existen tres que componen el riesgo
financiero 3:

Riesgo y tipos de riesgo.

= Riesgo de mercado: hace referencia a la pérdida de va-
lor de un activo como consecuencia de las fluctuaciones
que pueden experimentar los precios de mercado.

= Riesgo de liquidez: hace referencia al riesgo que supone
realizar transacciones en un mercado con liquidez baja
(bajo volumen de transacciones).

= Riesgo de crédito: hace referencia al riesgo que se deri-
va del impago total o parcial por parte de un deudor.

Teniendo en cuenta lo anterior, el presente articulo se cen-
tra en medir la exposicion al riesgo de mercado, es decir, la
pérdida maxima de valor que puede experimentar un activo en
un horizonte de tiempo, debido a fluctuaciones en sus precios
de mercado.

2.2. Medidas coherentes de riesgo.

Los sistemas de administracién de riesgo de mercado®, en
general, se componen de cuatro etapas: identificacién, medi-
cién, control y monitoreo. Dichas etapas siguen un proceso

zAlgunos ejemplos de activos son: acciones, bonos, derivados, CDT,
cuentas por cobrar, entre otros.

3Para mayor detalle consultar [AB10].

4Para el caso colombiano, consultar el capitulo XXI de la Circular Externa
100 de 1995 de la Superintendencia Financiera de Colombia.
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secuencial, es decir, no se puede medir algo que previamente
no ha sido identificado, asi como tampoco se puede controlar
algo que no ha sido medido, por lo cual cada etapa constituye
un pilar fundamental dentro del proceso.

Para comprender la importancia de medir adecuadamen-
te el riesgo, suponga que una compaiiia mide su exposicion al
riesgo de mercado en $100 y que ocurre alguno de los siguien-
tes escenarios: primero, el riesgo se materializa y la compaiiia
pierde $150; segundo, el riesgo se materializa y la compaifiia
pierde $35. En el primer escenario la compaiiia no contaba
con los recursos para atender la pérdida, por lo cual afect6
su rentabilidad mas all4 de lo pronosticado y comprometié su
estabilidad financiera en el corto plazo; en el segundo esce-
nario, la compaiifa inmovilizé una cantidad considerable de
recursos que excedieron la pérdida real, lo cual generd para
la compaiiia un costo de oportunidad, ya que los $65 que in-
movilizé de més los hubiese podido invertir para obtener una
rentabilidad adicional.

Del ejemplo anterior se concluye que la medicién del ries-
go que hizo la compaiia fue errénea, ya que en el primer es-
cenario la subestimé y en el segundo escenario la sobreestimé
considerablemente. En ese sentido, es importante medir ade-
cuadamente el riesgo y para ello se deben emplear medidas
coherentes de riesgo.

Formalmente, una medida de riesgo es el resultado de un
mapeo sobre una variable aleatoria X, definida sobre un es-
pacio de probabilidad fijo (Q, % ,Pg), donde 6 es un vector
de pardmetros asociados con la distribucion de X, que tiene
como resultado p = &/ — R, donde of = {X|X : Q — R} re-
presenta el conjunto de retornos posibles de un portafolio o
un activo [Garl5]. No obstante, dicha medida debe cumplir
cuatro axiomas para ser coherente[ ADEH99]:

= Homogeneidad positiva: p (Au) = Ap (u)
Este axioma garantiza que si se incrementa en A la posi-
cién en un activo, entonces el riesgo aumenta proporcio-
nalmente en A.

= Monotonicidad: u < v implica p (1) < p (v)
Este axioma garantiza que se cumpla el principio riesgo/-
rentabilidad, es decir, una mayor rentabilidad implica un
mayor riesgo.

= Invariante en traslacion: p (u+a) =p (u) +a
Este axioma garantiza que al adicionar a la posicién una
cantidad inicial segura a el riesgo se disminuye en dicho
monto adicional.

» Subaditividad: p (u+v) <p (u)+p (v)
Este axioma establece que el riesgo del portafolio no au-
mente por la composicién del portafolio. En otras pa-
labras, se espera que con la inclusién de activos en el
portafolio el risgo disminuya o, a lo sumo, permanezca
constante.

Gracias a los cuatro axiomas enunciados, se garantiza que las
mediciones del riesgo sean coherentes, lo cual permite contro-
larlos de una manera adecuada y responsable. Es importante

resaltar que el ser coherente no es sinénimo de exacta, por lo
cual, en la mayoria de los casos, existirdn desviaciones entre
las pérdidas que se materializan y la medida de riesgo obteni-
da, es decir, la medida de riesgo es una estimacion, y por lo
tanto, el objetivo de que una medida de riesgo sea coherente
es aproximar dicha estimacion, en la medida de lo posible, a
la realidad. Con base en lo anterior, a continuacién se presen-
tan dos medidas de riesgo de mercado: el Value at Risk - VaR
, la cual sé6lo es coherente bajo ciertas distribuciones de pro-
babilidad; y el Conditional Value at Risk - CVaR, la cual se
calcula a partir del VaR y es una medida coherente de riesgo.

3. Valor en riesgo (VaR).

El valor en riesgo o VaR (por las iniciales del término Value
at Risk) es una medida de riesgo ampliamente utilizada por los
participantes del mercado financiero, bien sean inversionistas,
emisores, entidades reguladoras, entre otros. La popularidad
de esta medida se debe a que intenta resumir el riesgo total
de un activo, o una cartera de activos, en una sola cifra, lo
cual resulta 1til para la toma de decisiones ya que, en esencia,
da cuenta de la pérdida méaxima que podria experimentar un
activo, o una cartera de activos, en un horizonte de tiempo y
un nivel de confianza establecidos.

Formalmente, el valor en riesgo de X al nivel de confianza
1 — g denotado por —VaR’,i ¢ 5€ define como el peor valor del
activo (o portafolio), en un periodo de tiempo dado [t,T], para
un intervalo de confianza del (1 — ¢)100% (ver [Ven06]). Es
decir:

Po(—VaRY ,<X)=1-q y Po(X <-VaR{ ) =q.

Dado lo anterior, es posible definir el VaR mediante el supre-
mo® o el infimo® de los siguientes conjuntos:

VaR{_, = —inf{x € R|Py(X <x) > ¢}

ey
= —sup{x € R|Py(X <x) <g}.
De manera equivalente:
VaR{ ,=—inf{xeR|Po(X >x)<1—¢q}. (2

Dado que el conjunto de referencia es R, el infimo y el
supremo existen debido a que los conjuntos en (1) y (2) no
son vacios y estdn acotados’.

5La menor de las cotas superiores.
%La mayor de las cotas inferiores.
7 Al respecto consultar [Rud76] - axioma del supremo.
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Valor en Riesgo

—VaR{_,

Figura 1: VaR al (1 — g) % de confianza.

A manera de resumen, la Figura 3.1 permite ver grafica-
mente tanto la expresién (1) como la (2) asi: la regién no
sombreada corresponde al conjunto de todos los x tal que
la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un va-
lor menor o igual que x, es menor o igual que ¢, es decir,
{x e R|Pg(X < x) < g}. Ahora note que cualquier valor a la
derecha del —VaR)f_ p (incluyéndolo), es una cota superior de
dicho conjunto, por lo cual, al tomar la mas pequefia de ellas
obtenemos la expresion (1).

Por otra parte, la region sombreada corresponde al conjun-
to de todos los x tal que la probabilidad de que la variable
aleatoria X tome un valor mayor o igual que x, es menor o
igual que 1 — g, es decir, {x € R|Pg(X > x) < 1—g}. Aho-
ra note que cualquier valor a la izquierda del —VaRf_ q (n-
cluyéndolo), es una cota inferior de dicho conjunto, por lo
cual, al tomar la mas grande de ellas obtenemos la expresién
(2).

Una vez definido el VaR, es importante tener expresiones
que faciliten su célculo. En ese sentido, existen tres enfoques
para ello: paramétrico, histérico y Monte Carlo. Para el pre-
sente articulo se empleard un enfoque paramétrico y se su-
pondra que los rendimientos financieros siguen una distribu-
cién normal de probabilidad.

3.1. Método paramétrico y distribucion Nor-

mal.

Como se infiere de lo expuesto anteriormente, el valor en
riesgo es aquel valor que divide el conjunto de rendimien-
tos de un activo en dos: {x € R|Pg(X <x) <gq} y {x €
R |Pg(X > x) < 1—g}. Por lo tanto, el VaR{ , Fepresenta un
cuantil de la distribucién de rendimientos financieros. De esta
manera, y partiendo de la funcién de distribucién acumulada
(cdf) de una distribucién normal de probabilidad, se obtiene
la siguiente expresion para el VaR — normal:

VaR,(X) = U+ 0z, 3)

En efecto, si tomamos la cdf de una distribucién normal:

X X 1 Ut N2
FX(X):/ fx(u)du:/ — (%) qu.
—oo —o V2T
Sea:
u—
=2 o)
o
luego:

Si Fx(x4) = g, entonces:

Rl =0 (M08 ) =,

o

donde ®(-) es la cdf de una distribucién normal estdndar.
Despejando x4, se llega a:

®)

Xg =H+O0Z4-

La expresion (5) corresponde al VaR,(X). A manera de ejem-
plo, se calcularé el VaR para los rendimientos diarios (r,) de
la accién de Ecopetrol entre el 1 de enero de 2018 y el 18
de marzo de 2022. Para el cédlculo de dichos rendimientos se
empled la siguiente expresion:

Pt =Pl
Pr—1

= (6)
Donde p, corresponde al precio de cierre de un activo
financiero en el momento ¢ y p,_; al precio de cierre en
el momento inmediatamente anterior + — 1. Para facilitar la
obtencién y el tratamiento de los datos, se emplearon R y
Python, siguiendo los siguientes pasos:

Paso 1a: importacién de los paquetes en R.

install . packages(‘ ‘quantmod’ )
library (* ‘quantmod ’ )

Paso 1b: importacién de los paquetes en Python.

import numpy as np
import pandas as pd
import pandas_datareader
from pandas_datareader import data as wb
from pylab import =
import scipy.stats as st

Paso 2a: obtencion de los datos de Yahoo finance con R.
getSymbols(‘ ‘EC’’, from = “‘2018-01-1"")

Paso 2b: obtencién de los datos de Yahoo finance con
Python.

precio_Ecopetrol =
wb.DataReader (’EC’,

data_source = ’yahoo’,
start = '01-01-2018",
end = ’18-03-2022")
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Paso 3: se asignan los datos al objeto Ecopetrol y se elimi-
nan datos faltantes en R.

Ad(EC)
na.omit(Ecopetrol)

Ecopetrol
Ecopetrol =

Paso 4: se crea una funcién que calcula los retornos diarios
en R.

retornos_aritmeticos = function (datos)\{
return (datos/lag(datos, k = 1) - 1)}

Paso 5a: se calculan los retornos diarios en R.

Rendimientos = na.omit(retornos_aritmeti
cos(Ecopetrol))

Paso 5b: se calculan los retornos diarios en Python.

retorno_Ecopetrol =
Close ]/ precio_Ecopetrol [* Adj
Close ’]. shift (1)) —-1).dropna()

Paso 6a: se grafican los rendimientos financieros de Eco-
petrol en R.

plot (Rendimientos , main = ”Rendimientos
Ecopetrol”, col = ’blue’)

Paso 6b: se grafican los rendimientos financieros de Eco-
petrol en Python.

precio_Ecopetrol[’retorno_Ecopetrol "]. plot

((precio_Ecopetrol [’ Ad:

histograma <- function(Rendimientos, nbreaks=30){
hist(Rendimientos, breaks=nbreaks, freq=FALSE,
main="Ecopetrol™)
rug(jitter(Rendimientos), col="purple")
curve(dnorm(x,mean=mean(Rendimientos),
sd=sd(Rendimientos)), add=TRUE, col="blue", lwd=2)
lines(density(Rendimientos)$x,
density(Rendimientos)$y, col="green", lwd=2, lty=1)
legend("topright",inset = c(-98.15, @),

Ecopetro
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Figura 3: Densidad Empirica y Normal de los Rendimientos
Financieros de Ecopetrol.

En este paso es importante notar que los rendimientos fi-

(figsize=(9, 6.5),color = “deepskyblue nancieros presentan exceso de curtosis (colas pesadas). Al

,label = ’Retorno diario ’)
plt.legend(loc="lower right’)
plt.grid(color="grey’,
linestyle="dotted ’,
linewidth=0.6)

comparar la distribucién empirica con la distribucién normal,
se evidencia que la grafica verde no se ajusta a la grafica azul,
lo cual permite inferir que los rendimientos financieros no si-
guen una distribucién normal de probabilidad. Por otra parte,
es importante notar que los puntos de color morado en la Fi-

plt.title (’Retornos diarios Ecopetrol *)gura 3 reflejan la concentracion de los datos (rendimientos),
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Figura 2: Rendimientos Financieros de Ecopetrol.

Paso 7: se crea una funcién que grafica el histograma de
los retornos, la funcién de densidad empirica (natural de los
datos) y la funcién de densidad normal en R.

en ese sentido, los puntos aislados representan rendimientos
extremos (ganancias o pérdidas) que por definicién, el VaR
no tiene en cuenta en su totalidad.

Normal Q-Q Plot

oo

0.0 0.1
|
%

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Figura 4: Prueba de Normalidad de los Rendimientos Finan-
cieros.
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Paso 8: se realiza la grafica Q-Q plot en R.

gqnorm ( Rendimientos)

qqline (Rendimientos , col = “red”)

A partir de la Figura 4, se demuestran dos hechos impor-
tantes: que los rendimientos financieros no siguen una distri-
bucién normal de probabilidad y que dichos datos tienen colas
pesadas. Cabe resaltar que existen datos que no estdn sobre la
linea roja, lo cual indica que son datos extremos que no siguen
una distribucién normal.

Cabe resaltar que una de las caracteristicas de la dis-
tribuciéon normal es que es simétrica, lo cual implica que
la frecuencia de los eventos centrales es mayor a la de los
eventos extremos. Al respecto, se ha demostrado que el
comportamiento de los rendimientos de activos en mercados
financieros no es normal, evidenciando la existencia de colas
pesadas y asimetrias negativas [CB12]. La existencia de asi-
metrias negativas implica la existencia de altas probabilidades
de que ocurran pérdidas excesivas o extremas [Her13]. Por lo
tanto, se deben emplear distribuciones de colas pesadas, con
el fin de conformar portafolios dptimos que tengan en cuenta
los posibles eventos extremos [HAVO7].

Paso 9a: cilculo del VaR para Ecopetrol en R.

VaR_Ecopetrol = mean(Rendimientos) +
sd (Rendimientos)*qnorm (0.95)

VaR_Ecopetrol100

Paso 9b: célculo del VaR para Ecopetrol en Python.

VaR_normal = (retorno_Ecopetrol.mean
+retorno_Ecopetrol.std ()=
st.norm. ppf(0.95))

VaR_normal %100

Este calculo permite concluir que el VaR para Ecopetrol es
de 4.82 %, es decir, con el 95 % de confianza se concluye que
la maxima pérdida que podria experimentar la accién de Eco-
petrol es de 4.82 %. Sin embargo, con el 5% de significancia
se concluye que la minima pérdida que podria experimentar
dicha accién seria de 4.82 %. En este paso es natural que el
lector se pregunte: ;qué sucede con los valores que puede to-
mar la variable aleatoria (rendimientos) que exceden el VaR?.

La respuesta a la pregunta planteada es que el VaR no da
cuenta del riesgo que lo excede, es decir, no le da importancia
al comportamiento de la variable aleatoria en las colas de la
distribucién. Asimismo, cabe resaltar que el VaR es coherente
en el caso en que los rendimientos financieros siguen una dis-
tribucidn eliptica de probabilidad (por ejemplo: la normal o la
t-Student), en otro caso el VaR no es subaditivo y por lo tanto
deja de ser coherente (ver [ADEH99]).

Debido a estas debilidades que presenta el VaR, en [AT02]
se propone una medida de riesgo que las supera y, por lo tan-
to, es coherente, la cual denominan Expected Shortfall (ES) o
Valor en Riesgo Condicional (CVaR).

4. Valor en riesgo condicional (CVaR).

El ES, también conocido como “Valor en Riesgo Condi-
cional”’(CVaR), “Pérdida Esperada en la Cola”(ETL, por sus
siglas en inglés “Expected Tail Loss”) o “Valor Medio en
Riesgo”(AVaR, por sus siglas en inglés “Average Value at
Risk”)[Jim14]. Son medidas que buscan tener en cuenta las
pérdidas que estdn més alld del VaR. Formalmente, en [Jim14]
se define el ES como:

ES,(X) = CVaR,(X) = E[X|X > VaR,(X)].  (7)

Es decir, el CVaR se calcula como el valor esperado de los ren-
dimientos que son mayores que el VaRy_ 4 0> de manera equi-

valente, menores que el —VaR)f_ ¢ Para hallar una expresion
paramétrica del CVaR, se sigue el siguiente procedimiento.

Empleando la definicién de CVaR, la expresion (5) y la
funcién de densidad de probabilidad (pdf) de una distribucién
normal, se obtiene:

1 00
CVaR, = —/ ufx (u)du
1—¢q Xq
= ! /'°° “ ef%(xc
1* p+ozg OV2W
Sustituyendo las expresiones (4) y (??) en (8),

1 *U+0z _1.2
CVR:—/ 2% dz,
ankg 1—q/, Tne b4

- /m%

(04

r) e,
2r

Zd+/

,l 2
2¢ dz)’

1 < 1 z 12
= e 1 dz+0'/ e 2° dZ);
l—gq H g V2T g V2T
1 ® z 12
=— 1-P(z +G/ e 2% dz),
(k-0 -
1
=— 1— / —ze ¥ dz>,
g pu(l—q)— A

700

)
=z

)

9

donde ¢(-) denota la pdf de una normal estandar®. Conti-
nuando con el ejemplo de la accién de Ecopetrol, el CVaR
al 95 % de confianza se calcula a partir de la expresion (9), asi:

Paso 10a: célculo del CVaR para Ecopetrol en R.

X[]

8Tener en cuenta que: [, fx (u)du + f;;fx(u)du =1, f;;fx(u)du =
1— [ fx(u)du'y fxqfx( u)du = 1—®(z,) donde ®(-) es la cdf de una
distribucién normal estdndar.
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CVaR_Ecopetrol = mean(Rendimientos) +
sd(Rendimientos)

#pnorm (0.95)*(1/(1 -0.95))CVaR_Ecopetrol*100 o1o{

Paso 10b: cilculo del CVaR para Ecopetrol en Python.

CVaR_normal = (retorno_Ecopetrol.mean()+
((retorno_Ecopetrol.std ())/(1-0.95))=
st.norm.pdf(st.norm.ppf(0.95)))

CVaR_normal

Una vez computado el CVaR se concluye que, con 95 %
de confianza, la pérdida esperada que podria experimentar la
accién de Ecopetrol es de 6.04 %. Es importante notar que el
CVaR > VaR, debido a que el CVaR tiene en cuenta pérdidas
que exceden al VaR, por lo cual es de esperarse que el pro-
medio aumente. Lo anterior tiene implicaciones importantes,
tanto para los inversionistas como para los reguladores, debi-
do a que permite establecer coberturas al riesgo de mercado
adecuadas que generen confianza en la sociedad; establecer
coberturas basadas en estimaciones incorrectas pone en ries-
go a las organizaciones que las emplean, ya que pueden esta-
blecer coberturas que sean insuficientes a la hora de atender
una pérdida excesiva.

5. VaR vs. CVaR: ;cual es mejor?

Tanto el VaR como el CVaR representan medidas de ries-
go, aunque la primera, como se indic6 anteriormente, no es
coherente y la segunda si. El efecto de la coherencia de las
medidas de riesgo, a juicio del autor, se evidencia en el ni-
vel de ajuste que tiene la informacion histérica con base en la
cual se calcularon. En otras palabras, qué tanta informacién
estd teniendo en cuenta la medida de VaR o CVaR del total de
rendimientos financieros histdricos.

Para estimar dicho ajuste se propone una metodologia
grdfca y otra cuantitativa, las cuales se presentan a continua-
cién:

5.1. Meétodo grafico.

Una vez realizado el cdlculo del VaR y el CVaR para la
accion de Ecopetrol se procede a graficarlos, junto con los
rendimientos financieros de la accion, tal como se evidencia
en la Figura 5:

VaR vs. CVaR - Ecopetrol
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Figura 5: Rendimientos Financieros de Ecopetrol.

El VaR (color rojo) y el CVaR (color verde) se grafican co-
mo lineas rectas, con el fin de observar si los rendimientos
financieros diarios (color azul) los exceden. En ese sentido,
cada dia en que la recta roja es intersecada por la grifica azul
se produjo una pérdida que excedi6 o fue igual al VaR. Del
mismo modo, cada dia en que la recta punteada verde es inter-
secada por la grafica azul se produjo una pérdida que excedi6é
o fue igual al CVaR.

Por lo tanto, graficamente se aprecia que la medida CVaR
presenta mejor ajuste que el VaR debido a que la grafica azul
interseca mds a la grafica roja que a la punteada verde, es de-
cir, hubo menos pérdidas que excedieron el CVaR en compa-
racion con el VaR, debido a que el CVaR captura en su célculo
el promedio de los datos que exceden al VaR.

De lo anterior se desprende inmediatamente que el CVaR
permite realizar una cobertura adecuada del riesgo de merca-
do.

5.2. Método cuantitativo o del porcentaje de
ajuste.

Este método’ intuitivo busca establecer un porcentaje de
ajuste de la siguiente manera:

Excepciones

% ajuste = (1 — ) * 100 %.

Total observaciones

En ese sentido, se busca que el porcentaje de efectividad sea
mayor o igual a 95%, ya que este fue el nivel de confianza
que se estableci6. Para realizar dicho célculo, se proponen dos
algoritmos en Python, uno para el VaR y otro para el CVaR,
respectivamente, los cuales se presentan a continuacion:

Paso 11: calculo del porcentaje de ajuste VaR para Ecope-
trol en Python.

9Cabe resaltar que el método que aqui se presenta no constituye una me-
todologia de backtesting.
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excepciones_VaR = 0

for i in precio._
Ecopetrol[’retorno_Ecopetrol ’]:
if 1 < VaR_normal:

excepciones_VaR += 1

ajuste_VaR = (1-(excepciones_VaR/
len(precio_Ecopetrol[’retorno._
Ecopetrol °])))=100

ajuste_VaR

Paso 12: calculo del porcentaje de ajuste CVaR para Eco-
petrol en Python.

excepciones_CVaR = 0

for i in precio._
Ecopetrol[’retorno_Ecopetrol ’]:
if i < CVaR_normal:

excepciones_.CVaR += 1

ajuste_CVaR = (l—-(excepciones_CVaR/
len(precio_Ecopetrol [’ retorno._
Ecopetrol ’])))=100

ajuste_CVaR

Una vez ejecutados los algoritmos de los pasos 11 y 12 se
llega que el ajuste del VaR y CVaR es de 96.5 % y 98.4 %, res-
pectivamente. Lo cual indica que el CVaR se ajusta mejor a la
informacioén histdrica facilitando realizar una gestién adecua-
da del riesgo.

6. Conclusiones.
Del desarrollo anterior se destacan cuatro conclusiones:

1. Las series financieras, como la de los rendimientos dia-
rios de Ecopetrol, presentan exceso de curtosis, por lo
cual suponer que se distribuyen normalmente constituye
un error que conlleva a la subestimacién del riesgo de
mercado.

2. El VaR, como medida de riesgo no coherente, subestima
la exposicidn al riesgo de mercado por dos razones: en
primer lugar no tiene en cuenta las pérdidas que lo ex-
ceden, es decir, no le da importancia a los datos que se
ubican en la cola de la distribucidn; en segundo lugar, el
VaR esté construido para funcionar adecuadamente bajo
distribuciones elipticas (entre ellas la normal), sin em-
bargo, las series financieras, en general, no siguen dicha
distribucion.

3. El CVaR, como medida coherente de riesgo, permite
cuantificar de manera adecuada la exposicion al riesgo de
mercado al promediar las pérdidas que exceden el VaR.
En este sentido, logra capturar los datos que se alojan en
la cola de la distribucién, los cuales representan pérdidas
extremas que podria sufrir el activo en cuestion.

4. El célculo y la probabilidad cobran especial importancia
en el mundo financiero, ya que permiten dotarlo de cierto
grado de formalidad lo cual genera mayor confianza en

los inversionistas, reguladores y demds participantes de
los mercados.
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Teoria de catastrofes y sistemas politicos
Las singularidades en la guerra y el amor

Su mirada, como las estepas de nuestra patria, en las que
de nifia yo jugaba justo antes del inicio del otofio: reverdeci-
da, profunda, y serena, me tomo por sorpresa; mds que el tibio
clima de la ciudad a mitad del verano de 1967, la impresio-
nante arquitectura medieval, la fastuosidad del complejo que
seria mi hogar por los préximos afios, o la estricta pesquisa
que nos practicaban a quienes alli entrdbamos, cada vez que
lo hacfamos; fue su penetrante mirada lo que mas desconcier-
to me produjo en mi primer dia en Praga. Son hombres como
Vuk Baranov los que, sin proponérselo, causan una intensa
impresién en quienes con €l se cruzan; no fue su garbo de di-
plomético, sus facciones escrupulosamente definidas, su len-
guaje corporal masculino ni su estilo sutil y distante, no, no
era eso, es que era en cada aspecto, en cada gesto, hasta en el
mas baladi: enteramente €l, enteramente Vuk Baranov.

Tenia muchas expectativas por mi nombramiento como
cript6loga adscrita al Ministerio de Relaciones Exteriores de
la URSS, y asignada al Departamento de Comunicaciones de
la Embajada Soviética en Checoslovaquia. Mi deber era ga-
rantizar una parte de la seguridad en la transmisién de los
mensajes entre el Kremlin y el destacamento consular al que
ahora pertenecia, el alcance especifico de mi servicio: hacer
indtil -mediante cifrado algoritmico- cualquier mensaje que
cayera en poder de un tercero distinto al destinatario previsto,
sobre todo al haber sido entrenada en la Unién Soviética, an-
tes del inicio de mi viaje, para repeler el programa anglosajén
de descifrado Venona.

Siempre quise sumar al propdsito de alcanzar las formas
de organizacion mas avanzadas para la humanidad, como ma-
temdtica pensé que entender la progresién de la sociedad a
través de una ciencia objetiva seria un aporte valioso, por es-
to, el estudio de los Sistemas Dindmicos -y su eventual aplica-
ci6n a los Sistemas Sociales- capté mi atencién durante buena
parte de mi vida académica.

Un sistema dindmico con determinada estabilidad estruc-
tural es propenso a contener regiones inestables que provocan
cambios sustanciales, cualitativos: singularidades. En la teoria
de catastrofes las singularidades poseen propiedades como la
discontinuidad, la divergencia y la no reversibilidad, es de-
cir que, aunque las transformaciones en el estado del sistema
obedezcan Uinicamente a determinadas variaciones, al invertir-
se éstas, no necesariamente retorna el sistema a su estado ini-
cial. Las catastrofes en la teoria son eventos en los que se da
un cambio disruptivo que generalmente no se deshace de ma-
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nera trivial, su estudio involucra los conceptos de estabilidad
y bifurcaciones, y es util -entre otras cosas- para identificar
las condiciones en las que el sistema presenta diferentes esta-
dos, ain sin que las ecuaciones se encuentren completamente
resueltas.

Me dediqué al estudio de la Teoria de Catdstrofes al termi-
nar la carrera en ciencias fisicomatematicas en la Universidad
Estatal Loménosov de Moscu, tema que, luego de concluir la
Cétedra de Investigacion en Sistemas Dindmicos, seria medu-
lar en mi Candidatura en Ciencias.

Replanteé la materia de mi Candidatura al recibir el con-
sejo de uno de mis profesores, quien not6 en mi habilidades
sobresalientes para la criptologia, esto por mi destacada par-
ticipacién en un concurso que, realmente, era una prueba de
aptitud que por encargo del Politburd, la Academia de Cien-
cias realizé para identificar funcionarios capaces para el ser-
vicio al pueblo socialista; la criptologia era una materia util en
las condiciones politicas del momento y que me permitiria el
honor de servir con eficiencia al socialismo, la instancia mas
evolucionada de la sociedad.

En mi primer desayuno en el restaurante de la embajada,
el dia siguiente a mi arribo, Vuk Baranov se dirigié a mi me-
sa, saludando a quienes nos encontrdbamos en medio de una
conversacion marcada por los rituales propios de una bienve-
nida entre compatriotas, incursiond sutilmente en la pldtica,
en el tercer comentario ya puso el ritmo de la conversacion,
capto la atencién de los mds activos participes de la charla,
les devolvi6 a ellos el protagonismo en el discurso y, antes de
darme cuenta, ya habia dos conversaciones distintas, una en la
que participaban los demds comensales, y otra en la que ape-
nas estdbamos él y yo; como una fiera en caceria pero con la
elegancia propia de la esgrima, me aparté de la manada.

Supo de mi y supe de él, de su cargo como Agregado Cul-
tural, su marcado sentido de compromiso politico por el que
se negaba a aprender un idioma distinto a los oficiales en los
paises del Pacto de Varsovia (a parte de su ruso natal), su mala
condicién fisica por sus problemas respiratorios congénitos,
su incapacidad con los niimeros, pero sobre todo pude notar
su aguda sensibilidad artistica, manifiesta en la forma en que
cualquier comentario -por superficial que fuera- le servia pa-
ra citar referencias en la literatura, la arquitectura, la pintura,
la musica y el cine soviéticos, a través de sus labios tuve una
perspectiva mas profunda de Dostoyevski, Trifonov, Rudnev,
Vladimirski, Musorgsky y Eisenstein, entre muchos otros; lo
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que fue una constante: conversar con él acerca de cualquier
cosa, por banal que fuera, era un paseo por la arquitectura bi-
zantina, el modernismo, el realismo socialista, el constructi-
vismo y en general, por la cultura del y para el nuevo hombre.

Inevitablemente, antes de que finalizara el afio 1967, ya
estaba profundamente enamorada de Vuk, pasaba mdas tiempo
en los aposentos que se le habian asignado a éI al interior de la
Embajada que en los que a mi me correspondian; el limitado
alcance de las competencias de Vuk lo hacian un candidato
poco interesante para las misiones en otros paises diferentes
a Checoslovaquia, por lo que pasamos ese primer semestre
mucho tiempo juntos.

Modelar matematicamente eventos sociales no es una ta-
rea sencilla (y si se es riguroso, puede ser imposible), pero se
puede partir de axiomas elementales y de facil aceptacion de
la sociologia y de la psicologia de masas, asi como de simpli-
ficaciones y generalizaciones que no eviten la caracterizacion
de los matices relevantes del sistema.

A pesar de que Antonin Novotny como Primer Secretario
del Partido Comunista de Checoslovaquia (en la practica, su
Presidente), inici6 el proceso de desestalinizacidon encabezado
por el Secretario General del Partido Comunista de la Unién
Soviética: Nikita Jruschov desde 1956, habia desde que lle-
gué a Praga -en 1967- una fuerte oposicion a tales reformas,
principalmente por la lentitud de las mismas y por el impacto
econémico que habian generado; en los informes de inteli-
gencia, la KGB afirmaba que tales efectos habian sido mag-
nificados por elementos instigadores al interior de la sociedad
Checoslovaca, y con mayor ahinco, en los colectivos de los
estudiantes. El Secretario General del Partido Comunista de
la Unidén Soviética de la época, Leonid Brézhnev habia sido
informado de tal situaciéon y promovié un cambio en el lide-
razgo del pais y el desarrollo de reformas para que fueran mas
agudas y aceleradas.

Alexander Dubcek fue nombrado el nuevo Secretario Ge-
neral del Partido Comunista de Checoslovaquia en enero de
1968 y desarroll6 los principios de una apertura que podrian
darle mads estabilidad al sistema comunista, de alguna manera
un modelo que formulé para el sistema socialista parecia lle-
gar a esa conclusion al ubicar el estado actual del sistema mas
lejos del vecindario de la singularidad (la catdstrofe) que bajo
el mando de Novotny, seguramente empleando razonamientos
muy distintos, Brézhnev llegaba a las mismas conclusiones y
apoyaba los cambios.

El modelo que formulé mostraba una alta inestabilidad del
sistema en general, de todo el bloque oriental en el caso en que
se dieran dos eventos: que los movimientos por los derechos
civiles en occidente perdieran fuerza de contrapeso en sus sis-
temas de gobierno capitalista, y a la vez, se desataran repre-
siones violentas masivas en los paises del Pacto de Varsovia,
sobre todo en la periferia, como el caso de Checoslovaquia;
estas conclusiones las guardé en mi habitacién y con justifi-
cada paranoia, las encripté empleando elementos matematicos
y gramaticales anglo germanicos, hasta que dias después sor-
prendi a Vuk hurgando en mi archivo, cuando le encontré le
miré de forma atdnita, me mostré de inmediato que intentaba,

de manera inocente, esconder entre mis papeles de consulta
cotidiana (en los que me vefa invertir horas casi a diario), un
extrafio cristal de centro oscuro, era una hermosa piedra que
habia conseguido Vuk y que me entregaba para mostrarme sus
nuevos intereses; desconocia su aficién por la mineralogia y
su habilidad para ingresar ese elemento extrafio a la Embajada
(¢;,c6mo lo hizo?), aunque nada era sorprendente en el genio de
Vuk.

La total ignorancia de Vuk de las mds elementales ma-
tematicas, asi como de las lenguas anglosajonas, me tranqui-
lizaron con respecto a que hubiera visto algunos de los muy
agudos resultados de mi modelizacidn, de la propensién a sin-
gularidades del sistema socialista, sin embargo, evité volver a
hacer registro de mis investigaciones y realicé un esfuerzo por
guardar en mi memoria los nuevos resultados, al menos hasta
que pudiera mostrar una teoria sélida a mis superiores.

El Primer Alto Directorio de la KGB (encargado de las
operaciones en el extranjero y del contraespionaje) nos sor-
prendio al otro dia, fuimos interrogados por aparte a causa del
ingreso del extraiio mineral a la Embajada por parte de Vuk,
nuestras versiones fueron registradas, comparadas, el cristal
fue analizado, se concluy6é que habia sido un obsequio sin
trascendencia para la seguridad de la Embajada, y todo no
pasé de ser un evento si se quiere, anecdético, del que prefe-
rimos no hablar de nuevo; Vuk se ofrecié para deshacerse de
la roca y asf olvidarnos eventualmente del tema.

En mis investigaciones amplié el alcance del sistema
dindmico analizado en un segundo sistema: el comunista —
capitalista, llegué a la conclusiéon de que la desestabilizacién
de uno de los dos regimenes en el estado actual de las cosas,
conllevaria a una singularidad, la catéstrofe se daria por el uso
desmedido de las fuerzas de una de las partes; una interpreta-
ci6én del modelo podria ser que la discontinuidad del sistema,
la variacién divergente del estado del mismo y la no reversi-
bilidad podria darse por el uso del arsenal nuclear por la parte
que se viera gravemente desestabilizada, y la respuesta de la
otra parte.

Para mi terror, empez6 a darse antes de terminado el pri-
mer semestre de 1968, una de las dos condiciones que, en el
primer modelo, causarian la singularidad en el sistema comu-
nista: la pérdida del contrapeso que al sistema capitalista daba
el movimiento por los derechos civiles: los asesinatos de Mar-
tin Luther King Jr. y de Robert Kennedy en Estados Unidos,
y los preparativos para las represiones de los movimientos del
68 en Estados Unidos, Francia y Espafa.

La segunda condicién estaba a punto de darse, y segtn el
modelo, con ella la desestabilizacion del sistema comunista,
lo que, en ese momento de la historia, podria causar el uso
de fuerzas incontenibles en busca de mantener el estatus quo.
Brézhnev y Dubcek habian sido desinformados y se agudiza-
ban las tensiones entre ellos, se habia notificado a 1a Embaja-
da de forma secreta que entre el 20 al 21 de agosto arribaria
a Praga una enorme cantidad de fuerza militar del Pacto de
Varsovia, para contener el descontento popular, jocurriria una
masacre de la poblacion civil, provocada por fuerzas oscuras?
(era acertado el modelo al advertir que esto causaria la deses-
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tabilizacién del modelo comunista? ;era acertado el segundo
modelo al predecir que la desestabilizacion seria general y que
ocurriria la catastrofe del uso de las fuerzas a disposicion de
las dos superpotencias?

Jamas habia visto a Vuk respirar con dificultad como esa
mafiana del sdbado 17 de agosto, a pesar de sus anteceden-
tes de asma, estos no le impedian un desempefio vigoroso en
las actividades fisicas, pero esa mafiana se desmayé justo al
abrirme la puerta de su habitacion, de inmediato pedi auxilio
y le pusimos en manos de un médico de la Embajada, que en
principio encontr6 sus vias respiratorias inflamadas, ;algo le
habria causado alergia?, no sabia qué, pero antes de devolver-
le a su habitacién decidi abrir las ventanas y cortinas para que
se ventilara.

Al hacerlo toqué sin querer su escritorio y un sistema
mecdnico cambi6 la disposicién de las gavetas, cerrando vio-
lentamente una de ellas en el proceso, la cual contenia un dis-
positivo que pude ver unos segundos antes de que se retrajera
al interior del mueble, miré hacia el piso por un momento,
luego me recompuse y en ese instante llegé Vuk, esforzando-
se por respirar con tranquilidad, pero con la mitad de la ca-
misa atn por fuera del pantalén, le pregunté como seguia y le
ayudé a recostarse, le comenté que habia escuchado a un mue-
ble estremecerse y me explicé que era un dispositivo normal
en los escritorios de funcionarios de su rango, para el resguar-
do de documentos clave, le noté verme a los ojos mds que de
costumbre, me tomé las mufiecas para recostarse, buscaba tal
vez una dilatacién de mis pupilas o un incremento de mi rit-
mo cardiaco que revelara un comportamiento anormal de mi
parte, jamas sabré si lo encontrd.

Casi no quisiera haberlo visto, casi que quisiera haber per-
dido la capacidad de asociacidn de conceptos, pero un vistazo
de apenas segundos bast6 para formular una hipdtesis terri-
blemente coherente con los hechos.

Por mi formacién en el Ministerio de Comunicaciones pu-
de reconocer un muy compacto transmisor de onda corta, fa-
bricado artesanalmente, seguramente aqui mismo, para burlar
los controles de acceso a la Embajada, empleaba casi en su
totalidad materiales de uso cotidiano con excepcién de una
extrafia piedra, del mismo tipo que el cristal oscuro que me
obsequid, que estaba puesta en un tubo adyacente al comuni-
cador, lo que deberia ser el filtro de guia de onda, y el mineral:
octaedrita, un tipo de 6xido de titanio que, calibrado con to-
tal precision, causa la resonancia de las ondas de interés y
difraccién de las que no lo son, el posicionamiento requiere
de conocimientos muy sélidos de ingenieria y matematicas y
su inhalacién puede causar la inflamacién de las vias respi-
ratorias. La octaedrita en forma de cristales obscuros y gran-
des corresponde a vetas muy especificas de Noruega, un pais
que no pertenece al Pacto de Varsovia, las marcas de posi-
cionamiento se encontraban dispuestas en fracciones, no en
décimas (como en el sistema internacional), era un aparato de
comunicaciones construido con técnicas estadounidenses y un
material clave de occidente, era un artefacto de contraespio-
naje.

Vuk claramente sabia mds de lo que decia conocer, ;qué

tanto conocia de mi hipétesis de la desestabilizacién del blo-
que oriental?, ;particip6 en el desarrollo de los hechos mo-
tivandolos o informado al enemigo para que lo hiciera?, ;fal-
taba el paso final de la masacre a la poblacion civil en Praga?,
(colaboraba con las facciones radicales que podrian motivar
una confrontacién?

Una catastrofe u otra, denunciar a Vuk Baranov, el trai-
dor al que amaba, el desertor quien, sin duda alguna, también
me habia entregado su corazén; o arriesgar la ocurrencia -si
los modelos eran acertados- de la singularidad en el estable
sistema comunismo - capitalismo, pasando por la masacre en
Praga que marcaria ese punto discontinuo, divergente e irre-
versible, que abriria la puerta a las dos superpotencias para
que pudieran actuar sin autocensura, usando todas sus capaci-
dades de ataque.

Sé que Vuk me amd tan intensamente como yo a él, pe-
ro en el estable sistema de nuestras vidas juntos, la catastrofe:
discontinua, divergente e irreversible, se daba por estar en este
momento histdrico, por nuestras convicciones contrarias, por
pertenecer a bandos distintos, esa seria la devastadora singu-
laridad que marcarfa nuestras vidas.

Sali de la habitacién de Vuk y al terminar el pasillo y girar,
de inmediato ingresé a un apartamiento distinto al mio y fren-
te a la mirada sorprendida del camarada responsable de las
traducciones oficiales -quien era el ocupante de la habitacion-
llamé a la operadora de la Embajada, notifiqué mi hallazgo y
en segundos un grupo de 10 oficiales del KGB ingres6 a la ha-
bitacién de Vuk derribando la puerta; lo encontramos sentado
en su escritorio, a sus pies el dispositivo de comunicaciones
hecho pedazos, en sus manos una copa de brandi y en sus la-
bios un puro; el comandante del grupo le pidié a Vuk que se
abstuviera de usar el diente, y que podrian conversar en favor
de la patria. ;Tenia Vuk una capsula de cianuro en su dien-
te?, jera entonces un espia soviético?, ;transmitia mensajes
también a occidente y era entonces un agente doble?

Luego de mirarme a los ojos, nuevamente, de la misma
forma que ese primer dia, escuchamos un sutil sonido de algo
quebrindose; los oficiales se abalanzaron hacia él y lo saca-
ron de la habitacién intentando hacerle escupir; fui interroga-
da por varios dias y luego de contar todo lo que sabia y todo
acerca de mi modelo, la ocupacién de la ciudad se realizé por
parte de las fuerzas del Pacto de Varsovia, con un balance que,
aunque tragico, no alcanzd a ser ni siquiera una fraccién de lo
que pudo haber sido, ni de lo que fueron las represiones que en
ese mismo afio se dieron en occidente, sobre todo la ocurrida
mas tarde en Tlatelolco, en las vecindades y bajo la influencia
de la contraparte. Fui reasignada a Moscu y se me prohibi6é
hablar del tema.

En 1975 encontré un obituario en el diario Pravda con la
fotografia de Vuk Baranov en el que se anunciaba la muerte
por causas naturales de un tal Vladimir Aleksdndrovich Poz-
ner, en Moscu, ;habria sobrevivido Vuk? ;realmente era Vuk
Baranov?, ;el obituario buscaba legalizar las acciones de inte-
ligencia de la KGB de hacia siete afios? Como iba yo a saber-
lo, si durante mi tiempo de servicio me presenté como Brana
Sokolova, el que tampoco era mi nombre.
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CONCURSO PARA ESTUDIANTES DE COLEGIO

Un recorrido 6ptimo por el centro de Bogota

Una turista visita Bogoté con el objetivo de conocer el cen-
tro de la ciudad. Después de leer en internet sobre la ciudad,
cred la siguiente lista de lugares que queria conocer, e incluy6
el tiempo que deseaba permanecer en cada uno:

= [a Plaza de Bolivar (45 minutos).

El Museo del Oro (6 horas).

La terraza de la Torre Colpatria (30 minutos).
La plaza de la Perseverancia (2 horas).

La exposicién del Museo Botero (6 horas).
La Biblioteca Luis Angel Arango (7 horas).

El cerro de Monserrate (5 horas).

El Museo Nacional (6 horas).

El Museo de Arte Moderno (150 minutos).

La turista se hospedard en el Hotel Tequendama, ubicado
en la Carrera 10 # 26-21. Estando ahi, planea iniciar su reco-
rrido a los lugares de interés a las 8:00 a.m. Después, almor-
zara todos los dias entre las 12:00 y la 1:00 p.m., continuara
su recorrido y regresara al hotel maximo a las 5:00 p.m. Dado
que la turista realizara todos los recorridos caminando, consi-
deraremos que se desplazard a una velocidad constante de 4.5
km/hora.

Con el objetivo de conocer todos lugares en el menor tiem-
po posible, ;qué lugares deberd conocer cada dia y en qué
orden?

Para resolver el problema tenga en cuenta la siguiente in-
formacion:

* El objetivo consiste en disefiar un cronograma detallado
que minimicé lo més posible el tiempo que la turista estd por
fuera del hotel.

* Para los recorridos podré utilizar cualquier camino en-
tre la carrera décima (sobre la que estd ubicado el hotel) y la
carrera segunda este (sobre la que estd ubicada la entrada al
cerro de Monserrate), asi como entre las calles 31 (sobre la
que esta ubicada la Plaza de la Perseverancia) y la calle 11
(sobre la que estd ubicada el inicio de la Plaza de Bolivar).
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* Utilice la aplicacién Google Maps para disefiar el mapa
que la turista utilizara.

* No se deben considerar tiempos de desplazamiento pa-
ra almorzar ni buscar restaurantes, ya que la turista almorzara
siempre en alguna de las atracciones turisticas. Almorzar se
puede hacer antes, durante o después de una visita. En cual-
quier caso, esa hora de almuerzo no se debe incluir como el
tiempo de visita a un sitio.

* La turista puede regresar al hotel en cualquier momento
del dia, pero nunca después de las 5 pm. Por eso, el cronogra-
ma detallado de su visita debe también considerar los tiempos
que toman los desplazamientos.

* Los tiempos de cada desplazamiento se deben redondear
hacia abajo. Por ejemplo, si ir del punto A al punto B toma 3
minutos y 45 segundos, entonces se considera que el tiempo
del desplazamiento es de 3 minutos.

 Cada lugar debe visitarse en un solo dia y de manera con-
tinua. Por ejemplo, si la visita al sitio A es de 5 horas, la turista
no puede pasar 3 horas un dia y luego 2 horas otro dfa. El al-
muerzo, sin embargo, puede interrumpir la visita y es el tinico
caso en el cual la visita a un sitio no es continua.

Bases del Concurso:

Elegibilidad:

Estudiantes menores de 18 afios, de cualquier nacionalidad
y pertenecientes a un colegio colombiano.

Duracion:

El concurso finaliza un afio después de la publicacién del
Paskin que presenta el problema, o hasta que haya una perso-
na ganadora.

Documento Solucion:

La solucién debe presentarse de manera individual en un
documento formal, escrito en espafiol, en el que se explique
de manera detallada la solucién al problema planteado.

La primera pagina del documento debe contener por lo me-
nos los siguientes cuatro elementos:
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(1) EI nombre completo de la persona participante.

(2) El curso de la persona participante.

(3) La edad de la persona participante.

(4) El nombre completo del colegio de la persona.

(5) Municipio o ciudad de residencia.

(6) Telefono y correo electrénico de contacto.

El cuerpo del documento, que sigue a esta primera pagina,
puede tener cualquier extension para informar sobre la solu-
cién.

Los y las participantes pueden usar libros, blogs, compu-
tadores, internet, programas computacionales, pero no pue-
den consultar o interactuar con ninguna otra persona durante
la solucién. Ninguna contribucién puede ser hecha por otra
persona que no sea la persona que envia la solucidn.

Aunque los problemas estardn destinados a un andlisis
tedrico, los participantes pueden realizar experimentos rele-
vantes y presentar los datos resultantes en su trabajo si lo de-
sean.

En caso de que se utilicen, cada soluciéon debe incluir una
lista de todas las referencias.

Las soluciones pueden usar algoritmos y herramientas
computacionales existentes (que incluyen no solo herramien-
tas disponibles gratuitamente, sino también herramientas den-
tro de sistemas como Matlab o Mathematica), siempre que se
mencionen y citen correctamente y los métodos se expliquen
claramente en la solucién del problema. Cualquier programa
de computadora escrito, si se escribié uno, debe incluirse co-
mo un apéndice de la solucién. Sin embargo, todos los al-
goritmos, métodos y resultados deben explicarse en el texto
principal del documento para recibir consideracioén durante la
evaluacion.

Las soluciones enviadas pueden incluir ecuaciones, grafi-
cos, figuras y tablas. Cada solucién debe incluir como mini-
mo:

(1) Una corta introduccién del problema tal como lo inter-
pretd la persona participante.

(2) Una explicacién de todas las suposiciones y aproxima-
ciones realizadas.

(3) Justificacién de todo el trabajo realizado.

(4) Una breve discusioén de las fortalezas y debilidades del
enfoque adoptado.

Envio de la solucion:

Las soluciones pueden enviarse como archivos .pdf, .odf,
.doc o docx. Cada participante debe enviar su solucién por
correo electrénico a paskin@konradlorenz.edu.co y los docu-
mentos deben recibirse antes de que finalice el concurso. Si
la solucién no se recibe por correo electrénico durante la du-
racion del concurso, la solucidon no sera considerada. El do-
cumento completo debe incluirse como un archivo adjunto al
correo electrénico. No envie un enlace al documento en un
servicio en la nube como Google Docs, Dropbox, etc. Una
vez recibida la solucion se le notificard la recepcion en un pla-
zo menor a cinco dias habiles. Si Ud. no recibe confirmacién,
comuniquese con el editor de la revista.

Resultados:

Toda solucién recibida se ird evaluando en orden de llega-
da hasta la finalizacién del concurso. Cuando una solucién sea
correcta, la o el participante serd invitada o invitado a exponer
y justificar de manera verbal su solucion de manera remota
sincrénica utilizando alguna plataforma virtual como Teams,
Zoom o Google Meets.

Premiacion:

- La primera solucién correcta serd publicada en una si-
guiente edicidn del Paskin. Sera una versién simplificada de
la solucidn realizada en colaboracion con el comité editorial,
que incluird una corta resefia de la persona ganadora.

- Certificado. Cada persona que participe y presente una
solucién correcta recibird un certificado. El certificado se en-
viard por correo electrénico a la direccion utilizada para el
envio de la solucidn. Espere varias semanas después de enviar
su solucién para recibir su certificado.

- La persona que envié la primera solucién correcta recibira
un bono virtual de regalo por un valor de 300.000 COP (tres-
cientos mil pesos colombianos). La persona ganadora puede
escoger el establecimiento comercial que desee, siempre y
cuando ofrezca bonos electrénicos y el comité editorial pueda
adquirirlos.



Politica Editorial

El Paskin Matematico es una produccion del Programa de
Matematicas de la Fundacién Universitaria Konrad Lorenz. Esta
abierto a todos y todas. Si tienes interés en escribir un articulo con
cualquier tipo de contenido matematico, resenar a un personaje,
comentar un problema o tienes comentarios sobre nuestra
publicacién, envia un mensaje a paskin@konradlorenz.edu.co

El Programa de Matematicas de la Fundacion Universitaria Konrad
Lorenz fue creado en 1998. Conoce mas acerca de nuestro programa
en nuestra pagina institucional

http://www.konradlorenz.edu.co/es/aspirantes/carreras-
universitarias/carrera-de-matematicas/presentacion.html

Bogota, Colombia. 2023
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La esencia de las matematicas reside en su libertad.

George Cantor



