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DIBUJOS DE NIÑOS Y EL GRUPO ABSOLUTO DE GALOIS

Ruben A. Hidalgo *

ruben.hidalgo@ufrontera.cl

1. Introducción
En nuestros primeros cursos de estructuras algebraicas nos

encontramos con ciertas estructuras llamadas grupos (conjun-
tos no vacı́os con una operación binaria asociativa, con un
elemento neutro y donde cada uno de sus elementos tiene un
elemento inverso). El orden de un grupo es la cardinalidad del
conjunto (los grupos pueden ser finitos o infinitos).

Una estrategia clásica para entender la estructura interna
de un grupo dado, es la de considerar acciones del grupo en
consideración en ciertos conjuntos (alguna vez escuché a un
matemático mexicano la siguiente frase: A los grupos, ası́ co-
mo a las personas, se les conocen por sus acciones”).

En el caso de un grupo finito, una herramienta clásica (que
se puede obtener mirando ciertas acciones particulares) es la
proporcionada por los Teoremas de Sylow, los cuales permite
obtener información a partir de las potencias de los primos
que dividen al orden del grupo.

En el caso de grupos infinitos la situación resulta ser un
poco más complicada. En este caso, una estrategia podrı́a ser
la determinación de los grupos finitos que se pueden obte-
ner como imagen homomorfa (en otras palabras, entender sus
subgrupos normales de ı́ndice finito).

Un elemento del cuerpo C, de los números complejos, es
llamado algebraico si resulta ser un cero de algún polinomio
en una variable con coeficientes enteros. El conjunto Q ⊂ C,
de los números algebraicos, es cerrado bajo las operaciones de
suma, resta, multiplicación y división (como números com-
plejos), en otras palabras, resulta ser un cuerpo. En este caso,
podemos considerar su grupo de automorfismos Gal(Q/Q),
llamado el grupo absoluto de Galois, el cual codifica la teorı́a
clásica de Galois. La estructura del grupo absoluto de Galois
es muy misteriosa, este misterio se puede ver reflejado en el
problema inverso de Galois (que aún en estos dı́as muestra
una gran resistencia):

¿Es todo grupo finito una imagen homomorfa del grupo
absoluto de Galois?

En 1984, Alexander Grothendieck escribió una propuesta
de proyecto en Francia: “Esquisse d’un Programme” [14]. En
dicha propuesta Grothendieck introduce unos objetos combi-
natorios muy simples, a los cuales llamó Dessins d’Enfants
(Dibujos de Niños) y observó que habı́a una acción muy natu-
ral del grupo absoluto de Galois en esos objetos. Por desgra-
cia, no pudo lograr la aprobación de este proyecto. Al poco

*Departamento de Matemática y Estadı́stica, Universidad de La Frontera.
Casilla 54-D, Temuco, Chile

tiempo abondonó la matemática y se fue a vivir a los Piri-
neos, donde mantuvo muy poco contacto con con otras perso-
nas y en especial con la academia. Falleció el 13 noviembre
de 2014.

Ası́, la idea de Grothendieck era poder obtener información
interna de tal grupo por medio de la combinatoria asociada a
tales objetos (los dibujos de niños). Muchos matemáticos han
dedicado su tiempo a elaborar esta ideas dejadas por Grothen-
dieck y, en particular, en la búsqueda de invariantes de Galois.
Es un tema muy activo en la actualidad, donde se unen varia-
dos temas (que en un comienzo podrı́an verse alejados) como
lo son: Análisis complejo, Combinatoria, Geometrı́a algebrai-
ca, Topologı́a, Teorı́a de grupos, Teorı́a de Galois, etc.

La idea de estas notas, es mostrar de manera muy somera
que son estos dibujos de niños (mostrando varias definicio-
nes equivalentes). Dos textos modernos que recomiendo para
estudiar en detalles los dibujos de niños son [10, 21].

2. Acción de Grupos
Consideremos un conjunto E 6= /0. Denotamos por Sym(E)

al grupo de las permutaciones (simetrı́as) de E (con la ope-
ración binaria dada por la regla de composición). Cuando
E = {1, . . . ,n} (donde n ≥ 1), es clásico denotar este grupo
por el sı́mbolo Sn.

Una acción de un grupo G en el conjunto E es un homo-
morfismo

θ : G→ Sym(E),

es decir, una función para la cual vale la siguiente propiedad:

θ(gh) = θ(g)◦θ(h), ∀g,h ∈ G.

Si el homomorfismo θ es inyectivo, entonces hablamos de
una acción fiel.

Si e ∈ E, entonces usaremos la notación

g(e) := θ(g)(e).

en cuyo caso, la propiedad de que θ es un homomorfismo se
lee como

g1g2(e) = g1(g2(e)).

El G-stabilizador de e ∈ E, por tal acción, es el subgrupo
de G definido como:

Ge = {g ∈ G : g(e) = e}.

1
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El grupo de automorfismos de la acción θ es definido como
el centralizador del subgrupo θ(G) en Sym(E):

CG < Sym(E).

Observación 2.1. Si tenemos una acción θ : G→ Sym(E),
la cual no es fiel, entonces se puede obtener una que sı́ es fiel
considerando la acción natural del grupo cociente G/ker(θ).
Por eso, en esta notas sólo nos centraremos en acciones fieles.

La acción θ : G→ Sym(E) es llamada:

1. Semiregular si, para cada e ∈ E, vale que |Ge|= 1 (esta-
bilizador trivial).

2. Transitiva si, para todo par e1,e2 ∈ E, existe g ∈ G con
g(e1) = e2.

3. Regular si es semiregular y transitiva.

El siguiente resultado muestra ciertas relaciones entre los
objetos antes definidos.

Afirmación 2.1. Sea θ : G→ Sym(E) una acción transitiva y
CG < Sym(E) el centralizador de θ(G) en Sym(E). Entonces
las siguientes propiedades valen.

1. CG actúa semiregularmente en E (en su acción natural
por simetrı́as).

2. CG actúa regularmente si y sólo si G actúa regularmente.

3. Si G actúa regularmente, entonces G∼=CG.

4. Para e ∈ E vale que CG ∼= NG(Ge)/Ge, donde NG(Ge) es
el subgrupo normalizador de Ge en G.

Demostración. Sea e ∈ E fijo. Entonces (por la transitividad)
tenemos una biyección

φ : G/Ge→ E : gGe 7→ g(e) = θ(g)(e).

Esta biyección permite trasladar nuestra acción

θ : G→ Sym(E),

a la acción de Cayley

θφ := φ−1 ◦θ ◦φ : G→ Sym(G/Ge),

dada por
θφ (h)(gGe) := hgGe, ∀h ∈ G.

Por lo anterior, podemos asumir que E = G/Ge y θ = θφ .
Veamos ahora quien es el grupo CG para esta acción. Para

que α ∈ Sym(G/Ge) esté en CG es necesario y suficiente tener
la igualdad

α ◦θ(h) = θ(h)◦α, ∀h ∈ G,

es decir,
α(hgGe) = hα(gGe), ∀h,g ∈ G.

Tomando g = 1 (el elemento neutro de G), lo anterior dice:

α(hGg) = hα(Ge), ∀h ∈ G.

Ahora, si α(Ge) = bGe, para cierto b ∈ G, entonces

α(hGe) = hbGe, ∀h ∈ G.

Ahora, para que α esté bien definida, es necesario que b ∈
NG(Ge). En efecto, si t ∈ Ge, entonces se debe tener que

α(htGe) = α(hGe), ∀h ∈ G, ∀t ∈ Ge,

equivalentemente,

htbGe = hbGe ∀h ∈ G, ∀t ∈ Ge,

es decir,
b−1tb ∈ Ge ∀t ∈ Ge.

De esta manera,

CG = {αa : G/Ge→ G/Ge : hGe 7→ ha−1Ge : a ∈ NG(Ge)}.
Notemos que

αab = αa ◦αb,

en efecto,
αab(hGe) = h(ab)−1Ge =

= (hb−1)a−1Ge = αa(hb−1Ge) = αa(αb(hGe)).

De esta manera, obtenemos un homomorfismo sobreyecti-
vo

Φ : NG(Ge)→CG : a 7→ αa

cuyo kernel es Ge, es decir,

CG ∼=Φ NG(Ge)/Ge,

de donde obtenemos la parte 4. de la Afirmación 2.1.
Si G actúa regularmente, entonces Ge = {1} y NG(Ge) =

G, de donde obtenemos que G∼=CG, es decir la parte 3.

Veamos la parte 1. Sea ρ ∈ CG tal que ρ(e0) = e0, para
algún e0 ∈ E. La condición de que ρ ∈ CG quiere decir que
g(ρ(e)) = ρ(g(e)), para cada e ∈ E y cada g ∈ G. Si e ∈ E,
entonces (por la transitividad) existe algún g ∈ G tal que e =
g(e0). Luego,

ρ(e) = ρ(g(e0)) = g(ρ(e0)) = g(e0) = e,

de donde obtenemos que ρ es la permutación identidad.

Veamos ahora la parte 2. Supongamos que CG actúa re-
gularmente en E. Entonces esta acción es transitiva y, por la
parte 1 de la Afirmación 2.1, aplicada a esta acción, tenemos
que el centro CCG de CG actúa de manera semiregular. Como
θ(G)<CCG , tenemos que la acción θ es semiregular y (como
ya era una acción transitiva), es una acción regular.

Veamos ahora en la otra dirección. Como la acción θ es
regular, tenemos que Ge = {1}, para cada e ∈ E. Luego, en la
forma de la acción descrita al comienzo, tenemos que (ya que
en este caso NG(Ge) = G)

CG = {αa : G→ G : h 7→ ha−1 : a ∈ G},
de donde vemos que la acción de CG es regular.
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3. Automorfismos de Sn

Nosotros estaremos interesados en acciones de un grupo fi-
nito sobre un conjunto finito E. En este caso, podemos asumir
que E = {1, . . . ,n} para cierto n≥ 1; luego Sym(E) =Sn.

Recordemos que el conjunto de todos los automorfismos
de un grupo K forman a su vez un grupo (con la regla de
composición) denotado como Aut(K).

Cada elemento k ∈ K define un automorfismo

φk : K→ K : h 7→ khk−1,

llamado un automorfismo interior. Estos forman un subgrupo
normal Inn(K) de Aut(K).

Si consideramos el homomorfimo sobreyectivo

K→ Inn(K) : k 7→ φk,

podemos ver que Inn(K) ∼= K/CK , donde CK ≤ K es el sub-
grupo centralizador de K. En particular, si CK es trivial, se
tiene que Inn(K)∼= K (como es el caso de K =Sn, n≥ 3).

Un automorfismo que no es interior es llamado un auto-
morfismo exterior. El grupo cociente

Out(K) = Aut(K)/Inn(K),

es llamado el grupo de automorfismos exteriores de K.
El siguiente resultado determina estos grupos de automor-

fismos para el caso particular K =Sn, n≥ 1.

Afirmación 3.1. Sea n≥ 1. Entonces

1. Si n ∈ {1,2}, entonces Aut(Sn) es trivial.

2. El subgrupo Inn(S6)∼=S6 es un subgrupo de ı́ndice dos
de Aut(S6).

3. Si n≥ 3 y n 6= 6, entonces Aut(Sn) = Inn(Sn)∼=Sn.

Demostración. Como S1 es el grupo trivial y S2 ∼= Z2, se
tiene que sus grupos de automorfismos son el grupo trivial.
Supongamos ahora que n≥ 3. En este caso, como el centrali-
zador es trivial, tenenos que Inn(Sn)∼=Sn.

Consideremos algún elemento φ ∈ Aut(Sn) diferente de
la identidad. Denotemos por C al conjunto de las clases de
conjugación de los elementos de K. Los elementos de C son
subconjuntos de Sn de la forma [τ] = {στσ−1 : σ ∈ Sn},
donde τ ∈Sn. En particular, φ induce una biyección φ̂ : C →
C , definido por φ̂([τ]) = [φ(τ)].

Si τ tiene orden dos, entonces sabemos que esta permuta-
ción es un producto disjunto de una cierta cantidad de k ≥ 1
transposiciones (donde 2k ≤ n). Más aún, dos elementos de
orden dos son conjugados en Sn si y sólo si tienen la mis-
ma cantidad de transposiciones en sus descomposiciones an-
teriores. De esta manera, podemos observar que la clase de
conjugación de τ tiene cardinalidad
((

n
2

)(
n−2

2

)
· · ·
(

n−2(k−1)
2

))/
k!=

n!
2k(n−2k)!k!

.

Ahora, si miramos la clase de conjugación del elemento
τ = (1,2), entonces φ(τ) debe ser un elemento de orden dos,
digamos con k ≥ 1 transposiciones. Como la clase de [τ] y
[φ(τ)] deben tener la misma cardinalidad, lo anterior nos dice
que

2(n−2)!= 2k(n−2k)!k! .

La igualdad anterior funciona sólo para k = 1 en el caso
n 6= 6. En el caso n= 6, esta igualdad funciona para k∈ {1,3}.

Supongamos ahora que n 6= 6. En este caso, lo anterior
nos dice que φ̂ fija la clase [(1,2)], es decir, si tomamos
una transposición (a,b) ∈ Sn, entonces φ((a,b)) sigue sien-
do una transposición. Consideremos las transposiciones τ j =
( j, j+1), donde j = 1, . . . ,n−1. Sabemos que estas transpo-
siciones generan Sn. Sean φ(τ j) = σ j, las cuales ahora sa-
bemos deben ser transposiciones. Como τ1 y τ2 no conmu-
tan, tampoco lo pueden hacer σ1 y σ2. Ası́ es que podemos
asumir que σ1 = (l1, l2) y σ2 = (l2, l3), donde l1, l2 y l3 son
diferentes. Ahora, como τ1 y τ3 conmutan y τ2 y τ3 no con-
mutan, lo mismo debe ocurrir con σ1,σ2 y σ3; luego pode-
mos ver que σ3 = (l3, l4), donde l4 /∈ {l1, l2, l3}. Procediendo
de manera inductiva, obtendremos que σ j = (l j, l j+1), donde
l j+1 /∈ {l1, . . . , l j}. Si η ∈ Sn es la permutación definida por
η(l j) = j, tenemos que η−1σ jη = τ j (estamos usando la mul-
tiplicación de permutaciones por la izquierda). Luego, (si φη
denota como antes el automorfismo interior definido por η)
tenemos que φη ◦ φ fija cada τ j y (como estas transposiones
forman un conjunto de generadores) debemos tener que es el
automorfismo identidad, es decir, φ = φ−1

η = φη−1 ∈ Inn(Sn).
En el caso n = 6, notemos que el argumento anterior nos

dice que si φ deja invariante la clase de conjugación de (1,2),
entonces este es un automorfismo interior. Pero en este caso
podrı́amos tener que φ enviase la clase de (1,2) en la clase de
(1,2)(3,4)(5,6), en cuyo caso φ es un automorfismo exterior
(un automorfismo interior necesariamente preserva las clases
de conjugación). En esta última posibilidad, notemos que φ
debe llevar la clase de (1,2)(3,4)(5,6) en la clase de (1,2), es
decir, φ 2 debe ser un automorfismo interior; luego, [Aut(S6) :
Inn(S6)]≤ 2. Lo que quedarı́a por verificar es la existencia de
un automorfismo exterior. Esto es un poco más complicado,
pero la idea es la siguiente.

En S6 tenemos que el estabilizador de un punto es isomor-
fo a S5 (tenemos seis de tales subgrupos, ellos formando una
clase de conjugación de subgrupos) y no es subgrupo transiti-
vo. Todo automorfismo interior necesariamente permuta esos
subgrupos.

Ahora, en S6 existen otros seis subgrupos isomorfos
a S5 (formando una clase de conjugación de subgru-
pos) que son transitivos. Una manera de ver estos subgru-
pos es de la siguiente manera. Primero observemos que
en S5 = 〈α = (1,2),β = (1,2,3,4,5)〉 hay exactamen-
te seis 5-subgrupos de Sylow (cada uno de ellos isomor-
fos a Z5): H1 = 〈(1,2,3,4,5)〉, H2 = 〈(1,2,3,5,4)〉, H3 =
〈(1,2,4,3,5)〉, H4 = 〈(1,2,4,5,3)〉, H5 = 〈(1,2,5,3,4)〉 and
H6 = 〈(1,2,5,4,3)〉. Ahora podemos considerar la acción por
conjugación

θ : S5→ Sym({H1, . . . ,H6}),
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σ(H j) = σ−1H jσ .

Se puede calcular que:

α(H1) = H6, α(H2) = H4, α(H3) = H5,

β (H1) = H1, β (H2) = H4, β (H3) = H2,

β (H4) = H6, β (H5) = H3, β (H6) = H5.

Esta acción nos determina el siguiente subgrupo transitivo
de S6:

〈(1,6)(2,4)(3,5),(2,4,6,5,3)〉 ∼=S5.

Es un bonito ejercicio ver que es posible encontrar una
automorfismo de S6 que lleva los primeros seis subgrupos
(que no eran transitivos) en los segundos (que sı́ son transiti-
vos).

4. Grafos y Mapas
Un grafo es un triple Γ = (V,E, ι), donde V 6= /0 y E son

conjuntos disjuntos, y ι : E → 2V es una función tal que, pa-
ra cada e ∈ E, la imagen ι(e) tiene cardinalidad 1 o 2. Los
elementos de V son llamados los vértices y los de E los ejes.

Si ι(e) = {v1,v2} ∈ E (donde podrı́a ocurrir que v1 = v2),
decimos que v1 y v2 son vecinos y que v1 y v2 son adyacentes
al eje e.

Si V y E son ambos conjuntos finitos, entonces decimos
que Γ es un grafo finito. En este caso, el grado de un vértice
es igual al número de ejes adyacentes a él (con el cuidado
de contar por dos cada eje de cardinalidad 1, los cuales son
llamados bucles).

El grafo es llamado conexo si dados dos vértices cuales-
quiera, v,w ∈ V , es posible encontrar una coleción finita de
ejes e1, . . . ,en ∈ E, tales que: v ∈ ι(e1), w ∈ ι(en) y, para cada
j = 1, . . . ,n−1, ι(e j)∩ ι(e j+1) 6= /0 y ι(e j)∩ ι(e j+1)∪ ι(e j)∩
ι(e j−1) = ι(e j) (es decir, podemos viajar desde uno de ellos
hasta el otro a través de ejes sin tener que saltar).

Observación 4.1. En estas notas, nuestros grafos serán fini-
tos (y en el caso de dibujos de niños también serán conexos,
con cada uno de sus vértices de grado al menos uno y no
tendrán bucles). Además, si el grafo es conexo y no hay ejes
(E = /0), entonces V = {v}.

Dos grafos Γ1 = (V1,E1, ι1) y Γ2 = (V2,E2, ι2) se llaman
isomorfos si existen biyecciones φ : V1 → V2 y ψ : E1 → E2
que preservan las adyacencias, es decir, si e = {v,w} ∈ E1,
entonces ψ(e) = {φ(v),φ(w)} ∈ E2.

Cuando Γ1 = Γ2 = Γ, un isomorfismo es llamado un au-
tomorfismo del grafo Γ. El conjunto de todos los automorfis-
mos del grafo Γ (con la operación de composición) resulta ser
un ejemplo de un grupo (el cual es finito cuando el grafo es
finito) denotado por Aut(Γ).

Ejemplo 4.1 (Grafos completos). Sea n ≥ 1. El grafo com-
pleto Kn = (V,E, ι) (ver Figura 1) es dado por

V = {v1, . . . ,vn}

E = {ei, j : i, j ∈ {1, . . . ,n}, i < j} (si n = 1, entonces E = /0)

ι(ei, j) = {vi,v j}.
En este ejemplo, Aut(Kn)∼=Sn.

4

K K

K K

21

3

Figura 1: Grafos completos K1,K2,K3 y K4.

4.1. Dibujando grafos en superficies compactas
orientables: mapas

Una superficie orientable es un espacio topológico X ,
Hausdorff, conexo y segundo numerable (es decir, hay una
base para su topologı́a con una cantidad numerable de ele-
mentos), junto con una colección A = {(U j,z j) : j ∈ J}, don-
de:

1. cada U j ⊂ X es un abierto y
⋃

j∈J U j = X ,

2. cada z j : U j → Vj, donde Vj es un abierto del plano R2,
es un homeomorfismo, y

3. si Ui∩U j 6= /0, entonces z j ◦z−1
i : zi(Ui∩U j)→R2 es una

función diferenciable con jacobiano positivo.

Una superficie compacta orientable es homeomorfa a la es-
fera unitaria S2 (género g = 0) o bien a una suma conexa finita
de g≥ 1 (llamada su género) copias del toro S1×S1.

Consideremos un grafo finito Γ = (V,E, ι). Una incrusta-
ción de Γ en una superficie compacta orientable X correspon-
de a un grafo Γ̂ = (V̂ , Ê, ι̂) que es isomorfo a Γ, donde

1. V̂ ⊂ X ;

2. cada elemento de Ê es una función continua α : [0,1]→
X , cuya restricción al intervalo abierto (0,1) es inyecti-
va, de manera que α(0),α(1) ∈ V̂ y α((0,1))∩ V̂ = /0
(ası́, podemos pensar que un eje es nada más que un arco
simple conectando dos puntos de V̂ ),

3. si α,β : [0,1]→ X son dos elementos diferentes de Ê,
entonces α((0,1))∩β ((0,1)) = /0,

4. si α ∈ Ê, entonces ι̂(α) = {α(0),α(1)}.
Usaremos el sı́mbolo Γ ↪→ X para denotar una incrusta-

ción de Γ en X . Es importante notar que pueden haber mu-
chas incrustaciones “diferentes”de Γ en la misma superficie
X (por diferentes nos referimos que no existe un homeomor-
fismo T : X → X que preserva la orientación y que lleve una
incrustación en la otra). La idea de una incrustación de un
grafo es que podamos dibujar tal grafo en una superficie.
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Proposición 4.1. Todo grafo finito Γ se puede incrustar en
alguna superficie compacta orientable X.

Idea. Primero observemos que podemos incrustar nuestro
grafo en R3. Ahora, consideramos una vecindad tubular del
grafo para obtener un objeto tres-dimensional (llamado un
cuerpo de asas) cuya frontera es una superficie compacta
orientable. Ahora empujamos el grafo hacia la frontera ade-
cuadamente para obtener el resultado.

Una incrustación Γ ↪→ X se dice que define un mapa en X
si cada componente de X \Γ, las que llamaremos caras del
mapa, es topológicamente un disco (podemos pensar en que
cada cara es un paı́s y los ejes de Γ son las fronteras entre
paı́ses). Notemos que para que obtengamos un mapa, es nece-
sario que Γ sea conexo (esto es lo que asegura que cada cara
es un disco topológico).

Proposición 4.2. Todo grafo finito y conexo Γ se puede in-
crustar en alguna superficie compacta orientable X de mane-
ra que produzca un mapa en X.

Idea. Si el grafo no tiene ejes (es decir, E = /0), entonces Γ es
tan sólo un vértice y lo podemos incrustar en S2. Supongamos
ahora que E 6= /0. Por la Proposición 4.1, podemos conside-
rar una incrustación Γ ↪→ X . Identifiquemos Γ con su grafo
incrustado (y que arriba hemos denotado por el sı́mbolo Γ̂).
Al cortar X por Γ obtenemos una colección finita de compo-
nentes conexas, X1, . . . ,Xn, cada una de ellas es una superficie
orientable y no compacta. Si cada una de ellas es topológica-
mente un disco, entonces estamos listos.

Supongamos que alguna de ellas, digamos Xr, no es to-
pológicamente un disco. Entonces, se pueden dibujar una can-
tidad finita (y dos a dos disjuntas) de curvas simples y cerradas
que dividen a Xr en una colección de superficies, cada una de
ellas no siendo topológicamente un disco (es decir, en cada
una de esas componentes vemos en su borde parte del grafo).
Ahora, podemos cortar Xr por tales curvas y pegar discos a
los bordes que se obtienen (ver Figura 2) para ası́ obtener una
superficie (no necesariamente conexa) X̂r cuyas componentes
resultan ser topológicamente discos. Si reemplazamos Xr por
X̂r y volvemos a agregar Γ a estas nuevas componentes, obser-
vamos que obtenemos una nueva superficie compacta orien-
table, de género menor que X , y una incrustación de Γ en ella
que define un mapa.

4.2. Fórmula de Euler

Supongamos que tenemos una incrustación Γ ↪→X del gra-
fo finito Γ = (V,E, ι) en una superficie compacta orientable
X de género g, la cual induce un mapa. Denotemos por γ el
número de caras de tal mapa (notemos que necesariamente
γ ≥ 1). La Fórmula de Euler nos entrega una relación entre
el género g de X y los datos del grafo Γ, la cual dice:

2−2g = |V |−|E|+γ,

r

Xr

X

Figura 2: El proceso de cortar y pegar.

donde |V | y |E| denotan las cardinalidades de V y E, respecti-
vamente. Lo anterior nos dice que

g = 1+(|E|−|V |−γ)/2,

es decir, γ debe tener la misma paridad que |E|−|V |, y que
minimizar el valor de g ≥ 0 es equivalente a maximizar el
valor de γ tal que 1≤ γ ≤ 2+ |E|−|V |manteniendo la paridad
antes mencionada. Este problema de minimización de g sigue
siendo una pregunta abierta; se sabe que este es un problema
del tipo NP-difı́cil y que el problema de determinar cuándo un
grafo con n vértices tiene género minimal g es NP-completo
[34].

El Teorema de Kuratowski da condiciones necesarias y su-
ficientes para que un grafo conexo se pueda incrustar en la
esfera S2 (esencialmente, esa condisión es que no podamos
dibujar el grafo completo K5 o el grafo completo bipartito K3,3
dentro del grafo).

Ejemplo 4.2. El grafo completo Kn se puede incrustar en S2

sólo para n ∈ {1,2,3,4}. El grafo K5 puede incrustarse en un
toro (g = 1). De manera más general, se sabe que el género
minimal de una incrustación de Kn que defina un mapa es
µ(Kn) = d(n−3)(n−4)/12e (ver, [29]).

4.3. Conjeturas SE y CDC
Consideremos un grafo finito y conexo Γ, una superficie

compacta y orientable X y una incrustación Γ ↪→X que induce
un mapa sobre X .

En el caso que cada cara de tal mapa es frontera de un
ciclo de Γ (un camino simple y cerrado), entonces se dice
que el mapa es circular. Este concepto “circular” aparece en
[30]. Ejemplos de mapas no-circulares son dados por aque-
llos que tienen una sola cara. Una condición necesaria para
la existencia de un mapa circular (para Γ) es que este grafo
sea 2-conexo (al quitar cualquier vértice, el grafo resultan-
te sigue siendo conexo). La “ Conjetura SE” (strong embed-
ding conjecture) [18] dice que la propiedad de ser 2-conexo es
también una condición suficiente. Relacionada a la conjetura



6 Dibujos de Niños y el Grupo absoluto de Galois - Ruben A. Hidalgo

anterior es la “Conjetura CDC”(cycle double cover conjec-
ture) establecida por Szekeres [33] y Seymur [32] (ver tam-
bién [30, pag. 10]) la cual asegura que todo grafo finito, cone-
xo y sin puentes (quitando cualquier eje el grafo mantiene la
conectividad) admite una lista de ciclos de manera que cada
eje está contenido en exactamente dos de ellos. La Conjetu-
ra CDC se ha verificado para ciertos tipos de grafos en [39]
y también se sabe que es válida para los grafos completos
Kn. La Conjectura SE implica la Conjetura CDC, pero no son
equivalentes.

4.4. matriz de adyacencia de grafos finitos
Todo grafo finito, con n vértices, puede describirse me-

diante una matriz de tamaño n×n, llamada su matriz de ad-
yacencia. Esta matriz se construye enumerando cada vértice
con un valor en {1, . . . ,n} (sin repetir) y colocando en la posi-
ción (i, j) el número de ejes que conectan los dos vértices con
ı́ndices i y j. Por construcción, esta matriz es simétrica.

Si escogemos otra enumeración de los vértices, la matriz
de adyacencia cambia por conjugación por una matriz de per-
mutación (es decir, en cada columna y en cada fila sólo hay
ceros salvo un único lugar donde hay un uno).

Describir un grafo por medio de sus matrices de adyacen-
cia permite trabajar con ellos usando programas matemáticos
computacionales (por ejemplo, con GAP [9]).

Proposición 4.3. Sea A una matriz de adyacencia del grafo
Γ. El grupo de automorfismos de Γ se identifica con las ma-
trices de permutación que conmutan con A. Para determinar
si existe un camino de longitud k que conecta el vértice i con
el vértice j, debemos mirar Ak y ver si su coeficiente (i, j) es
diferente de cero. Esto permite decidir, usando A, cuando Γ
es conexo.

Idea. Un automorfismo del grafo permuta los vértices y pre-
serva las adyacencias.

Pregunta 4.1. ¿Cómo determinarı́a la 2-conexidad del grafo
por medio de su matriz de adyacencia?

Ejemplo 4.3. El grafo completo Kn tiene una única matriz
de adyacencia, siendo esta aquella matriz que tiene todos su
coeficientes fuera de la diagonal igual a 1 y sobre la diagonal
igual a 0.

Ejemplo 4.4. Consideremos el grafo (ver Figura 3) Γ= (V =
{v1,v2,v3},E = {e1,e2,e3,e4,e5}, ι), donde

ι(e1)= ι(e2)= {v1}, ι(e3)= {v1,v2}, ι(e4)= ι(e5)= {v2,v3}.

En este caso, una matriz de adyacencia de Γ es dada por

A =




2 1 0
1 0 2
0 2 0


 .

En este caso, cada elemento de Aut(Γ) debe fijar ca-
da vértice, dejar invariante los conjuntos de ejes {e1,e2},

{e4,e5} y fijar el eje e3. Luego, sólo hay cuatro de tales au-
tomorfismos (representados de manera permutacional de los
ejes):

ρ1 = (e1)(e2)(e3)(e4)(e5), ρ2 = (e1,e2)(e3)(e4)(e5),

ρ3 = (e4,e5)(e1)(e2)(e3), ρ4 = (e1,e2)(e3)(e4,e5),

de donde podemos observar que Aut(Γ)∼= Z2
2.

1
v

v

v

2

3

Figura 3: El grafo Γ del Ejemplo 4.4.

4.5. Grafos bipartitos
Hay ciertos grafos que permiten una coloración de sus

vértices usando dos colores (por ejemplo, blanco y negro),
de manera que vértices vecinos tienen diferentes colores. No-
tar que en este caso, para cada eje e ∈ E del grafo debemos
tener que ι(e) es de cardinalidad dos (es decir, no podemos
tener bucles). Un grafo con una coloración por dos colores es
llamado un grafo bipartito.

Si tenemos un grafo finito, y queremos ver si podemos par-
ticionar su conjunto de vértices V en dos conjuntos disjuntos
VN y VB de manera dos vértices del mismo conjunto no estén
conectados por un eje, entonces necesitamos ver los circuitos
en Γ (caminos cerrados).

Proposición 4.4. Un grafo finito es bipartito si y sólo si cada
circuito tiene longitud par.

Dos grafos bipartitos son llamados isomorfos como gra-
fos bipartitos si existe un isomorfismo entre ellos como gra-
fos pero con la propiedad extra que el isomorfismo preserva
los colores (es decir, envı́a vértices negros en vértices negros).
Esto también permite definir el concepto de un automorfismo
de un grafo bipartito. El conjunto de todos los automorfis-
mos del grafo bipartito Γ (con la operación de composición)
resulta ser un subgrupo de Aut(Γ), el cual denotaremos por
Autbip(Γ). Este subgrupo tiene ı́ndice a lo más dos (genéri-
camente ambos grupos coinciden, por ejemplo, si existe un
vértice negro cuyo grado no es igual a ningún grado de un
vértice blanco).

Notar que si partimos con un grafo bipartito, entonces po-
demos permutar los colores de sus vértices. Estos dos gra-
fos bipartitos son considerados diferentes (independiente de
si son o no isomorfos).

La matriz de adyacencia de un grafo bipartito finito es
siempre de la forma

A =

[
0 A1

tA1 0

]
.
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Ejemplo 4.5. Consideremos el grafo bipartito (ver Figura 4)
con matriz de adyacencia dada por

A =




0 0 2 2
0 0 2 2
2 2 0 0
2 2 0 0


 .

8

1

2

3 4 56

7
w

2 v
2

w
1

1
v

Figura 4: El grafo bipartito del Ejemplo 4.5

Ejemplo 4.6 (Grafos bipartitos completos). Sean n,m≥ 1. El
grafo completo Kn,m = (V = VN ∪VB,E, ι) es dado por (ver
Figura 5)

VN = {v1, . . . ,vn}, VB = {w1, . . . ,wm}

E = {ei, j : i ∈ {1, . . . ,n}, j ∈ {1, . . . ,m}}

ι(ei, j) = {vi,w j}.

En este ejemplo,

Aut(Kn,m)∼=
{

Sn×Sm, n 6= m
(Sn×Sn)oZ2, n = m

Autbip(Kn,m)∼=Sn×Sm.

La matriz de adyacencia de Kn,m es de la forma

A =

[
0 B
B 0

]

donde B es una matriz de tamaño n×m y todos sus coeficien-
tes igual a 1.

K1,1

K
3,1

Figura 5: Grafos bipartitos completos K1,1 y K3,1

4.6. Una descripción permutacional de grafos
bipartitos finitos

Sea Γ = (V,E, ι) un grafo bipartito finito, el cual puede no
ser conexo,

Pediremos que cada uno de sus vértices tenga grado
al menos 1.

Sean VN ⊂V (respectivamente, VB ⊂V ) el conjunto de los
vértices negros (respectivamente, blancos).

Sea α (respectivamente, β ) la cardinalidad de VN (respec-
tivamente, VB), es decir, el número de vértices negros es α y el
de blancos es β . Tenemos dos particiones EN = {N1, . . . ,Nα}
y EB = {B1, . . . ,Bβ} del conjunto de los ejes E, donde los N j
(respectivamente, Bi) se obtienen considerando los ejes ad-
yacentes a los vértices negros (respectivamente, blancos). El
hecho que cada eje sólo es adyacente a un solo vértice de un
color dado, garantiza que efectivamente EN y EB son dos par-
ticiones de E. Ası́, al grafo bipartito le hemos asociado el par
(EN ,EB).

Observación 4.2. Si el conjunto de ejes E de un grafo bipar-
tito tiene cardinalidad finita n ≥ 1, entonces podemos consi-
derar una biyección entre E y {1, . . . ,n}. Usando esta iden-
tificación, podemos describir los grafos bipartitos finitos con
n ejes (y cada uno de sus vértices con grado al menos 1) por
medio de pares de particiones de {1, . . . ,n}.
Ejemplo 4.7. Consideremos el grafo bipartito Γ del Ejemplo
4.5. En este caso (usando las enumeraciones dadas a los ejes),
tenemos

EN = {{1,2,3,4},{5,6,7,8}}, EB = {{1,2,5,6},{3,4,7,8}}.

En este ejemplo se puede ver que

Autbip(Γ) = 〈ρ1,ρ2,ρ3,ρ4,ρ5,ρ6〉 ∼=

(((Z4×Z2)oZ2)oZ2)oZ2,

donde

ρ1 = (1,2), ρ2 = (3,4), ρ3 = (5,6), ρ4 = (7,8),

ρ5 = (1,3)(2,4)(5,7)(6,8), ρ6 = (1,5)(2,6)(4,8)(3,7).

Ahora, consideramos otro grafo bipartito Γ̂= (V̂ , Ê, ι̂), con
respectivo par (ÊN , ÊB) de permutaciones de Ê. Si ambos gra-
fos bipartitos Γ y Γ̂ son isomorfos, entonces hay (por la defini-
ción) una biyección ψ : E → Ê que preserva las adyacencias.
Tal biyección envı́a la partición EN (respectivamente, EB) a la
partición ÊN (respectivamente, ÊB). Recı́procamente, si existe
una biyección entre E y Ê preservando las particiones, enton-
ces Γ y Γ̂ son isomorfos.

Proposición 4.5. Sean Γ = (V,E, ι) y Γ̂ = (V̂ , Ê, ι̂) dos gra-
fos bipartitos finitos (donde cada uno de los vértices tenga
grado al menos uno). Sean (EN ,EB) y (ÊN , ÊB) sus respec-
tivos pares de particiones. Entonces ambos grafos bipartitos
son isomorfos si y sólo si existe una biyección ψ : E→ Ê que
envı́a la partición EN (respectivamente, EB) a la partición ÊN
(respectivamente, ÊB).
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Observación 4.3. Como ya habı́amos visto en la Observa-
ción 4.2, todo grafo bipartito finito con n ≥ 1 ejes se puede
identificar con un par (EN ,EB), donde EN y EB son dos parti-
ciones del conjunto {1, . . . ,n}. El resultado anterior nos dice,
en esta identificación, que dos tales pares (EN ,EB) y (ÊN , ÊB)
corresponden a grafos bipartitos isomorfos (luego, ambos tie-
nen la misma cantidad n de ejes) si y sólo si existe una per-
mutación η ∈ Sym({1, . . . ,n}) = Sn tal que η(EN) = ÊN y
η(EB) = ÊB.

4.6.1. Una equivalencia

Como hemos visto arriba, a cada grafo bipartito finito con
conjunto E 6= /0 de ejes le podemos asociar un par (EN ,EB),
donde EN y EB son dos particiones de E.

Ahora, de manera recı́proca, consideremos un par (P,Q),
donde P y Q son particiones de un conjunto E 6= /0. Supon-
gamos que P = {P1, . . . ,Pα} y Q = {Q1, . . . ,Qβ}. Podemos
construir un grafo bipartito finito (a priori podrı́a no ser co-
nexo) ΓP,Q declarando los elementos de P como los vértices
negros, los elementos de Q como los vértices blancos y con-
sideramos tantos ejes entre Pj y Qi como la cardinalidad de
la intersección Pj ∩Qi. Este grafo bipartito tiene la propiedad
que cada uno de sus vértices tiene grado al menos 1. Se puede
notar que EN = P y EB = Q.

Dos pares (P,Q) y (P̂, Q̂) como antes son equivalentes si
existe una permutación de E que lleve la partición P (respec-
tivamente, Q) a la partición P̂ (respectivamente, Q̂).

Proposición 4.6 (Equivalencia). Los procesos anteriormente
descritos determinan una correspondencia biyectiva entre las
clases de isomorfı́a de grafos bipartitos finitos (con todos sus
vértices de grado positivo) y clases de equivalencias de pares
(P,Q), como arriba.

Pregunta 4.2. Usando la descripción anterior, de grafos bi-
partitos finitos (con todos sus vértices de grado positivo) por
medio de pares de permutaciones:

¿Qué condiciones deben tener los pares de particiones
(P,Q) del conjunto E para que represente un grafo biparti-
to conexo?

Observación 4.4 (Automorfismos). Consideremos un grafo
bipartito Γ = (V,E, ι) donde V = VN ∪VB, VN los vértices
negros y VB los vértices blancos. Denotemos por Sym(E) al
grupo de las permutaciones de E (con la operación de com-
posición). Cada automorfismo de Γ como grafo bipartito (es
decir, que deja invariante VN) induce una única permuta-
ción en Sym(E) que preserva ambas particiones EN y EB.
Recı́procamente, cada permutación de E que preserva am-
bas particiones induce un automorfismo de Γ. Ası́, se puede
verificar que tenemos un homomorfimo de grupos inyectivo
Θ : Autbip(Γ)→ Sym(E) con Θ(Autbip(Γ)) siendo el subgru-
po de Sym(E) cuyas permutaciones son exactamente aquellas
que preservan ambas particiones EN y EB.

4.6.2. Una observación de conteo

Por lo visto anteriormente, para determinar cuántos grafos
bipartitos con n ≥ 1 ejes (y todos sus vértices de grado po-
sitivo), debemos mirar cuantos pares de particiones (P,Q) de
E = {1, . . . ,n} podemos obtener.

Cada partición determina una partición de n, es decir, una
tupla (s1, . . . ,sm), donde m es su longitud, tal que

1≤ s1 ≤ ·· · ≤ sm, s1 + · · ·+ sm = n.

Hay varias maneras de representar tales particiones, uno
de ellos es por medio de ciertas tablas llamadas esquemas de
Young (estos son muy útiles en la teorı́a de representaciones
de grupos). Un resultado muy famoso, debido a Hardy y Ra-
manujan (1918), dice que cuando n tiende al infinito, el valor
de p(n) es asintótico al valor eπ

√
2n/3/4n

√
3. Existe una se-

rie convergente (pero muy complicada), debida a Rademacher
(1937), que permite calcular el valor p(n).

Supongamos que P = {P1, . . . ,Pt}, donde Pj tiene cardi-
nalidad r j. Tenemos una partición (r1, . . . ,rt) de n. Módulo
equivalencia, podemos suponer que

P1 = {1, . . . ,r1},P2 = {r1 +1, . . . ,r1 + r2}, . . . ,

Pt = {r1 + · · ·+ rt−1 +1, . . . ,n}.
De esta manera, el número de particiones P (módulo equi-

valencia) es p(n).
Ahora, para determinar una segunda partición Q, primero

consideramos, por cada partición (s1, . . . ,sm) de n, particiones
de E de la forma Q = {Q1, . . . ,Qm}, con Q j de cardinalidad
s j. Esta cantidad es dada por

(
n
s1

)(
n− s1

s2

)
· · ·
(

n− (s1 + · · ·+ sm−2)

sm−1

)
.

Pero ahora, cada una de esas particiones Q se tienen que
identificarlas por medio de todas las permutaciones de E que
preservan la partición de P. Ası́ podemos ver lo difı́cil que es
intentar contar el número de grafos bipartitos (módulo equi-
valencia) de un número dado de ejes.

5. Dibujos de Niños
Un Dibujo de Niños (Dessins d’ Enfants en francés) es un

par D = (X ,Γ), donde X es una superficie compacta conexa
orientable, Γ es un grafo bipartito (finito y conexo) junto a una
incrustación Γ ↪→ X que induce un mapa (es decir, un mapa
bipartito).

Cada cara del mapa bipartito, es decir, cada componente
de X \Γ, es llamada una cara del dibujo y su borde es dado
por una curva poligonal; el número de lados de esta curva es
par y la mitad de este valor es llamado su grado.

Denotemos por α el número de los vértices negros, por β
el de vértices blancos, por γ el de caras, por a1≤ a2≤ ·· · ≤ aα
los grados de los vértices negros, por b1 ≤ b2 ≤ ·· · ≤ bβ los
grados de los vértices negros y por c1 ≤ c2 ≤ ·· · ≤ cγ los
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grados de las caras. El pasaporte del dibujo es dada por la
tupla

(a1, . . . ,aα ;b1, . . . ,bβ ;c1, . . . ,cγ).

En el caso que a1 = · · ·= aα , b1 = · · ·= bβ y c1 = · · ·= cγ ,
decimos que el dibujo es uniforme.

Observación 5.1. Notemos que puede ocurrir, y ası́ es en mu-
chos casos, que un mismo grafo bipartito se pueda represen-
tar de muchas maneras diferentes (inclusive en la misma su-
perficie X), con lo cual podemos tener diferentes dibujos de
niños con el mismo grafo bipartito. En el pasaporte del dibu-
jo, las dos primeras tuplas codifican la información del grafo
bipartito.

Dos dibujos de niños D1 = (X1,Γ1) y D2 = (X2,Γ2) son
llamados isomorfos si existe un homeomorfismo F : X1 →
X2 que preserva la orientación y de manera que induce un
isomorfismo de los grafos bipartitos correspondientes.

Observación 5.2. Existen dibujos de niños que no son iso-
morfos, pero que tienen el mismo pasaporte.

Un automorfismo de un dibujo de niños D = (X ,Γ) es
un automorfismo del grafo bipartito Γ que es inducido por un
isomorfismo de D consigo mismo. El conjunto de tales au-
tomorfsmos resulta ser un grupo, llamado el grupo de auto-
morfismos de D y el cual denotaremos por Aut(D).

Decimos que el dibujo D es regular si su grupo de auto-
morfismos Aut(D) actúa de manera transitiva sobre sus ejes,
es decir, dados cualquier par de ejes e1,e2 ∈ E, existe un auto-
morfismo ρ ∈Aut(D) tal que ρ(e1) = e2. Todo dibujo regular
es uniforme, pero existen dibujos uniformes que no son regu-
lares.

Observación 5.3. Consideremos un grafo bipartito finito y
conexo Γ = (V = VN ∪VB,E, ι), donde VN (respectivamente,
VB) denota al conjunto de los vértices negros (respectivamen-
te, blancos) de un dibujo de niños D = (X ,Γ). Entonces se
puede construir un cubrimiento ramificado Q : X → S2 ⊂R3,
donde S2 denota la esfera unitaria con centro en el origen,
con a lo más tres valores de ramificación, digamos conteni-
dos en el conjunto {p = (0,0,−1),q = (0,0,1),r = (0,0,1)},
de manera que Q−1(p) es la colección de los vértices negros,
Q−1(q) es la colección de vértices blancos y cada punto de
Q−1(r) pertenece a una y sólo una cara, y tal que Q−1(I) =Γ,
donde I ⊂ S2 es un arco simple conectando p con q disjunto
de r. En particular, Q : X \ (Q−1(p)∪Q−1(q)∪Q−1(r))→
S2 \{p,q,r} es una función de cubrimiento. Esto permite ob-
servar una relación natural entre clases de isomorfı́a de dibu-
jos de niños y clases de conjugación de subgrupos de ı́ndice
finito del grupo libre de rango dos F2.

5.1. Una descripción permutacional de dibujos
de niños

Consideremos un dibujo de niños D = (X ,Γ). Como Γ =
(V,E, ι) es un grafo bipartito, donde cada uno de sus vértices
es de grado al menos uno, tenemos asociado su par (EN ,EB)

de particiones de E. Supongamos que EN = {N1, . . . ,Nα},
EB = {B1, . . . ,Bβ}, donde

N j = {n j,1, . . . ,n j,r j}, Bi = {bi,1, . . . ,bi,si}.

Ahora, usando la orientación de la superficie X , podemos
ordenar los ejes de cada N j y cada Bi de manera cı́clica (si-
guiendo la orientación opuesta a las manecillas de un reloj).
Ası́, módulo permutación de los ı́ndices, podemos suponer
que tales orientaciones son las siguientes:

σ j = (n j,1, . . . ,n j,r j), τi = (bi,1, . . . ,bi,si).

De esta manera obtenemos dos permutaciones de E

σ = σ1σ2 · · ·σα ∈ Sym(E),

τ = τ1τ2 · · ·τβ ∈ Sym(E).

Hemos asociado al dibujo de niños un par (σ ,τ) ∈
Sym(E)×Sym(E) = Sym(E)2.

Se puede verificar (debido a la conexidad de Γ) que el gru-
po M = 〈σ ,τ〉 es un subgrupo transitivo de Sym(E) (es decir,
dados dos ejes e1,e2 ∈ E siempre existe algún ρ ∈M tal que
ρ(e1) = e2). Este grupo se llama el grupo de monodromı́a
del dibujo D .

Debemos observar, por la construcción de las permutacio-
nes σ y τ , que existe una correspondencia uno a uno entre:

1. los ciclos disjuntos de σ con los vértices negros;

2. los ciclos disjuntos de τ con los vértices blancos;

3. los ciclos disjuntos de τσ con las caras del dibujo;

4. las longitudes de los ciclos de σ con los grados de los
vértices negros correspondientes;

5. las longitudes de los ciclos de τ con los grados de los
vértices blancos correspondientes;

6. las longitudes de los ciclos de τσ con los grados de las
caras correspondientes.

Tenemos también las siguientes propiedades.

1. El número de ejes es igual a la suma de los grados de los
vértices negros.

2. El número de ejes es igual a la suma de los grados de los
vértices blancos.

3. El número de ejes es igual a la suma de los grados de las
caras.

4. El dibujo es uniforme si y sólo si todos los ciclos de σ , τ
y τσ tienen, respectivamente, la misma longitud.

5. (Fórmula de Euler) si g denota el género de X , n≥ 1 el
número de ejes y γ ≥ 1 el número de caras del dibujo,
entonces

2−2g = α +β + γ−n,

es decir,
g = 1− (α +β + γ−n)/2.
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Cada automorfismo de D , al ser inducido por un homeo-
morfismo de X que preserva la orientación, induce una per-
mutación ρ ∈ Sym(E) tal que ρσρ−1 = σ y ρτρ−1 = τ
(es decir, ρ pertenece al subgrupo centralizador ZSym(E)(M)
del grupo de monodromı́a M en Sym(E)). Viceversa, cada
ρ ∈ZSym(E)(M) es inducido por un automorfismo del dibujo.

Proposición 5.1. Sea D un dibujo de niños con grupo de mo-
nodromı́a M ≤ Sym(E), donde E es el conjunto de los ejes
del dibujo. Entonces se cumple que.

1. Aut(D)∼= ZSym(E)(M).

2. Sea e∈ E. El dibujo D es regular si y sólo si StabM(e) =
{1}, en cuyo caso Aut(D)∼= M.

En términos del grupo de monodromı́a, la equivalencia de
dibujos de niños es descrita por el siguiente resultado.

Proposición 5.2. Consideremos dos dibujos de niños D y D̂ ,
cuyos conjuntos de ejes son E y Ê, respectivamente. Sean
(σ ,τ) y (σ̂ , τ̂) sus respectivas permutaciones como fueron
descritas arriba. Entonces, D y D̂ son isomorfos si y sólo
si existe una biyección η : E → Ê tal que ρσρ−1 = σ̂ y
ρτρ−1 = τ̂ .

Observación 5.4. Todo dibujo de niños con n≥ 1 ejes (módu-
lo isomorfismos) corresponde a una tupla (σ ,τ) ∈S2

n, donde
el grupo M = 〈σ ,τ〉 es un subgrupo transitivo de Sn. En tal
caso, M es el correspondiente grupo de monodromı́a, σ (res-
pectivamente, τ) corresponde a la permutación asociada a los
vértices negros (respectivamente, vértices blancos) y su gru-
po de automorfismos al subgrupo ZSn(M). Dos tales pares
(σ ,τ),(σ̂ , τ̂) ∈S2

n definen dibujos isomorfos si y sólo si exis-
te una permutación ρ ∈Sn tal que σ̂ = ρσρ−1 y τ̂ = ρτρ−1.

Ejemplo 5.1. Consideremos el grafo bipartito del Ejemplo
4.7. Podemos preguntarnos por los dibujos de niños que se
pueden construir usando tal grafo. Por la descripción per-
mutacional, necesitamos considerar todos los posibles pares
(σ ,τ) ∈ Sym({1,2,3,4,5,6,7,8}) =S8, donde

σ = σ1σ2, τ = τ1τ2,

σ1 ∈ {(1,2,3,4),(1,2,4,3),(1,3,2,4),
(1,3,4,2),(1,4,2,3),(1,4,3,2)},

σ2 ∈ {(5,6,7,8),(5,6,8,7),(5,7,6,8),
(5,7,8,6),(5,8,6,7),(5,8,7,6)}

τ1 ∈ {(1,2,5,6),(1,2,6,5),(1,5,2,6),
(1,5,6,2),(1,6,2,5),(1,6,5,2)},

τ2 ∈ {(3,4,7,8),(3,4,8,7),(3,7,4,8),
(3,7,8,4),(3,8,4,7),(3,8,7,4)}.

Hay 1296 posibles pares, pero módulo isomorfismos, sólo
hay 27 (ver Sección 5.2) dibujos, los cuales están distribuidos
(por género) como sigue.

1. Sólo uno de género g = 0, correspondiente a

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,6,5,2)(3,8,7,4).

2. Hay 10 de género g = 1, los cuales corresponden a:

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,2,5,6)(3,4,7,8),

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,2,5,6)(3,4,8,7),

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,2,5,6)(3,8,7,4),

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,2,6,5)(3,4,8,7),

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,2,6,5)(3,7,8,4),

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,2,6,5)(3,8,7,4),

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,5,2,6)(3,8,7,4),

σ = (1,2,3,4)(5,7,6,8), τ = (1,5,6,2)(3,7,8,4),

σ = (1,2,3,4)(5,7,6,8), τ = (1,5,6,2)(3,7,4,8),

σ = (1,3,2,4)(5,7,6,8), τ = (1,5,2,6)(3,7,4,8).

De ellos, el único que resulta ser regular es el último par,
cuyo grupo de automorfismos es

〈(1,2)(3,4)(5,6)(7,8),(1,3,2,4)(5,7,6,8),

(1,5,2,6)(3,7,4,8)〉 ∼= Z2×Z4.

3. Hay 16 de género g = 2, los cuales corresponden a

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,2,5,6)(3,7,4,8),

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,2,6,5)(3,7,4,8),

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,2,6,5)(3,8,4,7),

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,5,2,6)(3,7,4,8),

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,5,2,6)(3,8,4,7),

σ = (1,2,3,4)(5,7,6,8), τ = (1,2,5,6)(3,4,7,8),

σ = (1,2,3,4)(5,7,6,8), τ = (1,2,5,6)(3,7,8,4),

σ = (1,2,3,4)(5,7,6,8), τ = (1,2,5,6)(3,7,4,8),

σ = (1,2,3,4)(5,7,6,8), τ = (1,2,5,6)(3,8,7,4),

σ = (1,2,3,4)(5,7,6,8), τ = (1,2,5,6)(3,8,4,7),

σ = (1,2,3,4)(5,7,6,8), τ = (1,5,6,2)(3,8,4,7),

σ = (1,2,3,4)(5,7,6,8), τ = (1,5,2,6)(3,7,4,8),

σ = (1,3,2,4)(5,7,6,8), τ = (1,2,5,6)(3,4,7,8),

σ = (1,3,2,4)(5,7,6,8), τ = (1,2,5,6)(3,4,8,7),

σ = (1,3,2,4)(5,7,6,8), τ = (1,2,5,6)(3,7,4,8),

σ = (1,3,2,4)(5,7,6,8), τ = (1,5,2,6)(3,8,4,7).

El último par es el único que determina un dibujo regu-
lar, cuyo grupo de automorfismos es

〈(1,2)(3,4)(5,6)(7,8),(1,3,2,4)(5,8,6,7),

(1,5,2,6)(3,7,4,8)〉 ∼= Q8.
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5.2. Dibujos de niños con el mismo grafo bipar-
tito

Dado un grafo bipartito finito conexo Γ = (V = VN ∪
VB,E), uno puede preguntarse cuántos dibujos de niños hay,
módulo isomorfismos, cuyo grafo bipartito asociado sea iso-
morfo a Γ. Una manera de obtener una respuesta a la ante-
rior, se puede proceder con el siguiente método [16] que pue-
de fácilmente realizarse usando GAP [9]. Primero conside-
ramos el par de particiones (EN ,EB) del conjunto E, diga-
mos EN = {P1, . . . ,Pα}, EB = {Q1, . . . ,Qβ ). Consideramos el
conjunto FΓ formado por todos los pares (σ ,τ) ∈ Sym(E)2

donde σ = σ1 · · ·σα , τ = τ1 · · ·τβ son tales que σi (respecti-
vamente, τ j) es un ciclo que se forma usando los ejes en Pi
(respectivamente, Q j). De esta manera, FΓ tiene cardinalidad

α

∏
i=1

(|Pi|−1)!
β

∏
j=1

(|Q j|−1)! .

Cada elemento de Autbip(Γ) induce una única permutación de
E, lo cual permite observar la existencia de un homomorfis-
mo inyectivo Θ : Autbip(Γ)→ Sym(E). Usando esta represen-
tación, podemos considerar la siguiente acción de Autbip(Γ)
sobre FΓ:

Autbip(Γ)×FΓ→FΓ

(φ ,(σ ,τ)) 7→ (Θ(φ)−1σΘ(φ),Θ(φ)−1τΘ(φ)).

El conjunto cociente FΓ/Autbip(Γ) está en corresponden-
cia biyectiva con el conjunto de las clases de isomorfı́a de
los dibujos cuyo grafo bipartito es isomorfo a Γ. Más aún,
si (σ ,τ) ∈FΓ y D(σ ,τ) denota el dibujo asociado, entonces
Aut(D(σ ,τ))∼= StabAutbip(Γ)((σ ,τ)).

5.3. Dibujos Z-orientables
Se dice que un dibujo de niños es Z-orientable (Zapponi-

orientable) si es posible pintar las caras del dibujo usando sólo
dos colores (blanco y negro) de manera que caras adyacentes
tengan colores diferentes (en otras palabras, el grafo dual es
bipartito). El concepto de Z-orientabilidad fue originalmente
introducido por Zapponi [38] para el caso de dibujos de niños
limpios (clean dessins d’enfants) que son aquellos donde to-
dos los vértices blancos tienen grado 2.

Como sabemos que un grafo (finito) es bipartito si y sólo
si cada uno de sus circuitos tiene longitud par, en el caso de
dibjos de género cero la condición de ser circular es equiva-
lente a que cada vértice (blanco y negro) tenga grado par. En
el caso de género al menos uno, esta condición es necesaria,
pero no es suficiente.

Proposición 5.3 ([12]). Sea D = (X ,Γ) un dibujo de niños
con grupo de monodromı́a M = 〈σ ,τ〉 ≤ Sym(E), donde σ y
τ son las permutaciones asociadas a los vértices negros (res-
pectivamente, blancos), y sea e ∈ E un eje. El dibujo D es
Z-orientable si y sólo si la regla

σ ,τ 7→ −1,

define un homomorfismo θ : M → Z2 = {±1} satisfaciendo
que StabM(e)≤ ker(θ).

Observación 5.5. Si el dibujo es regular, entonces (como
StabM(e) es trivial) para verificar si el dibujo es Z-orientable,
sólo se necesita ver si la regla

σ ,τ 7→ −1,

define un homomorfismo θ : M→ Z2 = {±1}.

Sea M el grupo de monodromı́a de un dibujo D . Notemos
del resultado anterior que la existencia de un homomorfismo
θ , como se require, asegura que su kernel sea un subgrupo
de ı́ndice dos de M. Luego, si el grupo de monodromı́a M
no tiene un subgrupo de ı́ndice dos (por ejemplo, si M es un
grupo simple; como lo es M ∼= An con n ≥ 5), entonces el
dibujo D no puede ser Z-orientable.

Supongamos ahora que sabemos que M tiene un subgrupo
de ı́ndice dos y consideremos el subgrupo normal M2 = 〈m2 :
m ∈M〉. Como M se genera por dos elementos, se tienen las
siguientes tres posibilidades: (i) M = M2, (ii) M/M2 ∼= Z2 or
(iii) M/M2 ∼= Z2

2.
En el caso (i), no puede existir un homomorfismo sobre-

yectivo θ : M → Z2, luego el dibujo D no puede ser Z-
orientable.

En el caso (ii), el dibujo D es Z-orientable si y sólo si
StabM(e)≤M2 y τσ ∈M2.

Em el caso (iii), el dibujo D es Z-orientable si y sólo si
StabM(e)≤ 〈M2,τσ〉.

Ejemplo 5.2. Consideremos uno de los casos de género g= 2
del Ejemplo 5.1, dado por

σ = (1,2,3,4)(5,6,7,8), τ = (1,5,2,6)(3,7,4,8)

en cuya situación τσ = (1,6,2,7)(3,8,4,5) y M = 〈σ ,τ〉 ∼=
((Z4 × Z2)oZ2)oZ2. En este caso tenemos que στ2 =
(2,4)(6,8) ∈ StabM(1), por lo cual no es posible encontrar
un homomorfismo θ como se requiere en la Proposición an-
terior; es decir, este dibujo no es Z-orientable.

5.4. Dibujos circulares
Como ya habı́amos comentado, la Conjetura SE nos decı́a

que todo grafo finito 2-conexo se puede incrustar en alguna
superficie compacta orientable de manera que cada una las
caras del mapa inducido es acotado por un ciclo del grafo.
Decimos que un dibujo es circular si su mapa (bipartito) es
circular. Como todo grafo puede ser transformado en un grafo
bipartito agregando vértices en la mitad de sus ejes, podemos
ver que la Conjetura SE es equivalente a que todo grafo bi-
partito 2-conexo admite un dibujo circular. En [8], en el caso
que el dibujo es regular, Fan describe un criterio para que es-
te sea circular en términos de su grupo de automorfismos (por
ejemplo, si este grupo tiene subgrupo centralizador trivial, en-
tonces el dibujo es circular). Usando tal criterio, Fan puede
describir cuando un grafo bipartito completo Kn,m (n,m ≥ 2)
posee un dibujo regular y circular. En [17] hay un criterio de
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circularidad, en términos del grupo de monodromı́a, para la
propiedad de ser circular (el cual generaliza el criterio de Fan).

Proposición 5.4 ([17]). Sea D un dibujo de niños con grupo
de monodromı́a M = 〈σ ,τ〉 ≤ Sym(E). Entonces D es circu-
lar si y sólo si las siguientes propiedades valen:

1. σ y τ no tienen ejes fijos (es decir, no hay vértices de
grado uno);

2. cada ciclo de σ y cada ciclo de τσ tienen a lo más un
eje en común;

3. cada ciclo de τ y cada ciclo de τσ tienen a lo más un eje
en común.

El dibujo dado en Ejemplo 5.2 no es circular.
Este criterio también permite observar que el grafo com-

pleto bipartito K3,5 admite un dibujo uniforme circular, pero
(por el criterio de Fan) no admite dibujos regulares circulares.

5.5. Otras maneras equivalentes de describir
dibujos de niños

Consideremos un dibujo de niños D = (X ,Γ). Considere-
mos su grupo de monodromı́a M = 〈σ ,τ〉 ≤ Sym(E), donde
σ y τ son las permutaciones asociadas a los vértives negros
(respectivamente, blancos). Asociado al dibujo D tenemos las
tuplas BD = (M,σ ,τ,E) y AD = (M,StabM(e),σ ,τ), donde
e ∈ E.

Sean D1 y D2 dos dibujos de niños con grupos de mo-
nodromı́as M1 = 〈σ1,τ1〉 ≤ Sym(E1) y M2 = 〈σ2,τ2〉 ≤
Sym(E2), respectivamente. Entonces, estos dos dibujos son
isomorfos si y sólo si existen un isomorfismo θ : M1 → M2,
definido por la regla (σ1,τ1) 7→ (σ2,τ2), y una biyección
φ : E1 → E2 tal que (para cada m ∈ M1) φ ◦m = θ(m) ◦ φ
y θ(StabM1(e)) es M2-conjugado a StabM2(φ(e)).

Esto permite definir, de manera equivalente, un dibujo de
niños por los siguientes tipos de tuplas.

1. Un dibujo de niños es una tupla B = (M,x,y,E), donde
M es un grupo finito generado por x,y ∈ M, que actúa
de manera transitiva sobre un conjunto finito E 6= /0. Dos
tales tuplas B1 = (M1,x1,y1,E1) y B2 = (M2,x2,y2,E2)
definen dibujos isomorfos si y sólo si existe un isomorfis-
mo θ : M1→M2, definido por la regla (x1,y1) 7→ (x2,y2),
y existe una biyección φ : E1→E2 tal que φ ◦m= θ(m)◦
φ . El grupo de automorfismos del dibujo B= (M,x,y,E)
es isomorfo al normalizador en M del M-estabilizador de
un punto e ∈ E cocientado por el estabilizador, es decir,
Aut(B)∼= NM(StabM(e))/StabM(e).

2. Un dibujo de niños es una tupla A = (M,H,x,y), donde
M es un grupo finito generado por x,y ∈ M y H es un
subgrupo de M tal que ∩m∈MmHm−1 = {1}. Dos tales
tuplas A = (M1,H1,x1,y1) y A2 = (M2,H2,x2,y2) defi-
nen dibujos isomorfos si y sólo si existe un isomorfismo
θ : M1 → M2, definido por la regla (x1,y1) 7→ (x2,y2),

tal que θ(H1) es M2-conjugado a H2. El grupo de au-
tomorfismos del dibujo A = (M,H,x,y) es isomorfo al
normalizador en M del H cocientado por H, es decir,
Aut(A)∼= NM(H)/H.

6. Superficies de Riemann y Dibujos
de Niños

Sea X un espacio topológico conexo y Hausdorff. Una es-
tructura de superficie de Riemann en X es una colección
(maximal) A = {(Ui,zi) : i ∈ I} donde:

1. cada Ui ⊂ X es un conjunto abierto no vacı́o;

2. X = ∪i∈IUi (es decir, la colección {Ui : i ∈ I} es un cu-
brimiento abierto de X);

3. existen abiertos Vi ⊂C tales que zi : Ui→Vi son homeo-
morfismos;

4. si Ui∩U j 6= /0, entonces z j ◦z−1
i : zi(Ui∩U j)⊂Vi→C es

holomorfa.

Los pares (Ui,zi) son llamadas las cartas de la estructura
de superficie de Riemann y A es llamado un atlas (maximal)
holomorfo.

La condición de ser “maximal” no es necesaria para de-
finir la estructura de superficie de Riemann debido al Lema
de Zorn (es decir, para inducir una estructura de superficie de
Riemann, basta con encontrar una colección A satisfaciendo
las propiedades 1.-4.- arriba).

Una estructura de superficie de Riemann asegura que el
espacio topológico debe ser segundo numerable (Teorema de
Radón).

Un biholomorfismo entre dos superficies de Riemann
S1 = (X1,A1) y S2 = (X2,A2) es un homeomorfismo F : X1→
X2 (que necesariamente tendrá que preservar la orientación)
que en coordenadas locales es holomorfa, es decir, para cada
p ∈ X1 existen cartas (U1,z1) ∈A1 y (U2,z2) ∈A2 tales que:

1. p ∈U1;

2. F(U1)⊂U2;

3. z2 ◦F ◦ z−1
1 : z1(U1) =V1→ C es holomorfa.

En este caso, decimos que S1 y S2 son isomorfas.
El grupo de automorfismos holomorfos de una superficie

de Riemann S es dado por el conjunto (junto con la operación
de composición) de los biholomorfismos de S consigo misma.

El Teorema de Uniformización (Klein-Koebe-Poincaré)
asegura que toda superficie real, segundo numerable, cone-
xa y orientable posee estructuras de superficies de Riemann.
En el caso compacto, las superficies orientables conexas son
homeomorfas a: (i) S2 (una superficie de género cero) o (ii) la
suma conexa de g ≥ 1 copias del toro S1× S1 (g es el géne-
ro de la superficie). Más aún, en S2 hay una única estructura
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de superficie de Riemann (módulo isomorfismos). Para ca-
da g ≥ 1 fijo, hay infinitas estructuras de superficies de Rie-
mann no isomorfas. Esto nos lleva a considerar espacios de
móduli (espacios que parametrizan las clases de equivalencia
de superficies de Riemann). Este es un tema larguı́simo para
otra exposición, sólo notar que resultan ser espacios comple-
jos con singularidades (de hecho, son abiertos de variedades
algebraicas definidas sobre Q).

6.1. Algunos ejemplos
Ejemplos de superficies de Riemann son:
1. Los conjuntos abiertos conexos no vacı́os del plano com-

plejo. Estos son ejemplos no-compactos.
2. Un ejemplo de una superficie de Riemann compacta es

dada por la esfera de Riemann Ĉ. Esta consiste de la esfera
S2 = {(x1,x2,x3) ∈ R3 : x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1} (con la topologı́a
inducida de la topologı́a Euclideana de R3) y un atlas (no ma-
ximal) holomorfo es dado por A = {(U1,z1),(U2,z2)}, donde

U1 = {(x1,x2,x3) ∈ S2 : x3 6= 1},

U2 = {(x1,x2,x3) ∈ S2 : x3 6=−1},

z1 : U1→ C : (x1,x2,x3) 7→
x1

1− x3
+ i

x2

1− x3
,

z2 : U2→ C : (x1,x2,x3) 7→
x1

1+ x3
− i

x2

1+ x3
.

En este caso, z2 ◦ z−1
1 (z) = 1/z.

3. Otros ejemplos de superficies de Riemann pueden obte-
nerse de manera algebraica. Por ejemplo, sea n ≥ 2 un ente-
ro, y consideremos una colección de polinomios homogéneos
(pueden tener grados diferentes)

P1, . . . ,Pn−1 ∈ C[x1, . . . ,xn+1].

Con estos polinomios podemos considerar la función

F : Cn+1 \{(0, . . . ,0)}→ Cn−1

x = (x1, . . . ,xn+1) 7→ (P1(x), . . . ,Pn−1(x)).

Sea M = F−1(0, . . . ,0). El Teorema de la Función Implı́ci-
ta nos asegura que si (0, . . . ,0) ∈ Cn−1 es un valor regular de
F , entonces M resulta ser una subvariedad compleja de di-
mensión 2 (notemos que hemos quitado el orı́gen del dominio
de definición de F). Supongamos, en lo que sigue, que esta-
mos en estas condiciones.

Ahora, consideremos el espacio proyectivo complejo Pn
C =

Cn+1 \{(0, . . . ,0)}/∼ (que parametriza los sub-espacios vec-
toriales uno-dimensionales del espacio vectorial complejo
Cn+1). La relación (de equivalencia) ∼ es dada por x ∼ y si
y sólo si existe λ ∈ C\{0} tal que y = λx. Se tiene que este
espacio es una variedad compleja compacta de dimensión n.
La proyección natural

π : Cn+1 \{(0, . . . ,0)}→ Pn
C

(x1, . . . ,xn+1) 7→ [x1 : . . . : xn+1]

resulta ser holomorfa (de hecho una submersión).
Ahora, si proyectamos M por medio de π , obtenemos una

superficie de Riemann compacta S = π(M) ⊂ Pn
C. Este tipo

de superficies de Riemann son curvas algebraicas complejas
suaves.

B. Riemann observó que cada superficie de Riemann com-
pacta se puede ver como una curva algebraica compleja.

Un ejemplo de este tipo de superficies de Riemann son las
curvas de Fermat de grado k: que corresponden a tener n= 2
y P1(x1,x2,x3) = xk

1 + xk
2 + xk

3. En este caso, la superficie de
Riemann asociada es de género g = (k−1)(k−2)/2.

6.2. Dibujos de niños y superficies de Rie-
mann: Pares de Belyi

Sea S una superficie de Riemann compacta. Una fun-
ción de Belyi en S es una función holomorfa no-constante
β : S→ Ĉ con a lo más tres valores de ramificación, los que
supondremos contenidos en el conjunto {0,1,∞}. En el caso
de que exista una tal función de Belyi, diremos que S es una
curva de Belyi y que el par (S,β ) es un par de Belyi. Dos
pares de Belyi (S1,β1) y (S2,β2) son llamado isomorfos si
existe una función holomorfa biyectiva (es decir, un biholo-
morfismos) A : S1→ S2 tal que β1 = β2 ◦A.

Dado un par de Belyi (S,β ), podemos construir un dibujo
de niños D = (X ,Γ) tomado X = S y Γ siendo el grafo bi-
partito cuyos vértices negros (respectivamente, blancos) son
las preimágenes por β de 0 (respectivamente, 1) y ejes son las
preimágenes por β del intervalo abierto (0,1).

De manera recı́proca, supongamos que tenemos un dibu-
jo de niños D = (X ,Γ). Como hemos dicho en la Observa-
ción 5.3, tenemos la existencia de un cubrimiento ramificado
Q : X→ S2 con a lo más tres valores de ramificación, digamos
contenidos en el conjunto {p = (0,0,−1),q = (0,0,1),r =
(0,0,1)}, de manera que Q−1(p) es la colección de los vérti-
ces negros, Q−1(q) es la colección de vértices blancos y cada
punto de Q−1(r) pertenece a una y sólo una cara, y tal que
Q−1(I) = Γ, donde I ⊂ S2 es un arco simple conectando p
con q disjunto de r. Consideremos un homeomorfismo que
preserva la orientación T : S2→ Ĉ tal que T (p) = 0, T (q) = 1,
T (r) = ∞ y T (I) = [0,1]. Notemos que T no es único, pero sı́
lo es módulo homotopı́a relativa a los puntos p,q,r. Tome-
mos β = T ◦Q : X → Ĉ y en X consideramos la estructura de
superficie de Riemann que se obtiene levantando aquella de
la esfera de Riemann por β . De esta manera, obtenemos que
(S,β ) es un dibujo de niños que revierte el proceso anterior.

Proposición 6.1. Los dos procesos, descritos anteriormente,
definen una correspondencia biyectiva entre las clases de iso-
morfı́a de dibujos de niños y las clases de isomorfı́a de pares
de Belyi.

El resultado anterior nos dice que cada dibujo de niños,
un objeto puramente combinatorio, es equivalente a un par de
Belyi, un objeto analı́tico.
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6.3. La acción del grupo absoluto de Galois so-
bre dibujos de niños

Como hemos visto en la sección anterior, un dibujo de
niños D = (X ,Γ) define un par de Belyi (SD ,βD ), donde SD

es una (única módulo biholomorfismos) estructura de superfi-
cie de Riemann en X .

En este caso, por el teorema del descenso de Weil [35],
se tiene que: (i) SD se puede realizar como una curva alge-
braica C donde los polinomios Pj que le definen tienen sus
coeficientes en el cuerpo Q de los números algebraicos y (ii)
βD se realiza como una función racional (es decir, como el
cociente de dos polinomios homogéneos del mismo grado y
relativamente primos) también con coeficientes en Q. (Más
aún, el teorema de Belyi [1] nos asegura toda curva algebrai-
ca definida como ceros de polinomios sobre Q, que define una
superficie de Riemann, proviene de un par de Belyi).

Si σ ∈ Gal(Q/Q), entonces podemos aplicar σ a los co-
eficientes de los polinomios Pj y a la función racional βD an-
teriores para obtener los nuevos polinomios Pσ

j y la función
racional β σ

D . Estos poliniomios Pσ
j definen una nueva curva

algebraica Cσ , que a su vez define una nueva superficie de
Riemann Sσ

D , donde β σ
D es una función de Belyi. Este nuevo

par de Belyi nos induce un dibujo de niños Dσ = (X ,Γσ ).
Este proceso define una acción del grupo absoluto de Ga-

lois Gal(Q/Q) sobre la colección de (clases de equivalencia)
de dibujos de niños. Esta acción resulta ser fiel, es decir, para
cada σ ∈ Gal(Q/Q), σ diferente de la identidad, hay algún
dibujo de niños D de manera que Dσ no es equivalente a D
[10, 21].

6.3.1. Invariantes

Ahora que tenemos una acción del grupo absoluto de Ga-
lois en los dibujos de niños, nos podemos preguntar si dados
dos de estos dibujos de niños están o no en la misma orbita
por tal acción. Una manera de distinguir órbitas es por me-
dio de los llamados invariantes. Un invariante es un dato que
podemos determinar de un dibujo de niños y de manera que
es invariante por la acción de Gal(Q/Q). Ejemplos de algu-
nos invariantes son: (i) el pasaporte del dibujo (en particular,
el género de la superficie, el número de ejes, los grados de
los vértices y caras), (ii) la clase de isomorfı́a del grupo de
automorfismos, (iii) la clase de isomorfı́a del grupo de mono-
dromı́a (sin marcado de generadores) y (iv) Z-orientabilidad.

Por desgracia, todos estos invariantes conocidos no son su-
ficientes para separar órbitas (es decir, dado un número finito
de los invariantes conocidos, se pueden encontrar dos dibujos
con los mismos invariantes y que no son Galois equivalentes).

La búsqueda de nuevos invariantes es actualmente una área
activa de investigación.
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folklórica andina y practica algunos instrumentos musicales
como el charango, la guitarra y la quena.



PIXELANDO LA TOPOLOGÍA

Dennis Gabriela Coy Calderón*

dennisg.coyc@konradlorenz.edu.co

Resumen
En este artı́culo se introducirán algunos conceptos to-

pológicos básicos con el fin de explicar uno de los campos
más aplicados en el mundo del análisis de imágenes, la topo-
logı́a digital. Se presentarán algunos conceptos sencillos de
esta área y se esbozarán algunos algoritmos sencillos de reco-
nocimiento de imágenes acompañados de ejemplos.

1. Introducción
En los últimos años han incrementado las necesidades de

la industria y la tecnologı́a por desarrollar herramientas que
faciliten y optimicen la ejecución de tareas repetitivas, que
por lo general resultan tediosas para las personas.

Inspirados en los procesos naturales del ser humano, cada
vez más emprendedores y creadores tecnológicos buscan si-
mular el proceso cognitivo de recopilación y acción que este
realiza y replicarlo artificialmente en computadores que ge-
neren respuestas a los estı́mulos naturales. Sin embargo, para
realizar estas tareas, un ordenador requiere obtener informa-
ción de su entorno con ayuda de algoritmos que reemplacen
los sentidos del humano que le permiten sentir, escuchar y en
especial observar.

Un ejemplo clásico cotidiano puede verse en las cámaras
digitales, las cuales generan una imagen en un espacio bidi-
mensional discreto, cuyos componentes son valores numéri-
cos conocidos como pı́xeles, que bajo la estructura de un in-
terpretador le otorga al espacio color, dando una aproxima-
ción de la imagen real similar al proceso de observación hu-
mano.

Considere la imagen en la Figura 1, como un evento obser-
vado por un espectador, que se desea fotografiar.

Figura 1: Imagen real vista por un observador.
*Estudiante de Matemáticas, Fundación Universitaria Konrad Lorenz, Bo-

gotá-Colombia

Aplicando una cámara de baja calidad, logra obtener una
aproximación de la imagen tal y como se muestra en la Figura
2. Esta imagen comparte algunas similitudes con la original,
sin embargo, no se logra apreciar del todo un objeto especı́fi-
co. La aproximación obtenida es tan primitiva que fácilmente
se puede recrear dicha representación utilizando un sistema
discretizado de R2 aplicando una matriz de 5× 7 que vista
bajo el interpretador de color se obtendrı́a una aproximación
de la figura.

Figura 2: Aproximación de la realidad obtenida usando una
cámara de baja calidad.

Como se puede observar, una imagen es aproximada a par-
tir de pequeños retazos cuadrangulares de color, por lo cual,
de forma similar al método de Arquı́medes de aproximación o
a las sumas de Riemann para obtener el área de una función,
entre más cuadrados se utilicen, se obtendrá una aproxima-
ción mejor. Una cámara de mejor calidad permitirı́a usar una
cantidad de pı́xeles mucho mayor, lo que asegurarı́a una apro-
ximación de la imagen más nı́tida tal como se puede apreciar
en la Figura 3, en la cual se puede identificar mejor la exis-
tencia de un delfı́n, sin embargo, este no se puede reconocer a
simple vista.

Figura 3: Aproximación de la realidad obtenida usando una
refinación con respecto a la Figura 2.
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Finalmente, al usar un refinamiento de la cuadrı́cula que
contiene todos los pı́xeles como se ve en la Figura 4, se logró
mejorar la calidad de la imagen a un punto en el que se puede
distinguir a un delfı́n, a pesar de que la imagen resultante no
es del todo agradable. Visualmente serı́a difı́cil considerar que
la imagen real y la representación virtual son la misma, sin
embargo, vestigios de la intuición permiten determinar que la
figura en cuestión es un animal acuático, con forma de delfı́n.

Figura 4: Aproximación de la realidad obtenida usando una
cámara de mayor calidad a la de la Figura 3.

Como se pudo observar, la aplicación de algoritmos cada
vez más sofisticados ha tenido un gran impacto en la sociedad
actual, si bien los procesos que se realizan han enfocado gran
parte de sus esfuerzos en mejorar y optimizar los algoritmos,
existen opiniones variadas que dejan de lado el papel de la
teorı́a matemática en el desarrollo de la nueva tecnologı́a.

Si bien, el cerebro procesa las imágenes a partir de análi-
sis de color, distribución de espacio, delimitación de fronte-
ras, entre otras, dichas facultades son una capacidad inherente
del ser humano para relacionarse con su entorno, por lo que
no requiere conocimiento alguno para realizarlos. A pesar de
que es un proceso natural para el ser humano, resulta bastante
complejo replicarlo en ordenadores.

Por lo tanto, este artı́culo aplicará la teorı́a topológica del
procesamiento de imágenes y los modelos de atención visual
utilizados en la actualidad para responder la pregunta:

¿Cómo una maquina podrı́a simular el proceso humano de
ver e identificar a partir de esta información?

Con esto en mente, la siguiente sección realizará una con-
textualización teórica de las herramientas que implementa un
visualizador artificial.

2. Conceptos utilizados en la visualiza-
ción por computadora

En esta sección se hará un breve repaso sobre la definición
de topologı́a y lo usaremos para definir el espacio de estudio
de las representaciones pictóricas, la topologı́a digital en Z2

ası́ como algunas de sus propiedades. Se iniciará introducien-
do el concepto de topologı́a y espacio topológico.

Definición 2.1. [Mun00] Considere un conjunto X. Una to-
pologı́a (o estructura topológica) en X es una familia T de
subconjuntos de X que satisfacen las siguientes propiedades:

/0 y X son elementos de T .

La unión arbitraria de miembros de T es también un
miembro de T .

La intersección finita de miembros de T es un miembro
de T .

Ejemplo 2.1. Considere el conjunto

X = {1,2,3}.

Sobre el cual se puede definir los conjuntos:

T1 = { /0,{1},X}.

T3 = { /0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},X}.

Donde T1 y T2 son topologı́as de X.

Definición 2.2. [Rot98] Una pareja (X ,T ) de un conjunto X
y una topologı́a T en X es llamada espacio topológico.

Ejemplo 2.2. El conjunto

X = {1,2,3},

con la topologı́a

T2 = { /0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},X}

es un espacio topológico.

Definición 2.3. [Mun00] Si (X ,T ) es un espacio topológico,
entonces todo subconjunto U de X es un conjunto abierto de
X si U pertenece a T .

Definición 2.4. [Mun00] Un subconjunto A de un espacio to-
pológico (X ,T ) se conoce como conjunto cerrado si el con-
junto A\X es abierto.

Definición 2.5. [Mun00] Dado un subconjunto A de un espa-
cio topológico (X ,T ), el interior de A denotado por int(A)
se define como la unión de todos los conjunto abiertos conte-
nidos en A.

Definición 2.6. [Mun00] Dado un subconjunto A de un es-
pacio topológico (X ,T ), la clausura de A denotado por A
se define como la intersección de todos los conjunto cerrados
que contienen a A.

Los conceptos anteriores permiten definir topológicamente
la frontera topológica de un conjunto, lo cual es de gran utili-
dad para el análisis de imágenes, aplicación que será mostrada
más adelante

Definición 2.7. [Mun00] Dado un espacio topológico (X ,T )
y S un subconjunto de X, se conoce como frontera de S al
subconjunto

∂S = S\ int(S).
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Introducido el concepto de espacio topológico y algunas
nociones derivadas se puede definir el conjunto de interés para
el estudio de imágenes, el plano digital.

Definición 2.8. [Ros79] El plano digital Z2 es el conjunto
formado por los pares ordenados de números enteros, es decir

Z2 = {(x,y) : m,n ∈ Z}.

Ahora, se definirá el concepto de vecinos 4N y 8N, el cuál
se suele utilizar para quitar ruido de la imagen.

Definición 2.9. [Kov10] Si A = (x,y), B = (x1,y1) ∈ R2 en-
tonces se define la distancia euclidiana como

d(A,B) =
√

(x− x1)2 +(y− y1)2.

Definición 2.10. [Ros79] Se definen los vecinos 4N y vecinos
8N de un punto A = (x,y) en Z2 de la siguiente forma:

Los vecinos 4N son todos los puntos B = (x1,y1) ∈ Z2

tales que
d(A,B)≤ 1.

Los vecinos 8N son todos los puntos B = (x1,y1) ∈ Z2

tales que
d(A,B)≤

√
2.

Ejemplo 2.3. La Figura 5 muestra todos los puntos vecinda-
des del punto (x,y) en Z2 según la distancia euclidiana.

Figura 5: La imagen muestra un punto (x,y) en azul, el cual
tiene como vecinos 4N a los puntos de color amarillo y a los
puntos 8N como los puntos de color amarillo y rojo.

Note que, dada la definición, (x,y) es vecino de sı́ mismo, de-
bido a que la distancia consigo mismo es cero.

Definición 2.11. [Rot98] Considere un conjunto X y una co-
lección B de subconjuntos de X. Se dice que B es una base
(para una topologı́a en X) si se cumplen las siguientes condi-
ciones:

(i) Para todo x ∈ X, existe B ∈B tal que x ∈ B.

(ii) Si B1 y B2 son elementos de B y x ∈ B1 ∩B2, entonces
existe B3 ∈B tal que x ∈ B3 ⊂ B1∩B2

Teorema 2.1. Considere un punto A ∈ Z2 de la forma A =
(x,y) y U(A) el conjunto definido por

U(A) =





{A} si x+ y es impar,

{Q : Q es vecino 4N de A} si x+ y es par.

Entonces,
B = {U(A) : A ∈ Z2}

es una base topológica de una topologia en Z2.

Demostración. Para probar que el conjunto es base, se deben
satisfacer las siguientes condiciones.

Para todo A ∈ Z2, existe B ∈B tal que A ∈ B.

Considere A = (x,y), entonces, B = U(A), ya que todo
punto es vecindad de si mismo.

Si B1 y B2 son elementos de B y A ∈ B1∩B2, entonces
existe B3 ∈B tal que A ∈ B3 ⊂ B1∩B2.

Si A = (x,y) ∈ B1 ∩B2 con x+ y impar, entonces B3 =
U(A). Note que es imposible que x+y sea par, ya que las
vecindades de un punto par son todas impares. La única
excepción es cuando B1 = B2.

Definición 2.12. [Ros79] La topologı́a digital T de Z2 es la
topologı́a generada por la base

B = {U(A) : A ∈ Z2}.

Es decir, todo elemento en la topologı́a es expresado como
unión de elementos de B.

Con la definición anterior se estableció un espacio para po-
der estudiar diferentes imágenes, sin embargo, primero hay
que definir la unidad fundamental de una imagen, el pı́xel.

Definición 2.13. El pı́xel es la unidad homogénea más pe-
queña del color que compone una imagen, y obtiene su nom-
bre del vocablo ingles pix (picture) y el (element). Se repre-
senta mediante coordenadas cartesianas en el plano Z2.

Una vez definido el espacio, la estructura topológica del
mismo y las unidades con las que se pueda expresar una ima-
gen, es posible determinar concretamente algunas imágenes
digitales, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

En la Figura 6 se puede observar una configuración de
pı́xeles distribuidos a partir de puntos en una cuadrı́cula, la
cual tiene como referencia las coordenadas del plano carte-
siano Z2. En este caso particular, el plano está centrado en
(0,0) y cada coordenada está asignando un color a un cuadra-
do especı́fico de la distribución.
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Figura 6: Imagen de un delfı́n construida a partir de pı́xeles.

Ejemplo 2.4. La distribución del color en términos generales
se obtiene a partir de un vector de 3 coordenadas, cada coor-
denada indica la cantidad de rojo, verde y azul que se pondrá
en cada pı́xel, esta convención se conoce como formato RGB.
En este caso, los colores utilizados para dibujar la imagen
fueron

blanco = [250,250,250],
azul = [0,255,255],

negro = [0,0,0],

Ya que a cada punto de Z2 se le asigna un cuadrado de color,
se obtiene que la configuración actual que forma la imagen es
un conjunto formado por la unión de subconjuntos de la base
topológica, por lo cual, la representación pictórica obtenida;
exceptuando algunos de los recuadros blancos exteriores a la
imagen, los cuales se omiten por estética; es un subconjunto
de la base topológica, lo que comúnmente se conoce como un
conjunto abierto.

Como se puede observar en el ejemplo, un computador
asigna colores a conjuntos de puntos en una cuadrı́cula, por
lo cual, mientras los humanos como espectadores usan puntos
o coordenadas para formar una imagen, el interpretador del
ordenador realiza una equivalencia con los cuadrados dentro
de la retı́cula, similar al proceso de construcción de una ma-
triz.

Definición 2.14. [Ros79] Una imagen digital es un arreglo
Π ⊂ {1, ...,M}×{1, ...,N} de puntos en una cuadricula, de
coordenadas enteras (x,y) donde 1 ≤ x ≤ M ∈ Z y 1 ≤ y ≤
N ∈ Z.

De acuerdo con la definición anterior, una imagen es un
subconjunto de una imagen digital. La interpretación de un
computador al color de una imagen se establece a partir de
una función o regla de asignación

f : Π→ Σ,

siendo Π una cuadricula definida anteriormente y Σ una re-
presentación de color identificada a partir de tripletas, valores
hexadecimales, decimales entre otros.

Dado que ya se tiene la estructura completa de las imáge-
nes de forma topológica totalmente establecida, ahora se tra-
bajará uno de los conceptos más importantes de la topologı́a
digital, la conectividad.

Definición 2.15. [Ros79] Dado dos puntos A,B en una ima-
gen digital Π, un camino de A a B es una secuencia de puntos
A = A1,A2, . . . ,An = B tales que Ai es un 4N vecino o un 8N
vecino de Ai−1.

Definición 2.16. [Ros79] Se dice que A y B puntos en una
imagen digital Π están conectados si existe un camino de A a
B formado únicamente por puntos de Π.

Identificar la conexión entre puntos de la imagen digital
permite establecer interacciones entre los miembros del con-
junto. Esta caracterı́stica genera una relación de equivalencia,
concepto que será trabajado a partir de la siguiente definición.

Definición 2.17. Una relación ∼ entre elementos de un con-
junto S es de equivalencia cuando satisface reflexión, simetrı́a
y transitividad.

Reflexividad: Todo elemento A∈ S está relacionado con-
sigo mismo.

Simétria: Si A ∈ S está relacionado con B ∈ S, entonces
B está relacionado con A.

Transitividad: Si A ∈ S está relacionado con B ∈ S y B
con un punto C ∈ S, entonces A está relacionado con C.

Teorema 2.2. La relación, A está conectado con B es una
relación de equivalencia.

Demostración. Para ver que una relación es de equivalencia
se debe probar que es reflexiva, simétrica y transitiva.

Reflexividad: Esta propiedad se satisface, ya que todo
punto es vecino de si mismo.

Simétrica: Naturalmente, si existe un camino entre A y
B, el mismo camino conecta a B y A.

Transitiva: Si existe un camino de A hasta B implica que
hay una sucesión de puntos desde A a B vecinos orde-
nados 2 a 2 incluido B, de B a C. También, existe una
sucesión de puntos que incluye como punto inicial a B,
la unión de las sucesiones es una sucesión de puntos de
A a C. Por lo cual A y C están relacionados.

Definición 2.18. Las clases de equivalencia definidas por la
relación “estar conectados” son llamadas las componentes
conectadas de Π. Si Π sólo posee una clase de equivalencia,
se conoce como una imagen conectada.

Las conexiones de una imagen son elementos de gran in-
terés para el procesamiento de imágenes, debido a que las
fluctuaciones entre la forma y el color determinan patrones re-
levantes en la detección de figuras, sin embargo, las siguientes
definiciones establecen las bases para identificar los vacı́os o
espacios en blanco de una imagen a partir de sus bordes.
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Definición 2.19. [Ros79] Considere una imagen S ⊂ Π. El
único componente de S que contiene a la frontera de Π es lla-
mado el fondo de S. Todos los otros componentes, si existen,
son llamados agujeros de S. Si S no tiene agujeros, es llamado
simplemente conectado.

Ejemplo 2.5. En la Figura 7 se puede ver una imagen digital,
con 1≤ x≤ 16 y 1≤ y≤ 11, ası́ como una imagen S, la cual
representa a un perro.

Figura 7: Imagen de un perro construida a partir de pı́xeles.

Si se consideran los espacios en blanco como elementos que
no pertenecen a la imagen, se identifica que hay varios ele-
mentos no conectados. Como se puede observar, la nariz ubi-
cada en las coordenadas (7,3),(8,3),(9,3) poseen una cone-
xión directa con el ojo izquierdo del perro a partir de las
manchas rojizas que están alrededor de él, los cuales son una
sucesión de puntos vecinos que conducen al ojo. Sin embargo,
el ojo izquierdo no está conectado con ningún otro elemento,
ya que no existe ninguna sucesión de puntos vecinos que con-
duzcan a otro elemento de S. De forma más general, se puede
decir que S posee sólo dos clases de equivalencias, el ojo iz-
quierdo del perro y el resto de la cara del perro, ya que son
los únicos conjuntos disconexos entre sı́. Por otro lado, el fon-
do de la imagen son todas las piezas blancas no encerradas
por la cara del perro, mientras que los agujeros son todas las
piezas blancas encerradas por la cara del perro.

Hecho explicito el espacio a estudiar, se introducirán al-
gunas herramientas estructuradas para la implementación de
algoritmos de identificación basados en las vecindades y co-
nexiones de la imagen.

Definición 2.20. [Mis19] Sea f (x,y) la coloración del pı́xel
en la posición (x,y) ∈ Π de una imagen f y w(s, t) el ele-
mento en la posición (s, t) de una matriz W ∈Mn×n, también
llamada filtro de tamaño (2a+ 1)× (2b+ 1). Una convolu-
ción se define como la matriz G ∈Π donde cada componente
se obtiene de la forma

G(x,y) =
a

∑
s=−a

b

∑
t=−b

w(s+a+1, t +b+1) f (x+ s,y+ t).

Una representación usual otorgada a la convolución discre-
ta en dos dimensiones es el promedio ponderado de los pı́xeles
de la imagen a partir de la ventana de tamaño a×b declarada
para el filtro W , siendo los valores de W los pesos asignados
al promedio.

Figura 8: Ejemplo de convolución para un elemento. Tomada
de [Syl20].

La Figura 8 representa el resultado de un pı́xel obtenido
después de la convolución efectuado a partir de los 8N veci-
nos.

A partir de la convolución se pueden realizar diferentes
operaciones entre las imágenes que permiten enfocar o mo-
dificar pı́xeles dentro de un espacio. Uno de los filtros espe-
cializados para resaltar bordes es el filtro laplaciano, el cual
se definirá a continuación.

Definición 2.21. [Ram11] El operador diferencial laplaciano
determina la inclinación de una función, sin embargo, pa-
ra una imagen de coordenadas discretas, el filtro laplaciano
identifica las caracterı́sticas más bruscas que se producen en-
tre pı́xeles vecinos. El laplaciano se define matemáticamente
a partir de los 4N vecinos, y se expresa de la siguiente forma:

∇2 f (x,y) =
∂ 2 f
∂x2 +

∂ 2 f
∂y2 ,

donde

∂ f
∂x

= f (x+1,y)− f (x,y),

∂ f
∂y

= f (x,y+1)− f (x,y),

de manera que la definición discreta de las derivadas parcia-
les de segundo orden es:

∂ 2 f
∂x2 = f (x+1,y)+ f (x−1,y)−2 f (x,y),

∂ 2 f
∂y2 = f (x,y+1)+ f (x,y−1)−2 f (x,y),

y el laplaciano discreto serı́a entonces:
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∂ 2 f
∂x2 = f (x+1,y)+ f (x−1,y)

+ f (x,y+1)+ f (x,y−1)−4 f (x,y).

Note que los componentes de una matriz son de la forma:

f(x-1,y+1) f(x,y) f(x+1,y+1)
f(x-1,y) f(x,y) f(x+1,y)

f(x-1,y-1) f(x,y) f(x+1,y-1)

Cuadro 1: Sección de una imagen centrada en f (x,y).

Por lo cual, al ponderar o convolucionar con la matriz

0 1 0
1 -4 1
0 1 0

Cuadro 2: Operador Laplaciano discreto.

Se obtiene un equivalente del laplaciano discreto, siendo la
matriz mostrada en 2 el operador laplaciano.

Con todos los conceptos construidos anteriormente se pue-
den estudiar herramientas muy interesantes para la solución
de problemas de la vida real, tal y como lo son algoritmos
de reconocimiento, conteo de elementos, análisis de bordes,
cambio de color, filtros, entre otros. En la siguiente sección
verán algunos de estos algoritmos y cómo se aplican.

3. Algunas aplicaciones
El concepto de vecindades y lı́mites permite recorrer una

imagen buscando rasgos distintivos de diferentes pictografı́as
sin tener un conocimiento previo de estas, dichas particulari-
dades permiten desarrollar algoritmos sencillos de bajo coste
computacional, sin necesidad de codificar métodos especiali-
zados para cada ilustración. Los algoritmos aquı́ presentados
permiten desarrollar estrategias de búsqueda basadas en co-
nectividad topológica a partir de vecindades.

Las convoluciones generan diferentes alteraciones a una
matriz. En particular, para imágenes los valores del color se
modifican a diferentes valores según el filtro. Para el caso del
filtro laplaciano se obtiene un resaltado de bordes de la ima-
gen original, tal y como se muestra en la Figura 9.

Figura 9: Imagen original vs Aplicación del filtro laplaciano.
Imagen tomada de [Mar21].

Las herramientas de detección de bordes permiten a los
ordenadores generar estrategias de ubicación y resalte a ele-
mentos en el entorno en el que se desarrollen, debido a su
caracterización a escala de blancos y negros, además, permite
identificar distancias en imágenes que requieran de tomas de
decisiones en tiempo real.

Por otro lado, la convolución no solo provee de filtros a
las imágenes de manera individual, puesto que existen herra-
mientas adecuadas para el procesamiento de imágenes espe-
cializadas en el reconocimiento automático de objetos a partir
de redes neuronales convolucionales [Syl20], algoritmos es-
pecializados para la autocorrección de procesos que imitan el
proceso de interpretación del ser humano para la interacción
del computador con su entorno.

Otros ejemplos de la aplicación de la topologı́a digital en
el desarrollo de algoritmos de reconocimiento a partir de fil-
tros son el conteo y reconocimiento de valores, muy valiosos
en el campo de la recolección agrı́cola y la discriminación de
elementos defectuosos en fábricas. Sin embargo, en este do-
cumento se comentará una aplicación cientı́fica en el campo
de la astronomı́a observacional.

Considere la imagen mostrada en la Figura 10 y suponga
que se desea calcular cuántas estrellas hay en dicha imagen.

Figura 10: Agrupación de estrellas, y materia cósmica. Toma-
do de [Eodu21].

Para este objetivo se debe considerar la imagen como un
conjunto de valores conectados.

Figura 11: Fronteras estelares resaltadas.
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Cada estrella posee una distribución de color equivalente,
además, si se considera una estrella como una imagen Si, di-
cha ilustración en la imagen digital es un conjunto conectado
(véase Figura 11), ya que no posee agujeros que interrumpan
la distribución equivalente del color. Ası́ mismo, esta propie-
dad es fundamental, puesto que la iluminación caracterı́stica
de objetos en espacios opacos permite distribuir por caminos
diferentes conexiones entre estrellas.

A simple vista no hay una relación o camino entre estre-
llas, sin embargo, al configurar los parámetros de color en los
pı́xeles, se logra apreciar una coloración destacable de toda
la representación pictográfica; cada estrella está ubicada en
pı́xeles cuyas vecindades, ya sean 8N o 4N, son miembros de
un espacio topológico, y sus propiedades permiten recubrir
todas las estrellas a partir de conjuntos de la base, caminos
conexos a partir de un punto inicial, el cual es similar a los
demás puntos buscados. A partir de un proceso iterativo se
obtienen todas las componentes conexas de la imagen según
la opacidad de los pı́xeles. A este tipo especial de métodos de
reconocimiento, se les conoce como algoritmo BF4[Ros79]
y algoritmo BF8[Ros79], los cuales requieren de un conjunto
de conexiones de tipo 4N o 8N para identificar pı́xeles a partir
de un punto dado.

Figura 12: Agrupación de estrellas bajo un filtro rojizo.

Una de las posibles soluciones del método es considerar
una coloración que destaque a partir del brillo. En una dis-
tribución de estrellas, el brillo generado por cada estrella de-
notará un residuo de iluminación que se esparcirá por toda la
imagen, una forma particular de hacerlo es a través de una
coloración rojiza, ya que, de manera similar a un radar infra-
rrojo, los valores más relevantes en la imagen quedaran plas-
mados con mayor intensidad, tal y como lo muestra la Figura
12.

El algoritmo reconocerá la energı́a residual como un ca-
mino conexo que permitirá reconocer todas las diferentes es-
trellas próximas a una inicial. Al realizar este proceso múlti-
ples veces, tomando posiciones iniciales diferentes, el algo-
ritmo logrará reconocer cada estrella a partir de conjuntos de
puntos, caminos, unidos a partir de vecindades topológicas 4N
y 8N. Sin embargo, ocurre que la separación entre estrellas no
posee un camino fijo que seguir, tal y como se muestra en la
Figura 13.

Figura 13: Agrupación de estrellas bajo un filtro rojizo oscu-
recido en el cual se representan las estrellas adultas en blanco.

Se desea destacar un conjunto especı́fico de estrellas, las
estrellas adultas, las cuales son más luminosas que las estre-
llas jóvenes. En este caso es difı́cil considerar caminos, ya que
hay diferentes tipos de señales del mismo tipo, haciendo que
los caminos sean más difı́ciles de seguir.

Para casos de este estilo, es útil aplicar propiedades to-
pológicas de los conjuntos, como separar en uniones disyun-
tas dos a dos el conjunto. A este proceso se le conoce como
segmentación, y se hace con el fin de aislar los elementos más
relevantes de una ilustración. Para aplicar una segmentación
es usual realizar un procesamiento previo conocido como um-
bralización, un algoritmo que permite obtener una imagen di-
gital equivalente a la real, pero con una coloración opaca o
gris. Se llama umbralizacion porque el proceso de separación
se hace a partir de un valor (umbral) que separa los pı́xeles
que posean valores arriba del umbral y valores bajo el um-
bral, que usualmente son las caracterı́sticas más relevantes de
la imagen, tal y como se muestra en la Figura 14.

Figura 14: Umbralización de la imagen original.

Luego, se aplica una función de Z2 → Z2 conocida como
convolución (distinta a la que se comenta arriba), el cual es
un proceso de transformación a partir de promedios ponde-
rados, los cuales resaltan los valores umbral del método de
umbralización previo, para al final obtener una matriz binaria,
de color blanco y negro. Finalmente, se destaca un proceso de
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optimización de color a partir de los valores más intensos de
blanco para al final obtener la cantidad deseada de estrellas:
690 estrellas totales de las cuales 233 estrellas son adultas.
El proceso de segmentación por umbralización, con la apli-
cación sucesiva de una convolución a la que se le aplicó una
optimización de densidad de color se conoce como detección
de bordes Canny. La descripción de este método se realizó
brevemente, ya que no solo depende de conceptos de topo-
logı́a digital sino también de cálculo vectorial. Los códigos
implementados pueden encontrarse en [Coy21].

4. Conclusiones.
El campo de la topologı́a digital es una fuente de infor-

mación y aplicación que no solo demuestra cómo las ma-
temáticas pueden ser utilizadas en la época contemporánea,
sino que además permite y asegura un progreso evolutivo en
el campo de la ciencia y tecnologı́a. Si bien, la topologı́a di-
gital es un caso particular de la teorı́a matemática que estudia
los conjuntos y sus estructuras, los conceptos trabajados en
este articulo son definiciones básicas de cualquier curso de to-
pologı́a, teorı́a que a pesar de ser bastante abstracta tiene una
aplicación tangible en la vida real, que no sólo permite desa-
rrollar algoritmos eficientes, sino que también permite desa-
rrollar una intuición más afinada al estudiar los conceptos, en
ocasiones, complejos que se presentan en la teorı́a topológica
más robusta. Finalmente, se debe destacar la increı́ble capaci-
dad de la topologı́a digital en el desarrollo de mecánicas auto-
matizadas que no requieren de algún método sistemático que
necesite de supervisión humana, sino que hacen uso de proce-
sos iterativos que se adaptan fácilmente a cualquier situación,
un camino que claramente nos acerca más al desarrollo de en-
tidades que se puedan desenvolver en su entorno a partir de
visión artificial.
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[Ram11] A. Ramırez, Reporte de Búsqueda, detección y conteo de obje-

tos (2011), available at https://www.cimat.mx/~alram/VC/
ramirez_segmObjDetecc.pdf.

[Ros79] A. Rosenfeld, Digital Topology, The American Mat-
hematical Monthly 86 (1979), no. 8, 621-630, DOI
10.1080/00029890.1979.11994873, available at https:

//doi.org/10.1080/00029890.1979.11994873.

[Mar21] B. Koevering Martz K. Wessels, Stepping Into the Filter
(2021), available at https://cse442-17f.github.io/

Sobel-Laplacian-and-Canny-Edge-Detection-Algorithms/.

[Mis19] D. Mishra, Convolution Vs Correlation (2019), avai-
lable at https://towardsdatascience.com/

convolution-vs-correlation-af868b6b4fb5.

[Eodu21] Enciclopedia online del universo, Estrellas (2021), available at
https://enciclopediauniverso.com/estrellas/.

[Coy21] G. Coy, Proyecto-estrellas (2021), available at https://

github.com/GabiMath/Proyecto-estrellas.

[Syl20] G. Sylvain, Convolution in depth (2020), available at https://
sgugger.github.io/convolution-in-depth.html.

[Mun00] J. Munkres, Topology, Prentice Hall, Inc, 2000.

[Rot98] J. Rotman, An Introduction to Algebraic Topology, Springer, 1998.

[Han16] S. Han, Homotopy based on Marcus–Wyse topology and its appli-
cations, Topology and its Applications 201 (2016), 358–371.

[Kov10] V. Kovalevsky, Introduction to Digital Topology (2010).

Acerca de la autora: Gabriela Coy Calderón es estudiante
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1. Introducción.
Las ruedas de negociación en las bolsas de valores son

quizá los lugares donde más dinero se mueve y mayor núme-
ro de transacciones se realizan diariamente, y he allı́, un lugar
donde todo tipo de agente económico, desde individuos, fa-
milias, empresas, hasta el mismo Estado se reúnen para colo-
car sus ahorros o inyectar dinero con el fin de multiplicarlo a
través del tiempo. Muchos de estos agentes realizan operacio-
nes desde una visión empı́rica, confiando en una pantalla que
registra el top de los activos más rentables, mientras que otros,
realizan un seguimiento analı́tico al comportamiento del ac-
tivo de su interés, que consiste en evaluaciones técnicas de
diferentes tipos de indicadores, noticias, resultados financie-
ros, comportamiento de gráficos, tipos de instrumentos finan-
cieros, contexto económico local e internacional, estabilidad
polı́tica, etc. Y todo ello se consolida en una sola variable final
llamada sentimiento del inversionista.

El pasar de las décadas y la transformación de muchas de
las economı́as del globo a una vida meramente artificial, ha
influido en la creación de nuevas plataformas virtuales de in-
versión, y que por supuesto, aportan mayor liquidez, agili-
dad en las operaciones y mayor participación de los naturales.
Pues bien, con una cuenta demo y un par de dólares, se pue-
de simular una inversión en el mercado secundario, que de
acuerdo con [Rod19] “es el mercado que mueve los tı́tulos y
valores que ya han sido emitidos en una primera oferta públi-
ca, conocida como el mercado primario”. Lastimosamente,
los recursos tecnológicos distan mucho de considerarse be-
neficiosos para los que desean envolverse en el mundo de la
inversión, pues la falta de conocimiento de muchos, y el alto
grado de riesgo, contribuyen a pérdidas inminentes.

A lo anterior, se suma el factor emocional, que evidente-
mente se altera cuanto más rentabilidad ofrezca un activo. Por
eso, las inversiones en instrumentos de renta variable son las
más demandadas y a su vez las más riesgosas, pues debido a
su volatilidad, existe una probabilidad más alta de que el di-
nero que se invierta, se pierda. Esto último, también es una
consecuencia de la imposibilidad de predecir el mercado; por
tanto, analistas y conocedores de la materia han propuesto es-
trategias de inversión, asegurando una mı́nima rentabilidad o
en las peores circunstancias una pérdida recuperable.

Para calmar la marea, nos hemos preguntado por la inje-

*Estudiante de matemáticas, Fundación Universitaria Konrad Lorenz, Bo-
gotá-Colombia.

rencia que pueden tener las matemáticas en los mercados fi-
nancieros. Pues bien, se trata de una ciencia exacta que des-
cribe con naturalidad y precisión muchos de los fenómenos
que se presentan en diferentes áreas, y en el caso particular
de la bolsa, por ejemplo, la sucesión de Fibonacci, dicta pa-
trones de comportamiento que en muchos de los casos resulta
convencer a los aficionados de su fiabilidad. Aunque es ası́,
no es completamente predictivo, ası́ que de existir un modelo
matemático completo que sirva para el 100% de los casos, es
todavı́a un reto. De todas maneras, muchos de los indicado-
res financieros deducidos a la fecha, han tenido su injerencia
matemática, desde ramas como la estadı́stica, el cálculo, el
álgebra lineal, la teorı́a fractal, u otras de mayor profundidad,
y consisten en utilizarlos como instrumentos de apoyo que sa-
tisfagan una relación de pérdida o ganancia.

El objetivo de este artı́culo es predecir una tendencia con
base en teorı́a estadı́stica y darle un adecuado uso para que el
inversionista tome una decisión acertada. Empezaremos des-
cribiendo las conductas y prácticas más comunes que se sue-
len realizar en el campo de la inversión informal. Paso segui-
do, expondremos un uso especı́fico y adecuado de las medias
móviles, pues es la herramienta base para elaborar nuestro
modelo completo que luego lo escribiremos en código usan-
do el lenguaje de programación python para que pueda ser
empleado con cualquier activo. además, usaremos las medias
móviles para la construcción de un nuevo indicador que deno-
minamos “Asimetrı́a móvil” tomando como base la cotización
de la acción de Grupo Aval desde el 10 de marzo de 2020 al
23 de octubre del mismo año. Finalmente, deduciremos una
función periódica que nos dará una solución particular a la
tendencia de la misma acción.

2. Historia y contextualización.

Charles Henry Dow nació en el estado de Connecticut,
EEUU, el 6 de noviembre de 1851, fue un periodista y econo-
mista considerado a perpetuidad el padre del análisis técnico,
fundó el prestigioso diario económico “The Wall Street Jour-
nal” y fue el autor de la teorı́a de Dow, que de acuerdo con
[Bet08], describe la economı́a en función del comportamien-
to de la bolsa bajo seis principios. En 1887, en compañı́a de
su colega Edward David Jones, creó el ı́ndice DJIA “Dow Jo-
nes Industrial Average”, que cuenta con las 30 acciones más
representativas del mercado de valores de NY.

24
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Desde entonces, este y otros ı́ndices han contabilizado
grandes caı́das como la ocurrida en el año 1929, conocida co-
mo el Crack del 29, que tal y como lo afirma [Tas19], tuvo
lugar en medio de una primavera, donde los bonos de libertad
impulsaron el ánimo inversionista de una economı́a que poco
habı́a sufrido la Primera Guerra Mundial, pero sı́ que vino a
sufrir aquel martes de octubre cuando la bolsa cayó sin avi-
so alguno, dejando cientos de empresas en bancarrota y miles
de personas sin empleo. Seis décadas después, estalla la bur-
buja de las puntocom en pleno auge tecnológico. Los ı́ndices
del Nasdaq1 estaban sobre los 5.000 puntos y de un momen-
to a otro, empezaron a caer en picada. Grandes inversiones
realizadas en empresas de internet colapsaron debido a la eu-
foria colectiva y al rápido crecimiento que obtenı́an cuando
debutaban en bolsa. Según [Sev13] “El lema ((hacerse gran-
de rápido)) reflejaba esta estrategia, que durante el perı́odo
de pérdidas, las empresas se basaron en el capital de riesgo”.
Posteriormente, en el año 2008, a raı́z de la polı́tica del enton-
ces presidente George Bush de que cada familia debı́a tener su
propia casa, el gobierno de EEUU ofreció bonos hipotecarios
a bajo costo ocasionando euforia en los mercados por la ad-
quisición de estos. La FED 2 habı́a ajustado las tasas de interés
a un 1%, por lo que miles de personas solicitaron financiación
[Anó13]; sin embargo, lo que no se esperaban, era que la FED
aumentara paulatinamente las tasas en los siguientes años has-
ta un 5,25% haciendo que fuera imposible el pago de bonos e
hipotecas, luego, el estallido de la burbuja inmobiliaria era in-
minente, y bancos como Lehman Brothers quebraron en con-
secuencia [Git18]. Finalmente, en el mes de marzo del 2020,
las bolsas del mundo volvieron a sufrir a raı́z de un desacuer-
do entre los miembros de la Opep+ 3 en ajustar la producción
de crudo. Rusia se opuso a recortar producción y en el marco
de este escenario, Arabia Saudita inició una competencia que
llevó a los precios del barril de petróleo a -30 dólares (en el
caso de la referencia WTI) 4, lo que produjo un colapso en los
principales ı́ndices bursátiles del mundo [Gui20].

Los anteriores escenarios reflejan un problema en común:
Son sucesos impredecibles que muy pocos pudieron anticipar;
sin embargo, y a raı́z de las crisis, se han fortalecido las estra-
tegias de inversión, se han creado plataformas más seguras y
herramientas que ofrecen información en tiempo real que per-
miten reducir esa brecha de riesgo potencial. A pesar de estos
esfuerzos, el pánico no deja de ser protagonista en una opera-
ción, donde el destino de una fructuosa inversión parece estar
en manos de un gráfico que se comporta en forma de zigzag.

1Nasdaq (National Association of Securities Dealers Automated Quota-
tion) es la bolsa de valores electrónica y automatizada más grande de Estados
Unidos.

2The Federal Reserve Board of Governors in Washington DC. - Reserva
Federal de EEUU.

3Organización de Paı́ses Exportadores de Petróleo y Aliados, liderados
por Arabia Saudita y Rusia respectivamente.

4West Texas Intermediate. Es la referencia del petróleo en Estados Uni-
dos, se extrae en ese paı́s y se refina en el golfo de México.

3. Del análisis fundamental, al análisis
técnico.

“Si yo tuviera una hora para resolver un problema y mi vi-
da dependiera de ello, utilizarı́a los primeros 55 minutos para
determinar la pregunta adecuada que hacer, una vez que la
supiera podrı́a resolver el problema en menos de cinco minu-
tos” decı́a Einstein (como se citó en [Dur16]).

Los analistas fundamentales suelen comentar que es más el
tiempo que gastan en buscar la mejor estrategia de inversión
que lo que se demoran en aplicarla. Por ejemplo, y contextua-
lizando un poco, la bolsa de Nueva York se llama en realidad
New York Stock Exchange, que obedece al acrónimo NYSE, y
opera de 9:30 am - 4:00 pm. Es la más importante del mundo
con la capitalización bursátil más alta, y reúne a más de 3.000
empresas de todo el mundo en 4 ı́ndices, dentro de los que se
encuentra el DJIA [Bro20]. En este orden de ideas, un agen-
te de la bolsa de NY, que empieza a laborar a las 9:15 am,
dedica parte de su horario en estudiar las tendencias, en leer
noticieros, en analizar los indicadores económicos, los resul-
tados financieros, y finalmente abrir una posición.

Según [Bet08] los precios de un activo siguen patrones de-
finidos por sus cotizaciones pasadas, es decir, lo que se repite,
obedece a una lectura de lo que en algún momento sucedió, y
de esto precisamente, se trata el análisis técnico. Partiendo de
esta premisa, Charles Dow, creó los 6 principios que se con-
sideran la base del análisis técnico, los cuales describimos a
continuación:

1. El precio lo descuenta todo: “Toda la información está
incluida en los precios. Toda la información pasada, ac-
tual e incluso futuro está descontada en los precios de
una acción” [Lóp18].

2. El mercado tiene tres tendencias: La tendencia prima-
ria, lo que serı́a la marea del mercado, tendrı́a una dura-
ción superior a un año, incluso varios años. La tendencia
secundaria, que serı́an las correcciones en la tendencia
primaria, podrı́a durar de tres semanas a tres meses. La
tendencia menor, o de duración más corta, suele durar
menos de tres semanas, y son fluctuaciones de la tenden-
cia intermedia. [Lóp18]

En otras palabras, para determinar una tendencia alcista,
debe asegurarse que cada recorte no supere los anteriores
y en las zonas de recuperación, cada repunte debe ser
mayor al anterior. Se podrá notar, que en caso contrario
la tendencia será bajista.

Figura 1: Principio 2.
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3. Las tendencias principales tienen seis fases: La fase
de acumulación comienza con la compra de los inverso-
res más astutos, en este momento estos inversores dedu-
cen que el mercado ha asimilado todas las malas noti-
cias posibles. La fase de participación pública es cuando
los seguidores de tendencias se incorporan al mercado,
los precios suben de forma rápida, las noticias empiezan
a ser mejores. La fase de distribución comienza cuando
los periódicos publican noticias positivas sobre la eco-
nomı́a, y se incrementa el volumen de participación de
los inversores. [Bet08]

4. Las medias 5 deben confirmarse entre ellas: No se
puede dar una señal alcista o bajista de importancia,
si los dos sectores no se confirman uno al otro. (En
perı́odos más cortos, las señales son más pronunciadas,
en caso contrario, se asume que la tendencia continúa).
[Bet08]

5. El volumen 6 debe confirmar la tendencia:
El volumen deberı́a expandirse o incrementarse en la di-
rección de la tendencia principal. Según [Bet08] a veces,
el volumen confirma la tendencia, o la anticipa.

Figura 2: Principio 5.

6. Se presume que una tendencia está en vigor hasta que
da señales definitivas de que ha cambiado:
Un mercado está en tendencia alcista hasta que no cam-
bia a tendencia bajista. Y un mercado está en tendencia
bajista hasta que no cambia a tendencia alcista. [Lóp18].

A partir de estos principios, diferentes indicadores han si-
do deducidos y muchos se han consolidado como las herra-
mientas suficientes para realizar análisis técnico. Entre ellas,
La media móvil, que es un promedio de los precios de una
acción y se calcula dinámicamente, es decir, a medida que se
avanza en el tiempo, este se actualiza sobre un rango temporal
definido inicialmente. Por ejemplo, si estamos estudiando un
activo en particular, y nos interesamos en el comportamien-
to de este cada 10 dı́as, la media móvil calcula el promedio

5Como se verá más adelante, las medias son promedios del precio cotiza-
do en la bolsa de un activo particular calculados en un intervalo de tiempo, y
se usan para definir tendencias.

6El volumen se refiere a la cantidad de tı́tulos negociados de una acción
en un periodo determinado [Tej18].

aritmético de los últimos 10 dı́as, y a medida que pasen los
dı́as, la curva de la media móvil se irá actualizando sobre los
últimos 10 dı́as que incluirá un nuevo precio entrante como un
precio saliente del rango respectivo. Por ahora, nos quedamos
con esta noción, pero más adelante, veremos a profundidad
esta herramienta.

Ası́ las cosas, bastantes analistas consideran que la media
móvil debe analizarse mediante la construcción de 3 curvas
con horizontes temporales diferentes: La primera curva, des-
cribe una tendencia de largo plazo (>=50 dı́as), aunque de-
pende mucho del activo y del tiempo que se desea mantener
la inversión. La segunda curva fija las posiciones (ya sea de
compra o de venta), también depende del activo, pero suele
ser de 20 a 50 dı́as. Y la tercera curva debe activarse cuando
se logran identificar tendencias de poder, es decir, cuando el
patrón es muy evidente y el contexto ayuda a predecir esta
tendencia.

Figura 3: Medias móviles con 3 intervalos de tiempo diferen-
tes.

En el gráfico podemos observar que la media móvil de lar-
go plazo, en este caso de 50 dı́as (lila), cruza de abajo para
arriba a la media móvil de 20 dı́as (rojo) dando señales de
compra a principios del año 2015, y a mediados del mismo
año, vuelve a cruzarla en sentido contrario, dando señales cla-
ras de venta porque se avecina un cambio de tendencia, que es
lo que claramente ocurre. Notemos que, a mediados de 2016,
parece que hay una señal muy fuerte de perı́odo bajista, mo-
mento preciso de activar la tercera media móvil, de perı́odo
mucho más corto y que dará una señal de compra en el mo-
mento que cruce de abajo para arriba a la curva roja.

Por otra parte, tenemos las bandas de Bollinger, que con-
sisten en definir rangos de precios sobre los que normalmente
el precio deberı́a estar, también se trata de un indicador de
tendencias pero esta vez representa la volatilidad del activo
estudiado, es decir que entre más estrechas se encuentren las
bandas, menos volátil es el activo y por lo tanto menos riesgo-
so. Por el contrario, entre más angostas sean las bandas, más
volátil y riesgoso es, pero mucho más rentable [Kil19].

Las bandas también se usan para identificar puntos de so-
portes y resistencias. Un soporte, es el nivel de precios sobre
el que existe una demanda que no permite disminuir el precio,
la resistencia es lo mismo, pero con tendencia al alza. Cuando
un nivel de resistencia se rompe, inmediatamente se convierte
en un soporte, y viceversa, y deben confirmarse con el volu-
men transado [Bet08].
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Figura 4: Se suele usar el indicador con medias móviles para
definir su horizonte temporal, entre menos volátil, más corto
es el tiempo de la media.

Por último, damos una breve aplicación de la sucesión de
Fibonacci. La sucesión arranca con 0 y 1, y a partir de allı́,
cada elemento es la suma de los dos anteriores [Vás20].

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377...,

lo curioso es que la razón de un elemento k de la sucesión
con un elemento k+1 tiende al inverso exacto 0.618033... del
número Phi o razón áurea 1.618033...

Si bien, las sucesión describe fenómenos de la naturaleza
tales como la disposición de las hojas de un árbol, las semillas
de las margaritas, la crı́a de conejos, etc, también tiene aplica-
ción en áreas como ciencias de la computación, en teorı́a de
juegos y hasta en la descripción de la forma de espiral de las
galaxias.

En bolsa, no es ajeno, la proporción áurea o razón divina
describe en los retrocesos de Fibonacci patrones que señalan
los puntos de soporte y resistencia de una tendencia. Puntos
que señalan el momento en que una tendencia dejará de ser
alcista o puntos que señalan cuando una tendencia dejará de
ser bajista. En esta ocasión, no explicamos mediante gráfico ni
mucho menos profundizamos en él, porque se requiere de más
conceptos, que para efectos del presente artı́culo no son nece-
sarios y representan una extensión considerable en el tema.
Pues bien, lo que acabamos de presentar, constituyen algunas
de las herramientas más usadas; a partir de este momento, nos
adentramos en las medias móviles y la construcción de nues-
tro modelo.

4. Medias Móviles
Definición 4.1. Una media móvil es un indicador técnico que
combina precios de un activo a lo largo de un perı́odo de
tiempo establecido, y los divide entre el número de datos re-
cogidos para dar una lı́nea de tendencia. Es popular entre
los inversores porque puede ayudar a determinar la dirección
de una tendencia actual y reducir el impacto de subidas de
precio repentinas [IG].

Existen diferentes tipos de medias móviles: Media móvil
simple (SMA), exponencial, logarı́tmica, ponderada, Hull,

Kama, entre otras. El cálculo de SMA es el siguiente:

SMA =

(
1
n

) n

∑
i=1

xi, (1)

donde n es el número de perı́odos y x el precio de cotización.
Es claro que entre más grande n, más lenta la curva, o sea los
precios que entren con fuerza, serán recogidos tardı́amente o
las señales emitidas serán con menor intensidad; no obstante,
este no es el único problema de la media móvil simple, al tra-
tarse de un promedio, es claro que el indicador es sensible a
cambios bruscos en el precio, es decir que un precio entrante
que sea suficientemente alto, o suficientemente bajo, entra a
formar parte del cálculo alterando el curso del indicador, y es
lo más lógico porque está reflejando la realidad, pero a me-
dida que el tiempo trascurra, en cola irá quedando este valor,
y cuando salga, volverá a alterar el indicador, pero esta vez
dando una señal totalmente falsa, pues la curva da una señal
que ocurrió n dı́as atrás.

Por lo anterior, no recomendamos el uso de la media móvil
simple, más si, el uso de la media móvil exponencial, que es
la que usaremos de aquı́ en adelante.

Definición 4.2. Una media móvil exponencial otorga más pe-
so e importancia a los datos de precios recientes y responde
más rápidamente a cambios de precios recientes que la SMA,
se calcula de la siguiente manera: [Kil19].

EMA = Phoy ∗K +EMAa ∗ (1−K), (2)

donde Phoy es el precio actual de cotización, EMAa, la media
móvil exponencial del último dı́a, K es el factor de ponde-
ración cuyo intervalo es (0,1], con K = 2/(n+ 1) y n es el
número de perı́odos.

Si n es 1, EMA es el precio actual, si n≤ 3, Phoy tendrá más
peso, y a partir de 4, se corrige la distribución de ponderación
entre el precio actual y los anteriores. Es decir que entre más
grande sea n, más pequeño es K, y entre más pequeño K, más
pequeño es Phoy y más grande es EMAa.

Este indicador reacciona más rápido a los cambios de ten-
dencia, pues le asigna mayor peso a los datos recientes y en
menor proporción según se retrocede en el tiempo; sin em-
bargo, ningún indicador de media móvil servirá si no se em-
plea de manera adecuada el horizonte temporal. Para analizar-
lo mejor, observemos el siguiente ejemplo:

Figura 5: Histórico de cotización de la acción de Grupo Aval,
año 2020. Es evidente el colapso financiero ocurrido el 9 de
marzo. (Ver sección 2. Historia y contextualización).
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Si consideramos un perı́odo de 100 dı́as que ayude a de-
finir una tendencia de largo plazo, nos damos cuenta de que
es totalmente falso que la señal sea bajista. A mediados del
mes de marzo, el precio ha venido recuperándose y la cur-
va del indicador ha pasado por alto el cambio de tendencia
impidiéndonos ver los momentos clave para comprar y recu-
perarnos de las pérdidas a comienzos de marzo.

Observemos qué ocurre si tomamos un perı́odo más corto:

Figura 6: Histórico de cotización de la acción de Grupo Aval,
año 2020. (mar-dic).

Es evidente que la curva reacciona fielmente a los cambios
de tendencia, pero como la idea no es adivinar el perı́odo n
que debemos tomar, vamos a seguir viendo definiciones que
nos ayuden a construir el modelo.

Definición 4.3. De acuerdo con [Pui20b] La volatilidad es la
variabilidad de la rentabilidad de una acción respecto a su
media en un periodo de tiempo determinado.

Cuando el precio de una acción oscila de manera que las
cotizaciones se alejan de su media, se dice que la acción es
volátil. Este indicador es de gran ayuda para identificar activos
que representan riesgo significativo, pero a su vez aquellos
con los más altos niveles de rentabilidad.

El nivel de volatilidad nos servirá entre otras cosas, a es-
tablecer un rango n del promedio móvil. Es decir que si una
acción es demasiado volátil respecto a sus pares en el merca-
do, el horizonte temporal n deberá ser mayor a 25, entre 15
y 24, para acciones con volatilidad normal, y entre 8 y 14,
para acciones cuyo precio es muy estable. Lo anterior, para
que la curva se comporte de acuerdo con el nivel de oscilacio-
nes, evitando falsas señales, siendo más sensible a cambios
de precio en acciones mucho más estables, y más calmada en
acciones mucho más volátiles.

Definición 4.4. El coeficiente Beta (β ) de una acción mide el
grado de variabilidad de la rentabilidad de una acción res-
pecto a la rentabilidad promedio del mercado en que se nego-
cia. La beta (β ) mide el “riesgo sistemático” o “de mercado”.
Cuanto más volátil sea una acción con respecto al ı́ndice del
mercado, mayor será su riesgo de mercado [Pui20a].

El coeficiente indica qué tanto varı́a el precio de una acción
con respecto a las demás acciones que cotizan en el mismo
ı́ndice. Por ejemplo, Grupo Aval hace parte del ı́ndice NYSE
composite, si la Beta es 1, quiere decir que la acción es igual
de volátil al resto de acciones que cotizan en el NYSE com-
posite, o sea que posee el mismo riesgo sistemático y que en

tanto suba el mercado, en la misma medida subirá la acción,
y en tanto baje, en la misma medida bajará.

Ası́ pues, si la beta es menor a 1, por ejemplo 0,55 quie-
re decir que en tanto el mercado suba 3%, la acción subirá
55%, es decir habrá subido 1,65%. Si la beta es mayor a 1,
por ejemplo 1,4, quiere decir que en tanto el mercado suba
3%, la acción subirá 140%, o sea habrá subido 4,2%. Quiere
decir que en el primer caso, la acción es 45% menos volátil,
mientras que en el segundo caso la acción es un 40% más
volátil que el resto de las acciones que cotizan en el mismo
ı́ndice.

Volviendo al ejemplo, el coeficiente Beta de la acción de
grupo Aval a octubre de 2020 es de 0,61, es decir que esta
acción es poco volátil en comparación a las acciones que per-
tenecen al ı́ndice NYSE composite, por lo tanto el perı́odo n
que podrı́amos usar si tenemos en cuenta el ı́ndice Beta serı́a
de 8 y 15.

En el siguiente gráfico, ilustramos una curva que represen-
ta cada rango.

Figura 7: Curva de medias móviles con horizontes de 12, 25
y 50 dı́as.

Siendo n= 50 (verde), la curva no ayuda a visualizar un punto
clave de compra o venta.
Siendo n = 25 (lila), la curva reacciona más rápido, pero aún
es demasiado tı́mida, no sigue las tendencias oportunamente.
Siendo n= 12 (violeta), la curva dicta un comportamiento con
menos señales lentas y falsas, y sus tendencias se conocen con
claridad de acuerdo con el nivel de oscilaciones del precio.

La beta se calcula de la siguiente manera:

β = ρi

(
σi

σm

)
, (3)

este cálculo corresponde al producto entre la razón de la va-
rianza del precio y la varianza del mercado con la correlación
del ı́ndice de referencia y la acción, (esto lo veremos más ade-
lante, en la sección de teorı́a básica para el estudio de tenden-
cias) donde:

ρi =
1
n

(
n

∑
i=1

(xi− x)(yi− y)

)
,

con x= ı́ndice de referencia y y= precio de la acción,

σi =
1
n

(
n

∑
i=1

(xi− x)2

)
,

que corresponde a la varianza del precio, con:
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x= precio de la acción.
σm= varianza del mercado.

Nos hemos acercado a tres rangos; sin embargo, la ampli-
tud de cada clase sigue siendo distante, ası́ que antes de seguir
acotando esta diferencia, veamos un poco de teorı́a estadı́sti-
ca, que será necesario tenerla en cuenta para saber qué periodo
debemos usar para analizar cualquier acción.

5. Teorı́a básica para el estudio de ten-
dencias

Se habla de variable estadı́stica cuando es parte de una
muestra, mientras que la variable aleatoria se toma del total
de la población. Existen dos tipos de variables aleatorias: La
discreta y la continua. Ambas difieren la una de la otra porque
la primera toma un conjunto de valores finito, mientras que la
segunda puede tomar cualquier valor dentro de un intervalo
(infinito numerable). [Ovi13]

Definición 5.1. Se llama continua a una variable aleatoria
X si su rango Rx es un intervalo o unión de intervalos sobre
los números reales y si tiene probabilidad cero de igualar a
cualquier valor aislado en Rx, es decir que la variable puede
tomar infinitos valores entre dos números, y su probabilidad
de que aparezca repetido, es nula [Ovi13].

Cuando se quiere observar la distribución de los datos de
una población, se dibuja un polı́gono de frecuencias o un his-
tograma. A medida que se obtienen más datos, los picos se
suavizan y se observa una concentración de datos alrededor
de la media. Las variables aleatorias continuas vendrán defi-
nidas por la función de densidad.

Definición 5.2. [Ovi13] señala que la función de distribución
acumulativa de una variable aleatoria continua X es la pro-
babilidad de que X tome un valor menor o igual a algún x
especı́fico.

Esto es:

P(X ≤ x) = F(x) =
∫ x

x
f (t)dt = 0, (4)

en donde t es una variable de integración. Por lo tanto, la fun-
ción de distribución acumulativa F(x) es el área acotada por la
función de densidad que se encuentra a la izquierda de la recta
X = x: Dado que para cualquier variable aleatoria continua X ;

P(X = x) =
∫ x

x
f (t)dt = 0, (5)

entonces,
P(X ≤ x) = P(X < x) = F(x), (6)

es decir que la función de densidad al ser representada con
un histograma, describe lo que se conoce como la Campana
de Gauss o distribución normal. además, para comprender los

indicadores de asimetrı́a y curtosis que vamos a usar, es nece-
sario saber que el área bajo la curva sea igual a 1. Esto último
se obtiene con la siguiente función:

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

π, (7)

que se conoce como la integral de Gauss, y la gráfica que la
representa se conoce como la campana de Gauss.

Figura 8: Campana de Gauss

El resultado de la función gaussiana se obtiene gracias al
teorema de Fubini:7

Teorema 5.1. Sea f : Rn+k→ R integrable, entonces

1. La función de la variable y ∈Rk, f (x,−) : y→ f (x,y) es
integrable.

2. La función g definida por g(x) =
∫

f (x,y)dy es integra-
ble.

3.
∫

gdx =
∫ ∫

f (es decir que la integral de f coincide con
sus integrales iteradas).

es decir:

∫ b

a

∫ d

c
f (x,y)dydx =

[∫ b

a
f (x)dx

][∫ d

c
g(y)dx

]
, (8)

con este resultado, se pudo demostrar que el área bajo la curva
es 18

∫ ∞

−∞
f (x)dx = 1. (9)

Concluimos que la campana de Gauss o distribución nor-
mal satisface dos propiedades:

1. El área bajo la curva es 1 tomando todos los valores de
la recta real en el eje de la abscisa, es decir, de menos
infinito a infinito.

2. La función es mayor a cero en cualquier punto, es decir
que es asintótica con el eje de la abscisa.

7Aquı́ podemos encontrar su demostración: http://matematicas.

unex.es/~montalvo/Analisis_Varias_Variables/apuntes2010/

cap23.pdf
8La demostración de este resultado se puede ver en

el siguiente enlace: https://www.gaussianos.com/

calcular-el-area-bajo-la-campana-de-gauss/
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Con lo visto hasta aquı́, y aclarando que los datos que to-
mamos del histórico de cotización de la acción de grupo aval
es la población total, podemos concluir que la variable de es-
tudio es aleatoria y además continua porque cada valor puede
ser cualquiera dentro de un intervalo infinito numerable. Por
lo tanto, podemos realizar un estudio detallado de su distribu-
ción alrededor de la media, pero antes, también es necesario
conocer una medida de variabilidad de la distribución de pro-
babilidad a partir de la siguiente definición:

Definición 5.3. De acuerdo con [Bet08], los momentos es-
tadı́sticos son formulaciones matemáticas, que se definen co-
mo parámetros estadı́sticos, algunos de los cuales tienen am-
plia connotación dentro del estudio de curvas de distribución
de frecuencias y más especı́ficamente respecto del sesgo y de
la curtosis.

Dada una distribución de datos, se define momento central
de orden r:
( 1

n

) n

∑
i=1

(xi− x)r, donde r es el parámetro. además, existen

momentos poblacionales y muestrales. El momento muestral
central de orden 2 es la varianza s2 o también σ2. además,
como ya se vio que el área bajo la curva de distribución nor-
mal es 1, ahora, bajo la misma curva, la desviación estándar,
que serı́a la raı́z cuadrada de la varianza σ , señala el punto
de inflexión de la curva y representa al 68.3% de los datos, o
sea que refleja la dispersión de los datos o la distancia de los
mismos respecto a un valor central.

Figura 9: Distribución normal.

Recordemos que el coeficiente beta se calculaba como se
muestra en 3, ahora tiene mucho más sentido decir que el ni-
vel de volatilidad de una acción se mide en función de las
varianzas del precio y la varianza del mercado, que como aca-
bamos de ver, corresponde al segundo momento estadı́stico.
Lo anterior es sumamente importante porque de acuerdo con
el grado de concentración de los datos alrededor de la media,
se puede obtener el nivel de volatilidad de una acción, y junto
con el coeficiente beta, ayudarán a definir el perı́odo n.

Volviendo a nuestra acción de estudio, si calculamos la
desviación estándar a los datos tomados desde el 10 de marzo
de 2020 al 23 de octubre del mismo año, y este resultado lo
dividimos por el promedio aritmético de los datos, obtenemos
9.17%. Es decir que los datos se alejaron de la media en ese

porcentaje y da señales de que el perı́odo a usar para la media
móvil exponencial es el rango 8-14.

Figura 10: Concentración de los precios alrededor de la me-
dia.

Como bien podemos notar, la curva se aleja de una distri-
bución normal, es decir que los datos se encuentran tan con-
centrados alrededor de la media que si usamos un perı́odo le-
jano a 8, el indicador no perseguirá las tendencias a corto pla-
zo y será menos diciente. Esto explica que sólo hemos podido
aclarar qué tan volátil es un activo, pero no aclara si se trata
de una distribución normal de los datos o no. Por eso, en este
artı́culo incluimos el estudio del coeficiente de curtosis.

Definición 5.4. El coeficiente de curtosis es una medida es-
tadı́stica que determina el grado de concentración que pre-
sentan los valores de una variable alrededor de la zona cen-
tral de la distribución de frecuencias. También es conocida
como medida de apuntamiento y se calcula ası́:[Mar17].

g2 =

(
1
n

) n

∑
i=1

(xi− x)4

s4 −3. (10)

De acuerdo con la definición de momento estadı́stico, co-
rresponde entonces al cuarto momento central respecto de la
media dividido entre el cuadrado de la varianza, todo ello me-
nos 3.

Si el resultado anterior es cero o cercano a él, se dice que la
distribución es normal y su curva es Mesocúrtica, si el resul-
tado es mayor a cero, el grado de concentración de los datos
es elevado alrededor de la media y su curva es Leptocúrtica,
si el resultado es menor a cero, entonces el grado de concen-
tración de los datos alrededor de la media será reducido y su
curva es Platicúrtica.

Lo anterior tendrá un comportamiento ası́:

Entonces, cuando el coeficiente sea cero, el rango de n para
2 será 15-24, si es mayor a cero, el rango será 8-14, si es me-
nor a cero, el rango será mayor a 24, y ello basado en qué tanto
se aleja de ser una distribución normal o en qué tan volátil es
el activo respecto a sus pares en el mercado (β ).
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Figura 11: Tipos de curvas de acuerdo con el coeficiente de
curtosis.

6. La Media Móvil Exponencial no
sólo se usa reemplazando valores

A lo largo del texto, hemos visto que la acción de grupo
Aval no es muy volátil. Su coeficiente Beta de 0,61 indica que
su precio fluctúa un 39% menos a lo que fluctúan las acciones
que cotizan en el NYSE composite, sumado a esto, sus precios
oscilan en 9,17% alrededor de la media, que al ser graficados
permiten ver una curva de distribución bastante estirada que
obedece a un coeficiente de curtosis de 6,51, muy por encima
de una distribución normal. Con esto, podemos realizar un
mejor análisis del gráfico.

Fijamos un horizonte para la media móvil exponencial de 8
dı́as, y para dar más claridad a los cambios de tendencia y por
supuesto a los puntos de compra y venta, tomamos otra curva
arbitraria, en particular, de 15 dı́as, (el horizonte mı́nimo del
segundo rango (15-24)), que representa la tendencia del activo
a mediano plazo.

Figura 12: EMA para la acción de Grupo Aval usando Media
móvil exponencial.

Cuando la curva de 8 dı́as (azul) cruza de abajo para arriba
a la curva de 15 dı́as (verde), en algunos casos obedece a un
cambio de tendencia, y por ende el inversionista deberá com-
prar. Cuando suceda lo contrario (la curva azul cruce de arriba
para abajo a la curva verde), indicará entonces, en algunos ca-
sos un cambio a tendencia bajista, y por ende el inversionista
sabrá que es el momento de vender. Por ejemplo, a comien-
zos del mes de noviembre, la curva azul cruza de abajo pa-
ra arriba a la curva verde dando una clara señal de cambio a
tendencia alcista. En ese momento, el inversionista que haya
decidido comprar, habrá mantenido su posición hasta la fecha
dado que las curvas no han dado una señal de cambio de ten-

dencia y evidentemente habrá obtenido un beneficio enorme
en términos monetarios.

Para replicar el mismo análisis a los demás activos, vamos
a usar el lenguaje de programación Python como sigue:

Importamos las librerı́as de Pandas, Numpy, Datetime y
Matplotlib, además, desde la API de Yahoo Finance importa-
mos el histórico de cotización de la acción de Bancolombia
que guarda un Ticker de referencia ’CIB’ indicándole al
programa que considere los precios del 10 de marzo al 23 de
octubre del 2020.

Importamos datos de la API de Yahoo Finance relacionados
con el histórico de cotización de la acción de Bancolombia:

1 import pandas as pd

2 from pandas_datareader import data as pdr

3 import numpy as np

4 import datetime as date

5 import matplotlib.pyplot as plt

6 fecha_ci=date.datetime (2020 ,10 ,23)

7 fecha_ap=date.datetime (2020 ,3 ,11)

8 stock="CIB"

9 a_ele=pdr.get_data_yahoo(stock , start=

10 fecha_ap ,end=fecha_ci)\\

Visualizamos los datos con ayuda de un Dataframe:

1 df=pd.DataFrame(a_ele)

2 desv=a_ele[’Close’].std()

3 coeficiente_std=desv/a_ele[’Close’].mean()*100

4 print(coeficiente_std)

5 a_ele.describe ()\\

Figura 13: El Coeficiente Desviación estándar (STD) indica
que la acción de Bancolombia no es volátil, pues el coeficiente
de desviación estándar es de 9,68%

Bien, con el anterior dato podemos elegir el número de dı́as
apropiado para la media móvil exponencial. Escribimos la
siguiente función que nos servirá para calcular el coeficiente
de curtosis:

1 varianza=a_ele[’Close’].var()

2 media=a_ele[’Close’].mean()

3 momento_cuatro =0

4 curtosis =0

5 import math
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6 def curtosis ():

7 momento =0

8 for i in a_ele[’Close ’]:

9 momento +=math.pow(i-media ,4)

10 momento_cuatro=momento /159

11 curtosis=momento_cuatro/math.pow(vari

12 anza ,2) -3

13 return curtosis

14 coef_curtosis=curtosis ()

15 print(coef_curtosis)

El código replica la fórmula vista en la sección 5. Para este
caso es de 3,09, es decir que la curva es leptocúrtica.

Para efectos prácticos del código, escribimos una función
que elija aleatoriamente el perı́odo n de la media móvil
exponencial respetando los rangos establecidos. En esta
ocasión, como el coeficiente de curtosis y la desviación dan
señales de ser un activo poco volátil, el rango que debe
tomar el programa es 8-15; sin embargo, sugerimos que en la
práctica este perı́odo sea escogido con mayor rigor.

Construimos una función condicional que evalúa el coeficien-
te de curtosis hallado anteriormente para definir el número de
dı́as de la media móvil exponencial

1 import random as rd

2 n=0

3 ndos=0

4 def periodo ():

5 if 2<coef_curtosis:

6 n=rd.randint (8,14)

7 ndos=rd.randint (15 ,24)

8 if -2<=coef_curtosis <=2:

9 n=rd.randint (15 ,24)

10 ndos=rd.randint (25 ,50)

11 else:

12 n=rd.randint (25 ,50)

13 ndos=rd.randint (51 ,100)

14 return n,ndos

Finalmente, como se necesitan dos curvas que ayuden a
identificar los cambios de tendencia, definimos dos variables
nu, nd que obedecen a los perı́odos de las medias móviles:

1 def EMA(df,n):

2 EMA=pd.Series(pd.Series.ewm(df[’Close’],span

=

3 n,min_periods=n-1,adjust=False).mean(),name=

4 ’EMA_’+str(n))

5 df=df.join(EMA)

6 return df

7

8 nu=periodo ()[0]

9 nd=periodo ()[1]

10 df=EMA(a_ele , nu)

11 df2=EMA(df , nd)

12 df2=df2[[’Close’,’EMA_’+str(nu),’EMA_’+str(nd)

]]\\

El gráfico es el siguiente:
Observemos que, al ser un activo relativamente estable,

las tendencias son seguidas con oportunidad, y las señales de
compra en los puntos donde la media de 13 (amarillo) cruza

Figura 14: Medias móviles de 13 y 18.

a la media de 18 (verde) se ven con facilidad, al igual que las
señales de venta.

A fin de evitar una extensión del texto, dejamos que el lec-
tor intente replicar este modelo en otras acciones y verificar el
comportamiento de las curvas. Simplemente habrá que reem-
plazar el Ticker proporcionado en la primera lı́nea que para el
caso de Bancolombia es ’CIB’ por el Ticker correspondiente
a la empresa deseada, y el modelo estará listo para graficar los
resultados.

7. Asimetrı́a móvil y función de ten-
dencia periódica

Los inversionistas son ambiciosos, lo que hace que quieran
anticiparse a los cambios de tendencia y realizar las operacio-
nes justo antes de que el resto de jugadores lo haga, y ası́ ob-
tener un beneficio mayor. Para satisfacerlo, es importante que
nos introduzcamos en el coeficiente de Asimetrı́a de Fisher y
buscar la forma de asociarlo a los cambios de tendencia.

Definición 7.1. El coeficiente de Asimetrı́a informa el grado
en que los datos se reparten proporcional y equitativamente
por encima y por debajo del punto central de la distribución.
En el caso que dicho reparto sea equilibrado, se dice que la
distribución es simétrica, se calcula de la siguiente manera:
[Bet08].

g1 =

(
1
n

) n

∑
i=1

(xi− x)3

(
( 1

n

) n

∑
i=1

(xi− x)2

)3/2 . (11)

El coeficiente de Asimetrı́a se define como el tercer mo-
mento central respecto de la media y tiene las siguientes in-
terpretaciones:

1. Si el resultado es mayor a cero, se dice que la distri-
bución es asimétrica positiva, es decir que existe mayor
concentración de datos por encima de la media.

2. Si el resultado es menor a cero, se dice que la distribu-
ción es asimétrica negativa, es decir que existe una ma-
yor concentración de los datos por debajo de la media.
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Figura 15: Coeficiente de Asimetrı́a de Fisher.

3. Si el resultado es igual a cero, la distribución es simétri-
ca, existe una distribución proporcional de los datos.

Si el coeficiente es negativo, la tendencia que sigue el
activo es bajista, lo contrario sucederı́a si la distribución es
asimétrica positiva.

El coeficiente de asimetrı́a de la acción de aval es de 0.99,
es decir que hay una mayor concentración de datos por encima
de la media, que podemos visualizar en el siguiente gráfico:

Figura 16: Precios respecto de la media.

De todas formas, no sabemos si habrá un comportamien-
to alcista o bajista pues el coeficiente únicamente está dando
una razón respecto del histórico. Esto sucede porque si los
precios históricos tienen más peso que los recientes, el coefi-
ciente será positivo, pero puede suceder que la tendencia en
el momento sea bajista, y sin darnos cuenta estemos interpre-
tando erradamente. Por esta razón proponemos analizar una
posible tendencia respecto de los últimos datos de la serie,
guardando una relación con el rango estudiado para la media
móvil.

Dado que el coeficiente trabaja con una media aritmética,
vamos a calcular este mismo, pero con una media móvil ex-
ponencial de 8 dı́as, para que su resultado sea congruente con
el comportamiento de las curvas y proporcione una dirección
futura respecto de la media calculada. Es decir que si el indi-
cador es mayor a cero, y alejado lo suficiente de él, la señal

emitida será un comportamiento alcista y de mayor proba-
bilidad para que el futuro precio mantenga la tendencia. Lo
contrario sucederá con un coeficiente negativo. Lo que pro-
ponemos es construir el indicador de asimetrı́a para perı́odos
móviles de 8 dı́as con media exponencial.

Figura 17: Comportamiento del coeficiente de Asimetrı́a
móvil de 8 dı́as.

El gráfico muestra el comportamiento del coeficiente en un
lapso de 8 dı́as desde marzo. Cuando está por encima de ce-
ro, la tendencia ha sido alcista, mientras que ha sido bajista
cuando el gráfico describe la lı́nea por debajo de cero. Si nos
detenemos más, observamos que la amplitud de la gráfica es
de 1.5 aproximadamente y pareciera que su periodicidad de
onda fuera de 1 mes y medio aproximadamente, lo que signi-
fica que la tendencia que sigue la acción de grupo aval tiene
esta duración. Lo que acabamos de ver, es un indicador que
estamos proponiendo para estudiar tendencias y que ha sido
deducido de las medias móviles exponenciales.

Este gráfico puede ayudarle al inversionista a tomar una
decisión respecto al momento de invertir, que es justo antes
de que termine el perı́odo de tendencia bajista, o al momento
de vender, que es cuando el perı́odo de la tendencia alcista ter-
mine. además, puede estar seguro de que el activo mantendrá
esta tendencia a lo largo de un mes y medio. Pero, ¿cómo se
da cuenta de este cambio a futuro?

Pues bien, para ello vamos a aproximar por medio de
una función que nos ayude a calcular el momento en que
ocurre el cambio de tendencia. Como hemos visto en la
gráfica, el indicador se comporta de la misma forma, lo que
supone que usaremos una función periódica. Tomaremos
entonces la base de datos y promediaremos los coeficientes
de asimetrı́a calculados previamente que tengan valor inferior
a cero. Lo mismo haremos con el coeficiente de asimetrı́a que
sean mayores que cero. Si denotamos al promedio de cada
coeficiente como gi, obtenemos lo siguiente:

gi < 0≈ 1,2403
gi > 0≈ 1,1125.

Promediando ambos valores, obtenemos que la amplitud
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de la función que queremos estimar es de 1,1764. 9 Además,
ya sea que observemos la gráfica o con base en los datos reco-
gidos, la periodicidad de esta función es de 47 dı́as aproxima-
damente 10, y por último, para encontrar más fácil la función,
analizamos lo que pasa desde el dı́a 53 (26 de mayo de 2020
- momento en el cual, el coeficiente pasa de ser negativo a ser
positivo).

Como la periodicidad de la función seno es de 2π el
coeficiente de la variable de la función buscada es de:

47 = 2π
k , k 6= 0

k = 2π
47

k ≈ 0,1337.

además, como nuestro dato base comprende lo sucedido
a partir del dı́a 53, entonces el desfase de la función vendrá
dado por α :

α
k = 53
α = 53∗0,1337
α ≈ 7,0853.

Tenemos que la función seno buscada es:

f (x) = 1,1764sin(0,1337x−7,0853). (12)

Con esta función, podemos tomar cualquier dı́a y estimar
su tendencia; sin embargo, aún no contestamos la pregunta
hecha de saber en qué momento exacto nos damos cuenta de
un cambio de tendencia. Pues bien, gracias a la derivada de
esta función, podemos encontrar el punto máximo y el punto
mı́nimo. Dado que la derivada de la ecuación (12) es:

f ′(x) = 0,1573cos(0,1337x−7,0853). (13)

Lo anterior se ve gráficamente de la siguiente manera: si ha-
cemos la ecuación (13) igual a cero, tenemos el máximo y
el mı́nimo que representan los cambios de tendencia. Como
ejemplo, tomamos la expresión 0,1337x− 7,0853 = π

2 , (da-
do que la función coseno es nula en π

2 ), despejando x se
obtiene x ≈ 65. Es decir, que a partir del dı́a 13 (aproxima-
damente), se da el primer cambio de tendencia de los pre-
cios de la acción de Grupo Aval. En general, se tiene que
0,1337x− 7,0853 = kπ

2 son los cambios de tendencia para
cualquier k natural, donde k es impar. Ahora bien, si a la ante-
rior igualdad la llamamos ∆, y calculamos la segunda derivada
de (12)

f ′′(x) =−0,021sin(0,1337x−7,0853) (14)

encontramos que si la ecuación (14) evaluada en ∆ es negativa,
entonces allı́ habrá un cambio a tendencia bajista, mientras
que si la ecuación (14) evaluada en ∆ es positiva, entonces

9La razón por la que se promedian los valores es porque debemos man-
tener como eje de simetrı́a al cero, porque de lo contrario no podemos hacer
uso del coeficiente de asimetrı́a explicado previamente.

10La intención es dar una aproximación más no una predicción exacta de
la tendencia

Figura 18: Función tendencia y su derivada.

allı́ habrá un cambio a tendencia alcista, pues allı́ estarán los
máximos y mı́nimos respectivamente de la ecuación (12).

8. Conclusión
Con frecuencia, el uso de indicadores para el análisis

técnico se hace de manera empı́rica [Par99] desaprovechando
métodos recursivos a partir de teorı́a básica estadı́stica, que
entre otras cosas, en este artı́culo se vio que proporciona una
ayuda indiscutible para describir tendencias y para una acción
en particular, su predicción. Además, en virtud del acelerado
crecimiento del mercado bursátil en Sudamérica de la última
década [Sch15], se propuso un indicador que proporciona una
herramienta alternativa para la inversión e incentiva al uso de
indicadores con mayor rigor, pues a partir de este, se pudo en-
contrar una función que describe las curiosas ondas del gráfi-
co de asimetrı́a móvil. Finalmente, si se pudo realizar una des-
cripción grosso modo de las tendencias de un activo bursátil
sin haber complicado este escrito con deducciones rigurosas
o con el uso de matemática compleja, entonces se puede dar
una idea de la cantidad de herramientas que se pueden crear o
teorı́a que puede surgir.

Agradecimientos.
Al profesor del semillero de investigación en matemática
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Pensar lento, muy lento.
Sobre la demostración inductiva y deductiva de un postulado

Federico tiene varios problemas, uno de ellos: no aprendió
a tragar entero.

Tragar entero es un atributo relevante en el mundo con-
temporáneo, es lo que se espera de una persona adaptada. La
aceptación de los hechos tal como nos son narrados y, ante
cualquier estı́mulo, la respuesta rápida, irreflexiva, automáti-
ca, casi instintiva, es un valor altamente ponderado en los di-
ferentes ámbitos de la sociedad actual.

Recitar: el himno nacional completo, el alfabeto griego, los
versos de El Fausto, la tabla del 8 y las conjugaciones de mu-
chos verbos regulares en inglés; estas y muchas otras proezas
de la memoria eran posibles para Federico, pero aún ası́, el
mecanismo del pensamiento instantáneo no gobernaba omni-
presente sus decisiones, el pensamiento reflexivo o mal llama-
do lento, regentaba su comportamiento, su lenguaje, lo que es
lo mismo que su mente.

El pensamiento lento es una extraña herramienta, muy
inoportuna para contestar los buenos dı́as, para la aritmética
simple y/o para montar bicicleta -para lo cual el pensamiento
automático o rápido funciona eficientemente-; de todas for-
mas, Federico valoraba sobradamente su capacidad de refle-
xión, aun cuando las respuestas pausadas no le ayudaran a
sobresalir como a las personas consideradas listas, a las que
encontraba más prontas de boca y gestos que de mente.

Los doctos, capaces de la sorprendente habilidad de hablar
más rápido que pensar, murmuraban acerca de Federico, de su
expresión dubitativa, su falta de determinación para esgrimir
máximas y verdades fundamentales a discreción, por lo que se
le consideraba un tipo un poco tonto; Federico, quien se con-
sideraba un ı́ntegro tonto, no reparaba mucho en la opinión
que de él se tenı́a.

Por alguna razón Federico no habı́a podido superar la tara
de asociar los conceptos a razonamientos deductivos, propios
de la lógica o de las matemáticas, era un defecto con el que
creció, y a pesar de las clases de retórica, no le habı́a sido
posible superar aquella limitación.

Federico nunca estuvo convencido de muchas cosas, entre
otras, de los axiomas fundamentales de la economı́a, desde
los más simples y comúnmente aceptados hasta los más com-
plejos y controversiales. Notó que, aunque nadie entendı́a a
profundidad lo que se hablara respecto a estos temas, todos,
menos él, asentı́an con la cabeza: -un nivel de inflación es
saludable-, -la deuda es la base del crecimiento económico-,

-la capitalización bursátil es el valor real de una empresa en
el mercado-. . . . Cada sentencia como estas agobiaba el pensa-
miento profundo de Federico, quien siempre preguntaba: ¿por
qué?, ¿por qué es natural que el dinero pierda capacidad ad-
quisitiva? ¿por qué es bueno deber? ¿Por qué las variaciones
especulativas de una acción en una bolsa especı́fica deberı́an
asignarle valor a una empresa real y con activos que generan
riqueza? Los diferentes esfuerzos de los economistas por ex-
plicar dialécticamente los mismos principios le parecı́an un
saludo a la bandera, desarticulados, no comprobables y aún
lejanos de una aplicación práctica.

Para Federico las matemáticas no eran una ciencia plena,
la abstracción absoluta le parecı́a semejante a un juego y en-
tendı́a a la ciencia como el estudio de los hechos que acaecen,
en un sentido material. Para él las matemáticas en sı́ eran ape-
nas poco más que un martillo o cuanto mucho un acordeón,
que aunque fuera definible independientemente de un uso -en
su condición abstracta-, cobraba sentido únicamente en su re-
ferencia al mundo práctico y en asocio a un hecho especı́fico;
Federico no era un matemático, no, tal oficio para él era equi-
parable al de un Maestro del Ajedrez o al de un Curador de
Arte; era un técnico, un técnico de propiedades y relaciones.

Federico consideraba que un problema capital para la hu-
manidad era el combate de la inequidad, aun cuando la de-
sigualdad era por él considerada una condición natural a cual-
quier sistema fı́sico; la capacidad para que a cada uno pudie-
ra dársele lo suyo -aunque no a todos les correspondiera lo
mismo- le parecı́a la materialización de la justicia, un valor
por él muy ponderado.

Federico realizó las siguientes consideraciones: tal como el
calor procedente de una fuente se distribuye en el espacio a lo
largo del tiempo, del mismo modo el desarrollo integral, pro-
veniente del estado, deberı́a difundirse a través de las distintas
poblaciones.

La función de desarrollo integral o de equidad (E) deberı́a
ser multivaluada, entendiendo que dicha integralidad abarca
aspectos sociales suficientemente cuantificables (por ejemplo,
a través de indicadores sociales), tales como: el acceso a sa-
lud, la satisfacción de las necesidades alimentarias, las con-
diciones de seguridad y orden público, el nivel de consumo
per cápita, el acceso a la justicia, el acceso a la educación, el
ejercicio de la democracia, entre muchos otros.

Asumiendo el desarrollo económico como un fenómeno de
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difusión, la tasa de cambio de la función de la equidad (E) con
respecto al tiempo (t), es decir, la manera en que la función
de equidad va cambiando a lo largo del tiempo, es directa-
mente proporcional a la variación de la tasa de cambio de la
función de la equidad (E) con respecto a los diferentes tipos
de población (x) sobre la que se estudia el fenómeno, más las
perturbaciones externas al sistema, las cuales poseen un com-
portamiento estocástico en función del tiempo w(t).

Un primer esbozo del modelo podrı́a ser:

∂E
∂ t

= A
∂ 2E
∂x2 +w(t).

Con A siendo una constante propia del medio de difusión,
una caracterı́stica de la permeabilidad de la población a las
variables de la función de desarrollo (E).

Los razonamientos antes expuestos aun cuando tenı́an su
germen en pensamientos que previamente rondaban de algu-
na forma la mente de Federico, fueron inspirados, principal-
mente, por un artı́culo titulado: Aplicación de los Procesos
de Difusión a la Planificación del Desarrollo Económico, por
Guillermo Gómez y Gerhard Tintner, publicado en el Boletı́n
de Matemáticas de la Universidad de Viena del año 1977; las
afirmaciones del modelo referido no eran equivalentes al plan-
teamiento de Federico, pero si eran claramente comparables.

El resultado esperado para Federico era el de la determi-
nación de la función multivariada E(t) como un proceso es-
tocástico cuyas trayectorias y sus distribuciones de probabili-
dad asociadas representan distintas realizaciones del compor-
tamiento de la equidad en el conjunto de la población; a través
de dicha función serı́a posible estimar los gradientes y de esta
manera encontrar los parámetros con los que se optimizarı́a el
logro del desarrollo económico integral en términos del tiem-
po y recursos necesarios para conseguirlo en cada población,
permitirı́a también estimar el impacto (o sensibilidad) de cada
factor en el logro de los objetivos de equidad.

Habiendo definido la ecuación diferencial parcial es-
tocástica, se dispuso Federico a resolverla, lo que supuso un
importante desafı́o que al final consiguió (lo que es sorpren-
dente, ya que para la mayorı́a de estas ecuaciones, no se en-
cuentra una solución analı́tica); posteriormente procedió a de-
terminar condiciones iniciales y de frontera, simulando múlti-
ples escenarios en los que evaluó la conveniencia de los di-
ferentes parámetros para el logro del desarrollo económico
integral y el aumento de la equidad en el sistema de poblacio-
nes.

Algunas conclusiones eran de esperarse: el acceso a con-
diciones básicas de alimentación, salud, vivienda, seguridad
y educación (entre otros) son determinantes para alcanzar so-
ciedades más equitativas, no hubo aquı́ un descubrimiento que
sorprendiera a Federico.

Un poco menos predecible era el hecho que, las sociedades
en las que habı́a un mayor incentivo al gasto en bienes pres-
cindibles y de lujo, acceso al crédito de libre inversión y de
consumo, y menor interdependencia del individuo en térmi-
nos de sus relaciones sociales, se daban condiciones menos
favorables para la equidad; justo en este momento y de ma-
nera paradójica, Federico recibió un texto de publicidad en la

que le ofrecı́an un móvil de última tecnologı́a con pagos en
cuotas mediante el uso de un servicio bancario; ignorando el
contenido del mensaje se preguntó ¿cómo obtuvieron mis da-
tos de contacto? ¿es casual que la pasarela de ventas en asocio
con el banco en el que tengo mi cuenta de ahorros, me ofrez-
can un teléfono, justo unos dı́as después de que el mı́o viene
presentando problemas?

Volviendo a los modelos derivados de su ecuación, Federi-
co notó que las conclusiones no parecı́an ser en extremo sor-
prendentes, entonces ¿por qué las sociedades son tan inequi-
tativas?

Federico conjeturó que una explicación plausible del
fenómeno surgı́a de analizar un conjunto de escenarios con
valores iniciales de alta concentración de poder, en ellos los
recursos aumentan progresivamente su grado de concentra-
ción, lo que puede determinarse al encontrar un gradiente ne-
gativo predominante de la función de desarrollo económico
integral, en dichos escenarios los parámetros que causaban
condiciones menos favorables para la equidad y sus efectos
combinados poseı́an mayor impacto, y la independencia de
los órganos de gobiernos se encontraba en grave riesgo.

Pensó Federico que las condiciones iniciales de alta con-
centración de poder y recursos eran entonces la principal cau-
sa de que algunos escenarios no presentaran un ambiente fa-
vorable para el desarrollo económico equitativo, lo que coin-
cidı́a con las conclusiones de su lectura de hacı́a un par de
meses de El Capital en el Siglo XXI del matemático francés
Thomas Picketty; en la misma obra se propone como solución
gravar con impuestos las grandes acumulaciones de capital, lo
que propiciarı́a en el largo plazo condiciones más favorables
para el equilibrio económico social; de manera que Federico
preparó un escenario con tales condiciones y se sorprendió al
encontrar que todas las soluciones que llevaban a un rápido
equilibrio económico y social guardaban una estrecha rela-
ción con altos valores en el ejercicio de la democracia, por
parte de una ciudadanı́a polı́ticamente responsable.

Luego de una breve meditación, Federico abandonó su
ecuación, lo hizo con tristeza y decepción, -es inútil- susurró,
mientras organizaba el escritorio y arrugaba las hojas que con-
tenı́an sus notas para que ocuparan menos espacio en la pape-
lera al desecharlas. Sus razones, como él, simples y directas.

Si las conclusiones obtenidas de la ecuación no son ciertas,
de nada vale la misma; ahora bien, si lo son: se hace necesaria
como una precondición para el desarrollo económico equita-
tivo, la formación de individuos educados y crı́ticos, que de
manera comprometida ejerzan su papel en la democracia, de
nada servirı́a conocer los hechos develados por la ecuación si
no se da la citada condición.

Una nueva sociedad significativamente más equitativa no
emergerá como un milagro o como un descubrimiento, un es-
tado más justo viene a ser la consecuencia de una sociedad
informada, culta y participativa, la demostración de la veraci-
dad de la ecuación no está en el papel ni en manos de alguien,
está en las acciones concretas y en las manos de todos, se dijo
Federico.

Dayron Fabián Achury-Calderón
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Es frase de cajón, pero los números primos son los átomos
de nuestros números, los más simples, esos que todo mundo
usa a diario, los naturales, también llamados enteros positivos.
Y como no podrı́a se de otra manera, los problemas funda-
mentales de la teorı́a de números, la rama de las matemáticas
que estudia a los números naturales y sus propiedades, están
relacionados con los números primos, de hecho, la hipótesis
de Riemann [BSCBRAW08], el problema abierto más famoso
de las matemáticas, está relacionado con los números primos.
También es frase de cajón, pero desde tiempos de los griegos,
se estudian a los números primos y sus propiedades, tanto,
que sabı́an como encontrarlos.

Figura 1: Los griegos nos enseñaron el proceso de encontrar
números primos mediante el uso de una criba.

De hecho, sabian cuantos hay, Euclides demostró lo si-
guiente:

Teorema 0.1. Hay un número infinito de números primos.

Siguiendo con las frases de cajón, la secuencia de números
naturales más famosa, de lejos, muy de lejos, está dada por
los números

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, ..., (1)

y se conoce como la secuencia de Fibonacci y sus términos
números de Fibonacci. Este es un caso particular de una rela-
ción de recurrencia, esto es, detrás de la secuencia de números

se tiene una ecuación que define recursivamente sus valores,
una vez que se dan uno o más términos iniciales, cada término
adicional de la secuencia se da en función de los términos
anteriores. Por ejemplo, si consideramos

un = un−1 +un−2, (2)

al dar dos números naturales iniciales n, se puede obtener un
número infinito de secuencias. En particular, si consideramos
u1 = 1 y u2 = 1, entonces tenemos la famosa a secuencia
de Fibonacci 1, la cuál ha sido ampliamente estudiada desde
1202, año en que aparece en el libro de aritmética Liber Abaci
de Leonardo Pisano [Hog72]. Por su peculiar importancia, se
suele denotar por Fn la secuencia de Fibonacci y sus elemen-
tos, y es un hecho bastante conocido que un número natural,
es un número de Fibonacci, si satisface la ecuación de Binet
[Alv17]

Fn =

(
1+
√

5
2

)n
−
(

1−
√

5
2

)n

√
5

. (3)

Aunque vale la pena mencionar que una ecuación similar se
puede obtener para cualquier otra sucesión dada por una rela-
ción de recurrencia, la secuencia de Fibonacci, es la única que
satisface el siguiente resultado

Teorema 0.2. El lı́mite de la razón entre el n-ésimo término
en la secuencia de Fibonacci y el término inmediatamente an-
terior, tiende al número áureo [Alv17]

lı́m
n→∞

Fn+1

Fn
=

1+
√

5
2

. (4)

Que la secuencia de Fibonacci este relacionada con una de
las cantidades más conocidas e intrigantes de la matemática,
en conjunto con los cientos de aplicaciones en un sinnúme-
ro de lugares diferentes, y que después de ochocientos años
de estar sometida al escrutinio de matemáticos e interesados
varios, todavı́a existan muchas preguntas abiertas al respec-
to, nos da una idea de la trascendencia de esta serie, de he-
cho, existe una asociación de Fibonacci y una revista dedi-
cada únicamente a publicar resultados relacionados con esta
secuencia, The Fibonacci Quartely.

¿Pero qué tienen en común los números primos y la se-
cuencia de Fibonacci?, si comparamos los números en la Fi-
gura 1 y los que aparecen en la ecuación (1) observaremos
que hay algunas similitudes 2,3,5,13, ... ¿Y si seguimos com-
parándolos, encontraremos más números comunes?

1En su definición original, Fibonacci comenzó la secuencia con 1, pero
hoy en dı́a se inicia en cero sin que se tenga ninguna alteración en sus propie-
dades.
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Para responder a la pregunta anterior, primero lo primero,
la siguiente definición es de cajón, pero se requiere.

Definición 0.1. Diremos que un número es primo de Fibo-
nacci, si es un número de Fibonacci que es primo.

Además, debemos tener en cuenta que a pesar del teorema
0.1 encontrar números primos es un problemón, de hecho el
número primo más grande conocido hasta hoy es

282,589,933−1.

Encontrado por Patrick Laroche, miembro de GIMPS, abre-
viación de Great Internet Mersenne Prime Search [GIM13].
Un número bastante grande, para escribirlo se ocupan
24,862,048 dı́gitos. Por otro lado, el número primo de Fibo-
nacci más grande conocido y aceptado 2 es

F3,340,367.

Comparado con el primo más grande, este número solo tiene
21,925 digitos, ası́ que tenemos muchı́simos números primos
candidatos a ser primos de Fibonacci, momento, ¿de cuantos
números primos de Fibonacci estamos hablando?

Problema abierto 0.1. Para el conjunto de números primos
de Fibonacci, su finitud es desconocida.

Vean qué problema, después de ochocientos años largos de
análisis teórico y computacional, la secuencia de Fibonacci se
resiste a revelarnos todos sus secretos.

Figura 2: Los múltiplos de 5 aparecen a medida que se van
sumando de manera adecuada los términos en la secuencia de
Fibonacci.

Veamos que hay diversos caminos misteriosos en los que
los números primos aparecen dentro de la secuencia de Fibo-
nacci. En la Figura 2 vemos un arreglo de números que toma
forma triangular, en la columna central está compuesta jus-
tamente por los números de Fibonacci, la siguiente columna
de la derecha se obtiene de sumar el elemento Fn con el ele-
mento Fn+2, ası́ se obtiene la secuencia 0 + 1 = 1,1 + 3 =
4,3+8 = 11,8+21 = 29, ... Hasta acá, nada raro, pero si to-
mamos los elementos de esta secuencia y los sumamos dos

2En la red se pueden encontrar sitios donde aparecen posibles candida-
tos a ser primos de Fibonacci http://www.primenumbers.net/prptop/
searchform.php?form=F%28n%29&action=Search

a dos de manera consecutiva ya vemos algo interesante, la
secuencia de números en la tercer columna de la derecha es
1+ 4 = 5, 4+ 11 = 15, 11+ 29 = 40,... Sı́, todos múltiplos
de 5, aún más, todos son el resultado de multiplicar por 5 al
número de Fibonacci que tienen al frente. Si ahora en la Fi-
gura 2 nos fijamos en la primer columna de la izquierda, res-
pecto de la central compuesta por los números de Fibonacci,
observaremos que sus elementos se obtienen de sumar el ele-
mento Fn+1 con el elemento Fn+3, ası́ se obtiene la secuencia
1+ 2 = 3,2+ 5 = 7,5+ 13 = 18,13+ 34 = 47, ... De nuevo
nada raro, pero sumándolos dos a dos de manera consecutiva,
la secuencia de números en la tercer columna de la izquierda
es 3+ 7 = 10, 7+ 18 = 25, 18+ 47 = 65,... Sı́, nuevamente
todos múltiplos de 5, aún más, todos son el resultado de mul-
tiplicar por 5 al número de Fibonacci que tienen al frente. Si,
vuelvan a verlo y disfrútenlo.

Si continúan recreando el proceso del párrafo anterior, ob-
tendrán una infinidad de columnas, cada una será una secuen-
cia infinita de múltiplos de 5. Obtendrán la tabla de mutiplicar
del 5 más bella que hayan visto.

Para fijar ideas, consideremos una secuencia con los ele-
mentos de las segundas columnas a izquierda y derecha de la
columna central en la Figura 2, la cual denotaremos 5F , ası́

5F =5,10,15 . . . ,Fn +Fn+2 +Fn+2 +Fn+4, (5)
Fn+1 +Fn+3 +Fn+3 +Fn+5, ....

Vamos a demostrar que en efecto, todos los términos en
esta secuencia son múltiplos de 5, haciendo uso de la ecuación
(3). Para esto tomemos los términos

Fn +Fn+2 =

(
1+
√

5
2

)n+1

+

(
1−
√

5
2

)n+1

,

Fn+2 +Fn+4 =

(
1+
√

5
2

)n+3

+

(
1−
√

5
2

)n+3

.

Usando la fórmula de Binet para Fn y Fn+2, tenemos que:

Fn =

(
1+
√

5
2

)n
−
(

1−
√

5
2

)n

√
5

, Fn+2 =

(
1+
√

5
2

)n+2
−
(

1−
√

5
2

)n+2

√
5

,

y después de un esfuerzo de álgebra se obtiene que

Fn +Fn+2 =

(
1+
√

5
2

)n+1

+

(
1−
√

5
2

)n+1

,

y con el mismo procedimiento se obtiene para el otro par de
términos

Fn+2 +Fn+4 =

(
1+
√

5
2

)n+3

+

(
1−
√

5
2

)n+3

.

Para con un esfuerzo de álgebra final obtener lo que queria-
mos probar

Fn +Fn+2 +Fn+2 +Fn+4 = 5Fn+2. (6)
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Espero que a este punto, más allá de lo curioso y atractivo
de la aparición de esta “tabla de multiplicar” del número 5 en
la secuencia de Fibonacci, usted se esté preguntando,

¿pero solo pasa con el 5?

Y si suma términos de Fibonacci de otra manera, ¿obtendrá
otras “tablas de multiplicar”? Tengo las respuestas a estas pre-
guntas, pero esta curiosidad matemática en la secuencia de
números más famosa es tan hermosa, que vale la pena que us-
ted mismo la descubra. Solo le contaré, estimado lector, que
todas las otras “tablas de multiplicar”, o más bien, tablas de
múltiplos dentro de la secuencia de Fibonacci, las he encon-
trado para números primos únicamente, esto es, se puede dar
a la tarea de encontrar y hacer una prueba similar a la que he
ilustrado para 2F,3F,7F, ...

¿Para cuántos números primos se pueden encontrar este
tipo de “tablas de multiplicar”? ¿Existe algún tipo de patrón
entre los números primos que cumplen con estas condiciones?
¿Para números compuestos se pueden encontrar este tipo de
“tablas de multiplicar”? ¿Son este tipo de maravillas de alguna
utilidad para determinar la finitud o infinitud de los números
primos en la secuencia de Fibonacci? Primos y Fibonacci, qué
problema...
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¿Por que los números son hermosos? Es como
preguntar por qué la novena sinfońıa de Beethoven es

hermosa. Si no ves por qué lo es, nadie puede
dećırtelo. Yo sé que los números son hermosos. Si

ellos no lo son, nada lo es.

Paul Erdös


