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EL GRUPO JACOBIANO DE UN GRAFO: UN AHORRO SOLIDARIO

Ruben A. Hidalgo *
ruben.hidalgo@ufrontera.cl

1. Un problema de ahorro voluntario
en Purgatorio.

Hace algtn tiempo, en un pueblo llamado “Purgatorio”,
sus habitantes habian comenzado una iniciativa de ahorro pa-
ra la vejez. Esta iniciativa consistia en que cada uno de ellos
tuviese una cuenta de ahorro, donde mes a mes depositaran
algun porcentaje de su sueldo.

Por desgracia, José (un habitante del pueblo) un dia decidié
hacer una propaganda agresiva para vender un producto a los
habitantes del pueblo. Muchos de estos habitantes empezaron
a comprar este producto usando dineros de sus ahorros. Des-
pués de varios anos, se tenia que varios habitantes tenfan un
saldo negativo o cero en sus cuentas. Al ver este problema, los
habitantes, en una reunién, decidieron resolver esta situacion
de manera solidaria (con el compromiso de no volver a caer
en el mismo error en el futuro). Este proceso solidario con-
sistia en que cada habitante podia dar o solicitar a cada uno de
sus amigos una misma cantidad de dinero. Ellos pensaban que
con este proceso se podria lograr que cada habitante dejase de
tener saldo negativo. ;Como podrian estar seguros qué esto es
posible?

Es claro que la problematica anterior soélo se da cuando al
menos una de los habitantes de Purgatorio tiene saldo negativo
en su cuenta. En lo que sigue, haremos esta asuncion.

2. La modelacion matematica del pro-
blema.

Para explicar este proceso, supondremos que para cada par
de habitantes hay una secuencia de amigos consecutivos. De
esta manera, a cada habitante le podria llegar dinero que per-
tenecia a cualquier otro habitante (aunque no fuesen amigos).

Denotemos, por simplicidad, que los habitantes se llaman
P1,---,pr (aqui r es el nimero de habitantes de Purgatorio).

2.1. Interpretacion matematica del problema.

Formemos la matriz J = (g;;), de tamafio r x r, donde

a;; denota el niimero de amigos de p;

“Departamento de Matemitica y Estadistica, Universidad de La Frontera.
Casilla 54-D, Temuco, Chile

y, para i # J,

{
a,-j = ]

Observemos que los coeficientes de la matriz J son nime-
ros enteros (fuera de su diagonal son igual a 0 6 —1) y, por
la forma en que los hemos definido, la suma de cada fila y de
cada columna es cero. Mds atin, se tiene que g;; = aj; (uno
dice que la matriz J es simétrica).

Supongamos que el saldo de la cuenta de la persona p;
es el entero s; € Z (medido en las unidades monetarias de
Purgatorio). Supondremos que existe al menos una persona
p;j con saldo negativo, es decir, s; < 0.

Asi, podemos pensar que los saldos de las cuentas de estos
habitantes estdn descritos por una matriz columna (de largo r)

si p; y pj no son amigos
si p; y pj son amigos.

Denotemos por Z" a la coleccién de todas las posibles ma-
trices columnas de largo r con coeficientes enteros. En Z" po-
demos sumar usando la siguiente regla:

ap by a;+b;
a by ax+by

+ . = b )
ar b, ar+b,

donde la suma a; + b; es la suma usual de nimeros enteros.
De esta manera, la suma anterior es conmutativa (es decir, no
importa el orden como la hagamos). En esta suma, el neutro
aditivo es

0

0

y el inverso aditivo de

aj
az

ar
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es dado por corresponde a la matriz que entrega los saldos de las cuen-
—aj tas de ahorro después que la persona p; entregé o unidades
—ap monetarias a cada uno de sus amigos.
: De esta manera, el problema antes mencionado correspon-
.a de a la siguiente pregunta:
,

En la jerga matemdtica, estamos diciendo que Z’, con la
suma antes definida, es un grupo abeliano (infinito).

Si x € Z’, entonces denotemos por el simbolo deg(x) la
suma de sus coeficientes; luego, deg(x) € Z. De esta manera
tenemos la funcién grado

deg:Z" —7Z

ay

Observar que deg(z+ w) = deg(z) + deg(w), para cada
welZ.
Consideremos el subconjunto

Zy={x€Z :deg(x)=0}CZ".
Se puede verificar que

1. la suma de dos elementos de Zj sigue perteneciendo a
6’
2. el neutro aditivo también pertenece a Z, y

3. los inversos aditivos de elementos de Zp también estin
alli.

Lo anterior quiere decir que Zy es un subgrupo de Z".
Para cada matriz columna z € Z" se puede verificar que
Jz € Zj. Luego, podemos considerar la funcién

J: 7N =2y z— Jz

Notemos que J(z+w) = Jz+Jw (esto dice que J es un
homomorfismo de grupos).

Se puede verificar que la imagen J(Z") es un subgrupo de
Zy de indice finito; luego el grupo cociente

Jac =7y /J(Z")

es un grupo abeliano finito; este grupo se llama el grupo ja-
cobiano. Denotaremos por el simbolo [x] € Jac al elemento
determinado por x € Zj,.

Para cada j € {1,2,...,r}, sea ¢; € Z" la matriz columna
que tiene sus coeficientes igual a cero, salvo por la j-ésima
coordenada que vale 1.

Si o € Z, entonces e € Z" denota la matriz columna don-
de hemos puesto en la j-ésima coordenada a o (las otras coor-
denadas siguen siendo iguales a cero).

La matriz columna

s+Jaej e’

(Existe algiin w € Z" de manera que s + Jw tenga todos
sus coeficientes no-negativos?

Como deg(Jw) = 0, tenemos que deg(s+Jw) = deg(s). Lo
que estamos observando es el hecho que el proceso hace una
re-distribucion de los fondos de ahorro, pero la cantidad de
saldo (sea negativa, cero o positiva) debe mantenerse.

La obsevacién anterior nos asegura que si deg(s) < 0 (es
decir, el sistema de ahorro estd con saldo total negativo), jel
problema planteado por el pueblo de Purgatorio no se puede
resolver!

Entonces, la pregunta que queda por responder es la
siguiente:

. Qué podemos decir si el saldo total de las cuentas
de ahorro es no-negativa?

En otras palabras, si deg(s) > 0, entonces estamos buscan-
do una matriz columna w € Z'" de manera que z = s+Jw tenga
todas sus coordenadas no-negativas. Recordemos que estamos
también asumiendo que alguno de los saldos s; es negativo (de
manera contraria no debemos hacer nada para obtener nuestra
solucién)

2.2. Resultados de existencia de soluciones.

Consideremos la funcion

®: 20 —
u —

Z. x Jac
(deg(u), [u—deg(u)er]).

Afirmacion 2.1. La respuesta a nuestra pregunta original
serd afirmativa si'y solo si existe z € Z', con todas sus coor-
denadas no-negativas, tal que O(s) = 0(z).

En efecto, si z € Z" tiene todas sus coordenadas no-
negativas y O(s) = 0(z), entonces

(deg(s), [s — deg(s)e1]) = (deg(z), [z — deg(z)ei]).

De la igualdad en las primeras coordenadas, obtenemos
que
deg(s) = deg(z)

y de la segunda igualdad, que existe algin w € Z" tal que
s —deg(s)e; +Jw =z —deg(z)ey,

de donde se obtiene
z=s+Jw.

La otra direccion es facil de verificar.
Debemos hacer notar que, dado s € Z', resolver la ecua-
cién O(s) = O(z) para z € Z" (con todas sus coeficientes
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no-negativos) no es algo facil de realizar en general. La si-
guiente observacién nos dice que cuando el grupo jacobiano
es trivial (es decir, cuando J(Z") = Zj), esto es ficil de ver.

Consecuencia 2.1. En el caso que Jac = {0}, es decir, J :
4" — Ly es sobreyectiva, el problema original siempre tiene
solucion si deg(s) > 0, es decir, cuando el saldo total de aho-
rro no es negativo. En efecto, cualquier z € Z" con todos sus
coeficientes no-negativos y deg(z) = deg(s) resuelve el pro-
blema.

En efecto, en esta situacion

®: Z' — ZxJac=Zx{0}
w o= (deg(u),[0]).

Luego, para todo entero d > 0, tenemos que si deg(s) =
d, entonces cualquier z € Z” con coeficientes no-negativos y
deg(z) = d resuelve nuestro problema.

Observacion 2.1.

1. Sinotamos bien, la situacion anterior determina un gra-
fo conexo 9 ; cuyos vértices son las personas p; y los ejes
son determinado por relacion de amistad. La funcion J
es usualmente llamado el operador Laplaciano discre-
to (que en realidad se puede definir en cualquier grafo
finito con una métrica sobre sus ejes).

2. El grupo jacobiano, también conocido como el grupo de
Picard, grupo critico o el grupo del délar) habia sido ob-
tenido de manera independiente por muchas personas,
por ejemplo, R. Cori, D. Rossin, M. Baker, S. Norine
[BNO7], N. L. Biggs [Bi93], R. Bacher, P. de la Harpe
[BHNO97] y T. Nagnibeda [Na97]. Una consecuencia de
un Teorema debido a Kirchhoff (Kirchhoff’s Matrix-Tree
Theorem [BP98]) dice que el orden del grupo jacobiano
coincide con el niimero de drboles generadores para el
grafo asociado 9.

3. El cdlculo explito del grupo jacobiano Jac es en general
no conocido, salvo para ciertos tipo de grafos; por ejem-
plo, para el grafo completo K, (es decir, todas las perso-
nas son amigas entre si) se sabe que Jac =2 Zf’z [Hol14].
Recientemente I. Mednykh y A. Mednykh han calculado
tal grupo jacobiano para ciertos grafos llamados circu-
lantes [Mel6].

Cosideremos, para cada d € Z positivo, el conjunto
Zy={z€Z :z;>0,j=1,...,r, deg(z) =d}
y consideremos la funcién de Abel-Jacobi
04 : 7 — Jac
7+ [z—dey]
La Afirmacion 2.1 nos entrega la siguiente observacion:

Consecuencia 2.2. Si d = deg(s) > 0, entonces nuestro pro-
blema original tendrd solucion positiva si existe z € Z!; con
84(z) = [z —dei].

Baker y Norine obtuvieron el siguiente resultado. Sea e > 1
el ndmero de pares de amigos (en términos del grafo ¢ es el
ndmero de sus ejes).

Afirmacion 2.2 (Baker-Norine [BNO7]). Sea d > 0.
(i) O, es sobreyectiva siy solosid>g=1+e—r.
(ii) Oy es inyectiva si'y solo si 4 es (d + 1)-eje-conexo

Consecuencia 2.3. Sis€Z" ydeg(s) =d>g=1+4e—r,
entonces el problema original tiene solucion positiva.

2.3. Ejemplos: una poblacion de tres habitan-
tes.

Ejemplo 1:

Consideremos una poblacién de tres habitantes, py, p2, p3,
donde p; es amigo de todos, pero p; y p3 no son amigos (esto
representado en el grafo mostrado en la Figura 1). En este
caso,

1 -1 0
h=| -1 2 -1
0 —1 1
P Py P3
[ ® °®

Figura 1: El grafo del Ejemplo 1

El grupo jacobiano, en este ejemplo, es
Jac = (x1,x0p :x1 —xp =0, —x; +2x, =0) =

= <XI,XQ X = X2,X2 = 0> = {0},

luego, para cada ahorro s € 73, con deg(s) > 0, tiene solucién
positiva a nuestro problema (ver la Consecuencia 2.1).

Ejemplo 2:

Ahora, supongamos que los tres habitantes py, p» y p3 son
todos amigos entre si (o que se muestra por el grafo de la
figura 2). En este caso,

2 -1 -1
-1 2 -1
-1 -1 2

b=

El grupo jacobiano ahora es
Jac = (x1,x2:2x1 —x2 =0, —x1 +2x = 0) = (x1 : 3x; = 0) = Z3.

En esta situacion

e: 72 —
u

Z.xJac =7 x 73
(deg(u), [u— deg(u)er]).
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Py

Figura 2: El grafo del Ejemplo 2

En este caso, es mds dificil ver si nuestro problema tiene
solucién para cada

con deg(s) = s1 + 52 +s3 > 0. Lo que estamos buscando es un

X1
X = X2
X3

c7?

tal que
Z1:=81+2x1—x—x3>0

=85 —Xx+2x—-x3>0
3:=53—x—x2+2x3>0
en otras palabras
2x1 > x4 X3 — 8]
2xp > x1+Xx3— 82
2x3 > x1 +x2 — 53
Aqui, por simetria, podemos asumir que

s1<s3<s3, s1<0, s53>0.

Tenemos que s, podria ser negativo, cero o positivo, res-
petando las desigualdades arriba. Una bonita tarea es ver que
la configuracién anterior tiene solucidn positiva para nuestro
problema.

De todas maneras, aqui vemos que (r = 3, e = 3), luego
g=143-3=1.Asi,sid=s1+s52+s3 > 1,la Consecuencia
2.3 nos asegura que tal solucién existe de manera tedrica.

Ejemplo 3:

En una sala de reuniones las sillas estdn ordenadas forman-
do (a+1) filas y (8 + 1) columnas. Supongamos que cada
silla estd ocupada con una persona y que cada persona puede
interactuar con aquellos sentados a su derecha, su izquierda,
atras y adelante. En este caso,

r=(a+1)(B+1), e=20f+a+pB, g=ap.

De esta manera, si el saldo total d > a8, sabemos que con
el proceso descrito anteriormente se puede lograr que cada
persona tenga un saldo no-negativo en su cuenta de ahorros.

Comentario Final.

Los personajes y los hechos de esta historia son ficticios
y cualquier coincidencia con la realidad es s6lo una mera ca-
sualidad.
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SOLUCIONANDO SISTEMAS POLINOMIALES USANDO BASES DE
GROBNER

.z s . *
Juan Sebastian Martinez Conejo
juans.martinezc@konradlorenz.edu.co

1. Introduccion.

Las ecuaciones algebraicas son un eje central de estudio en
las matematicas, y para estas existen diversos algoritmos co-
mo la eliminacién Gaussiana para un tipo particular, las ecua-
ciones lineales, pero cuando se habla de otro tipo de ecuacio-
nes, tal vez ecuaciones mds complejas como lo son las po-
linomiales, puede ser muy complicado realizar algunos pro-
cesos como lo es el cilculo de sus raices', y a veces pueden
ser incluso insolubles por medio de radicales. Una de las he-
rramientas que ayuda a resolver este tipo de sistemas poli-
nomiales son las bases de Grobner. Este concepto fue intro-
ducido en el afio 1965, junto con un algoritmo para calcular
las raices de un polinomio (el algoritmo de Buchberger), por
Bruno Buchberger en su tesis de doctorado. El cémputo de
bases de Grobner generaliza la eliminacién gaussiana, para el
caso de sistemas de ecuaciones no lineales de varias variables.
Aligual que la eliminacion gaussiana en el caso lineal, las ba-
ses de Grobner permiten encontrar una representacion tinica
y reducida de las soluciones de un sistema no lineal, haciendo
posible listar todas sus soluciones. Este escrito se centrard en
el estudio de las ecuaciones de tipo polinomial y se mostrara
como las bases de Grobner son una herramienta fundamental
para abordar estos problemas.

2. De Gauss-Jordan a Grobner.

Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineal

3X3 = 97

X1+ 5x —2x3 =2, (1)

1
—x1+2x = 3.
3
Este sistema se transforma en reiteradas ocasiones para que

sea sencillo de resolver, como se muestra a continuacion.
Si se intercambia la fila uno con la fila tres quedaria

1
§xl +2x; =3,
X1 +5x —2x3 =2, ©)
3)63 =0.

“Egresado Departamento de Mateméticas, Fundacién Universitaria Kon-
rad Lorenz, Bogota-Colombia

ILas raices de un polinomio son niimeros tales que hacen que un polino-
mio valga cero

Ahora, al multiplicar la fila uno por tres,

X1 +6x, =9,
X1 +5x —2x3 =2, 3)
3x3 =09.

Por ultimo, se suma menos un veces la fila uno a la fila dos,

X1 +6x, =9,
Xp+2x3=1, 4)
3x3=09.

Abhora se puede encontrar el valor de cada variable. La ecua-
cién inferior muestra que x3 = 3. Sustituir 3 por x3 en la ecua-
cién central muestra que x, = 1. Sustituir esos dos en la ecua-
cién superior da que x; = 3 y asi el sistema tiene una solu-
cién unica, el conjunto de soluciones es {(3,1,3)}. Pero estas
transformaciones que se realizaron se pueden hacer con to-
tal confianza por el método de Gauss [JH17], teorema que
garantiza que al hacer estas transformaciones el conjunto de
soluciones va a ser el mismo.

Teorema 2.1 (Método de Gauss-Jordan). Si un sistema lineal
se transforma en otro aplicando una de estas operaciones

1. Una ecuacion o fila es cambiada por otra.

2. Una ecuacion se multiplica en ambos lados por una
constante distinta de cero.

3. Una ecuacion es reemplazada por la suma de st misma y
un multiplo de otra.

Entonces los dos sistemas tienen el mismo conjunto de solu-
ciones.

(Sera posible extender este proceso cuando las ecuacio-
nes no son lineales sino polinomiales? Para responder es-
to, primero se necesitan algunos conceptos que se introdu-
cen a continuacién. Para un tratamiento detallado de los con-
ceptos expuestos a continuacién consultar [Bec93],[JH17] y
[WDaGP13].

Definicion 2.1. Se denomina monomio a un producto de una

coleccion de variables x1,x2,- -+, X, de la forma
o) o
xOC :x11x22.,,xgn

donde o = (1,00, ,0,) €N
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Definicién 2.2. Sea K un cuerpo®. Un polinomio f en las
variables xy,xp,-+---- X, es una combinacion lineal de un
nimero finito de monomios con coeficientes en k y se repre-
senta mediante

f=Y cax® co€k. (5)

El conjunto de polinomios con coeficientes en K es un ani-
llo conmutativo con elemento identidad y se denota por

K[xlaXZa """ 7xn] (6)
Consideremos el sistema de ecuaciones homogéneo
2_\2
x*=y"=3=0,
{ 2% +3y* — 11 =0. ™

El método de Gauss-Jordan solo aplica para sistemas de ecua-
ciones lineales, entonces debemos convertir el sistema 7 en un
sistema lineal. Esto lo hacemos con un cambio de variable, es
decir, hagamos x> = sy y> =1

s—t—3=0,

{ 2s+3t—11=0, ®)
con lo cual este sistema tiene la forma matricial
1 -1 s 3

(23)0)-(h) o

Aplicando Gauss-Jordan se obtiene

s—t—3=0, ¥ —y?—-3=0,

{ ~5t4+5=0. —>{ —5+5=0. (19)

Por lo que se puede concluir que y = +1 y x = 2, es decir,
la soluci6én son los puntos (2,1),(2,—1),(-2,1),(-2,—1)
que es la solucién del sistema (7). En la Figura 1 se repre-
senta esta situacion.

De lo anterior surge la pregunta: ;siempre se podrd conver-
tir un sistema de ecuaciones polinomiales en uno lineal, para
usar el método de Gauss-Jordan? Y la respuesta es negativa
en general. Este hecho se puede ver en el siguiente ejemplo:

Considere el sistema de ecuaciones

23
x-—y’—3=0,
{ 224 +3y° — 11 =0. (1D
Suponga que s = x” y t = y>, por lo cual volviendo a expresar
la ecuacién (11) quedaria de la siguiente manera

s—t—3=0,
{ 25 4+36 — 11 =0, (12)
Note que no queda un sistema lineal, por lo cual no se puede

hacer uso del método de Gauss, incluso, en algunas ocasiones
no serd posible hacer ningin tipo de sustitucién, como en el

2En matemdticas, particularmente en dlgebra moderna, un grupo es una
estructura algebraica formada por un conjunto A no vacio y una ley de com-
posicion interna.

P

Figura 1: Note que la interseccion de las conicas es la solucion
del sistema (7).

siguiente caso:

Considere el sistema de ecuaciones no lineal

X —y?—-3=0,
{ 227 +3y3 — 11 =0. (13)

Para el cual no es posible hacer ninguna sustitucion, aun mas,
si se intentara resolver por los métodos tradicionales, quedaria
una potencia alta’, por lo que en principio no es posible resol-
verlo analiticamente, esto se sabe gracias al teorema de Galois
[Ste90] que da un criterio para saber cudndo una ecuacién po-
linémica en una variable es resoluble o no por radicales.

Esto deja la duda de como se deben manejar los casos don-
de no se puede hacer una sustitucion que linealice el sistema.

(Como se debe afrontar estos problemas? ;Que método se
debe usar?

3. Bases de Grobner.

El célculo de bases de Grobner [Her11] es una de las prin-
cipales herramientas para resolver sistemas de ecuaciones po-
linomiales. Este concepto se puede ver como una generaliza-
cién multivariable, no lineal, del algoritmo de Euclides para
calcular los mayores divisores comunes polinomiales, y la eli-
minacién de Gauss para sistemas lineales.

Para poder resolver este tipo de problemas, se deben for-
malizar algunos conceptos e introducir unos nuevos para tener
mads herramientas de cémo abordar estos problemas.

Definicion 3.1. Sea K un cuerpoy f1, fa, f3,- - -, fs polinomios
en
Kx1,x2,+,Xy], se define

V(flvaa"'?fS) = {(al7"'7an) eKn :fi(alv"'aan) =0

3El trabajo de Galois y Abel indica que en general las ecuaciones poli-
nomiales en una sola variable de grado mayor o igual que 5 no se pueden
resolver de forma general en términos de radicales.
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Vi, 1 <i<s} Se demostraré que en efecto (f1,---, f,) es un ideal.
yaV(fi,fa, -, fs) se le conoce como variedad afin. Lema 3.1 Si fi,---.f, € K[x1,--,xa), entonces (fi,--, f,)
En otras palabras, una variedad afin [WDaGP13] es el con- es un ideal de k[x1,- -+ ,xy].
junto de soluciones del sistema de ecuaciones: A (f1,--, fu) se conoce como el ideal generado por fi,- -, f;.
1(X1,X2, .. Xn) = fa(X1,X%2,.0, %) = -+ = fs(x1,%2,..,%,) = 0. s
fil ) = Fol ) A 2 Demostracion. 1. 0 € (f1, -+, fu) yaqueO:ZO~fi
Ejemplo 3.1. Considere la variedad afin de V(2x* + 3y* — i=1
11,2 —y* — 3). Como ya se mostré anteriormente el conjunto s 5
de soluciones es {(£2,+1)}. 2. Considere f = Zp"fi yg= Z%’fi
Ejemplo 3.2. Considere la variedad afin de V (x* 4+y* + 7> — = =1
25,x% 4y? —2x). Grdficamente esto representa la interseccion s
de una esfera con un cilindro, como se muestra en la Figura 2, f+g= Z pifi+ Z qifi= Z pifi)+(4ifi) Z pi+qi)fi
=

se interceptan en una curva conocida como curva de Viviani.

Figura 2: Note que la interseccién de dos superficies puede
ser una curva.

Observacion 3.1. Una variedad afin puede ser el vacio, un
conjunto de puntos discretos, una curva, un conjunto de cur-
vas, entre otras.

Definicién 3.2. Sea K[x,------ ,Xn] cualquier anillo de po-
linomios, un subconjunto I C K[xy,------ ,Xn| es un ideal de
Klx1,- -+, xy] si cumple que:

1. 0el
2. Sif,g€lentonces f+gel

3. SifelyheKxy,---- ,Xn| entonces hf € I
Definicion  3.3. Sean  fi,---,fs  polinomios en
Klx1,- -+, xy]-Entonces definimos:

<f17 . 7fn _{thl hla"'ahSeK[x17"'7xn]}-

i=1
Y como p; + g; es un elemento del anillo, entonces f + g

esta en el ideal.

s
3. Considere f =Y pifiy h € K[x, -+, x,

i=1

], entonces

hf = th,f, = Z (hpi)fi
i=1

Y como este es un anillo de polinomios, Ap; estd en el
anillo y A f estd en el ideal
O

Del algebra clasica se entiende que los polinomios usual-
mente son ordenados de forma descendente o ascendente res-
pecto a la potencia de las variables. Con las siguientes defini-
ciones se estandariza esta nocion para dlgebra multivariada.

Definicion 3.4. Un orden monomial en K[xy,------ ,Xn| es una
relacion (>) sobre N", o equivalentemente una relacion sobre
el conjunto de monomios x%*, con o, € N", que satisface:

1. > es un orden total sobre N".
2. > es un buen orden.

3. Six® <xP = x% <xBx¥ vye N

Definicion 3.5. Una relacion de orden > sobre N", es un buen

orden si y solo si cada sucesion es estrictamente decreciente
en N"

o >0 >03>---
eventualmente termina.

Definicion 3.6 (Orden lexicografico). Dados dos monomios
distintos x*,xP € K[x1,---,x,] con a = (0,---,0,) € N" y
B = (B, --,Bn) € N". Diremos que x* <. xB si el primer
elemento no nulo (por izquierda) del vector & — B € 7" es
negativo.

Definicion 3.7. Sea f = Y. ayx? un polinomio en el cuerpo K,
tal que f no sea el polinomio nulo. Se dice que:
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» El monomio lider de f (aunque no sea necesariamente
mdnico) se denota ml(f) = x" se llama monomio lider
porque es el mayor segun la relacion de orden entre to-
dos los monomios.

= El coeficiente lider de f se denota cl(f) = ay,.

» El término lider de f se denota tl(f) = ayx".

Definicion 3.8. Sea M C K|[xy,---,x,] (no necesariamente un
ideal). Se define el ideal del término lider de M como

TLM)=(tI(f): feM).

El algoritmo de Euclides es un teorema que asegura
que el proceso habitual de divisiéon entre nimeros enteros
puede llevarse a cabo y que se obtiene un cociente y un
residuo unicos. Este mismo algoritmo se puede extender para
polinomios como se mostrard a continuacion:

Teorema 3.1 (Algoritmo de la divisién). Sea K un cuerpo.
Entonces, dados polinomios P,D € K[x] con D # 0, existen
tinicos polinomios Q (cociente) y R (resto) de la division de
polinomios de P por D, tales que

P=QD+R (14)

y R =0 (el polinomio nulo) o sino deg(R) < deg(D). Donde
deg es el grado del polinomio.

Ahora se describe el algoritmo de la divisién en
Klx1,---xp,). Considere f,f1,---,fs € K[x1,--+,x,] con f; #
0,1 <i <sy un orden monomial < en k[xj,---,x,]; se quiere
dividir f entre la s-tupla de polinomios F = (fi,---, f;). Es
decir, expresar f de la forma:

f=hfit+-+hfs+r

con h;,r € K[xy,---,x,] cumpliendo las siguientes propieda-
des

r=0 o r#0 (15)
y ml(f;) no divide a ningtin monomio de r, donde i =1,---s.

ml(f) :méx{lrrglggig{ml(hi),ml(fi)},ml(r)}. (16)

Dado que ya se aclararon estos conceptos basicos se puede
definir el concepto de base de Grobner.

Definicion 3.9 (Bases de Grobner). Sea I C K[xy,---,x,]| un
ideal no nulo. Un subconjunto de polinomios no nulos G =
{g1,--,8} C I es una Base de Grobner del ideal I respecto al
orden monomial < si

VfEI,f#(), Elie{la"'at} ml(gl)|ml(f)

Ejemplo 3.3. En K[x,y] con el orden lexicogrdfico graduado,
sean fi = x> —2xyy fr = x°y —2y* +x, considere el ideal de
términos lideres I = (f1, f»). Observe que

X (Py =2y +x) —y- (2 —2xy) =7, (17)

tal que

luego x* € I. Sin embargo x* no es divisible por t1(f) = x> ni

tl(f>) = x%y, luego x* & (t1(f1),t1(f>)). Por tanto {fi, f»} no
es una base de Grobner para I.

Ejemplo 3.4. Considere ahora los polinomios gy =x+2y
g =y—zdeRx,y,z]. Sea J el ideal generado por estos dos
polinomios, J = (g1,82). El conjunto {g,g2} es una base de
Grébner de J C R|x,y,z] con el orden lexicogrdfico.

Teorema 3.2. Considere I C K[x|, -, X,] un ideal distinto de
ceroy G={g1,--,8} C I Las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. G es una base de Grobner de 1.
2. Vf€K[Xl,"',xn},fGlsiysolosifG:0_ 4

3.Yf € Klxi,---,xn),f €1 si y solo si 3 €
t

Klxi,-+,xp), = 1,---,t tal que [ = Zh,-g,- con
i=1
ml(f) = maxi<i<{ml(h;)ml(g;)}.
4. TL(G) = TL(I).

Lema 3.2. Sea I un ideal generado por un conjunto S de
términos no-nulos, y sea f € K[xy,---,x,]. Entonces f estd
en I si'y solo para todo término X que aparece en f existe un
Y € S tal que Y divide a X. Ademds, existe un sub-conjunto
finito Sy de S tal que I = (Sp).

Demostracion. Si f € I, entonces
I
f=Y hX,
i=1

donde h; € K[x1,- -+, x| y X; € S, parai=1,---,l. Expandien-
do el lado derecho se ve que cada término que aparece sera
divisible por algin X; y entonces también cada término en f
serd divisible por algtin X;. Si cada término X; de f es divisible
por algin Y € S, entonces claramente f € (S) =I.

Para probar la tltima afirmacién, desde que K[xj,---,x,] es
noetheriano’, / tiene un conjunto finito que lo genera. Luego
por la primera parte del lema cada término de cada uno de
los miembros de este conjunto finito es divisible por algtin
elemento de S. Sea Sy el conjunto finito de estos divisores,
entonces I = (Sp). O

Teorema 3.3. Todo ideal I C K[xy,- - - ,x,)] distinto de {0} tie-
ne una base de Grobner.

Demostracion. Por el lema anterior, el ideal de términos
TL(I) principales tiene un conjunto finito que lo genera, es-
cribatl(gy), --,tl(g;)congy,---,g, €1.SeaG={g1, -, &},
entonces TL(G) = TL(I) por lo que se llega al inciso (4) del
Teorema anterior y por este teorema sabemos que TL(G) =
TL(I) define una base de Grobner. O

Definicion 3.10. Sean f,g € K[x1,---,x,] no nulos. Sea

X =mem(ml(f),ml(g)),

.. =G . . s
“#La notaci6n 7. hace referencia al residuo de la divisién de f entre G
5Un anillo A es noetheriano si todos sus ideales son finitamente genera-
dos.
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donde mcem representa el minimo comin miiltiplo. Se define el
S-polinomio de 'y g como:

X X
S(f.8) = @ @

Donde la nocién del minimo comin multiplo de un par de
monomios se puede definir del siguiente modo:

Vi g

Definicién 3.11. Considere monomios x* y xB, donde x* =
xS xn oy xP = x?' gz —xP Note que el minimo comiin
muiltiplo (MCM) de estos se puede encontrar al tomar el mdxi-
mo de cada indice

X

max( 0y, fBn)
’x’l RNl

(18)

mem(x* xP) = yrex(eBo max(efa)

Ejemplo 3.5. Calcular el S-polinomio de f(x,y) = 2x*y —
3x2,g(x,y) = xy® +2xy?, considerando <y,

fxy) =2y =327,
g(x,y) =xy’ +207,
mi(f) = x°y,
ml(g) =x 3
11(f) = 247y,
1l(g) = xy°.
X = mcm(xzy,xy3) =x%?, (19)
X X
S(f,8) = = f — ——
2.3 2.3
x°y X7y 3
— %(ny — 3x2) - ;(}Cy3 + nyz),
32
= E(szy —3x%) = x(xy’ 4+ 2xy%),
3
— 2y Exzyz 2y — 222,
_ 220 92y
7
_ _Exzyz

Por lo tanto el S-polinomio de 2x*y —3x* y xy> +2xy* es
—%xzyz.

La razén por la cual se introduce el concepto de S-
polinomio es porque el algoritmo que se presentard para cal-
cular una base de Grobner necesita de este concepto. El algo-
ritmo se llama algoritmo de Buchberger y se puede comprobar
que este genera una base de Grobner.

Teorema 3.4 (de Buchberger). Sea G = {g1,---,4} C

Klx1, -+, x,] con g; no nulo para i € {1,---t}. Entonces, G
es una base de Grobner del ideal I = (g1,---,8;) si y solo si
<——GC

S(gigj) =0VI<i<j<t

Demostracion. La demostracién formal se puede encontrar
en [GP15] a modo de prueba se muestra el pseudocddigo.

Sea I = (fi,--,fs) C K[x1,---x,] ideal con f; # 0,
Vi=1,---,s. Podemos construir una base de Grobner G =
{g1,-- g} paraI con el siguiente algoritmo.

Entrada: Un conjunto de polinomios F que generan un
ideal 1.

Salida: Una base de Grébner G para [ respecto a un orden
monomial dado.

1. G:=F.

2. Para cada pareja F;, F; € G, denotar por g; el término do-
minante de F; con respecto a un orden monomial dado, y
por a;; el minimo comin muiltiplo de g; y g;.

3. Para cada pareja F;,F; € G tomar S;; = (E)Fi —

8i
aijj
(&)

4. Reducir S;; usando el algoritmo de division para polino-
mios en varias variables respecto al conjunto G hasta que
el resultado ya no se pueda reducir mas.

5. Si se obtienen restos no nulos de estas divisiones, se
afiaden a G.

6. Repetir de 1 a 4 hasta que se hayan considerado todas
las parejas posibles, incluyendo los nuevos polinomios
afiadidos.

7. Devolver G.
O

Ejemplo 3.6. Considere el sistema de ecuaciones homogéneo
¥ —y?—3=0,
2x% +3y> — 11 =0.

Cuya base de Grobner es

(20)

2
G= xz—y2—3,2x2+3y2—11,—sl—|—§
2 2
¥ —y*—3=0,
23243y —11=0,
5% 5 _
—3-+35=0.

De la uiltima ecuacion se deduce que y = +1 y reemplazando
esto en las ecuaciones del sistema se tiene que x = £2.

Ya con estos conceptos claros se puede dar una generaliza-
cién para un sistema de ecuaciones cuadraticas.

Ejemplo 3.7. Considere el sistema de ecuaciones homogéneo

2 2 .
{ ax”+by +c¢ =0, @1

x> +ey’ +f=0.
Cuya base de Grobner es
G = [ax* + by? + ¢, dx* + ey* + f,—aey* — af + bdy* + cd)].

Igualando —aey* — af + bdy* + cd a cero se encuentran los
valores para la variable y, luego reemplazando esto en las
otras dos ecuaciones se calculan los valores del eje x.
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Observe un ejemplo con un grado maés alto.

Ejemplo 3.8. Considere el sistema de ecuaciones

{ ax®> + by’ +¢ =0,

dx®+ey* +f=0. (22)

Cuya base de Grobner es
G = [ax® + by’ + ¢, dx® + ey’ + f,—aey’ — af +bdy’ + cd].

Es decir, igualando —aey’ — af + bdy* + cd a cero se encuen-
tran los valores para la variable y, luego reemplazando esto
en las otras dos ecuaciones se encuentran los valores del eje
X.

Esto se puede generalizar para cualquier potencia.

Ejemplo 3.9. Considere el sistema de ecuaciones

ax"+by*+c =0,
{ dx"+ey" +f=0. (23)

Cuya base de Grobner es
G=[axX"+by"+c,dX"+e&y" + f,—aey" —af + bdy" +cd].

Asi observamos que este proceso es la generalizacién del
método de Gauss- Jordan para sistemas lineales.

4. Conclusion.

Existen muchos métodos y teoremas que establecen alter-
nativas para resolver sistemas de ecuaciones lineales, como el
método de sustitucidn, que consiste en aislar en una ecuacién
una de las incégnitas para sustituirla en las otras ecuaciones
0, el método de reduccién, que consiste en sumar (o restar) las
ecuaciones del sistema para eliminar una de las incégnitas o,
el método de igualacidn, que consiste en aislar una incégni-
ta en las dos ecuaciones para igualarlas, entre muchos otros
métodos. Sin embargo, cuando pasamos de sistemas lineales
a un sistema mdas complejo, como uno polinomial no lineal
por dar un caso, estas herramientas no son de utilidad. En este
sentido, las bases de Grobner son una herramienta fundamen-
tal para abordar este tipo de problemas, dado que en cierto
sentido permiten extender el dlgebra de un contexto lineal a
uno polinomial, como se vio en este documento.
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1. Resumen.

Iniciaremos dando un breve paseo por el producto interno y
la norma en los espacios vectoriales. Luego, definiremos cur-
va y, a partir del producto punto usual de R" y con ayuda del
andlisis obtendremos una férmula para calcular la longitud de
una curva de clase ! en R”. Esta longitud nos permitira ob-
tener una métrica (funcion distancia), la cual coincidira con la
métrica usual de R”. Finalmente, todas estas ideas seran ex-
tendidas y, como resultado introduciremos la nocién de métri-
ca riemanniana junto con algunas de sus propiedades en R”".

2. El producto interno y la norma.

Uno de los objetos clésicos en el estudio del dlgebra li-
neal es el producto punto. Desde el punto de vista histori-
co, el producto interno aparecié en 1840. Durante este afio,
el matemadtico aleman Hermann Giinter Grassmann (1809-
1877) publicé el articulo titulado Theorie der Ebbe und Flut,
en el cual introdujo la base tedrica que ha permitido desa-
rrollar el drea de los espacios vectoriales. En su manuscrito,
Grassmann, defini6 la sustraccion y adicién de unos objetos
matemadticos los cuales llamé strecken', una de estas opera-
ciones es el equivalente al conocido producto cruz moderno.
Ademads, en su escrito, el aleman, present6 la operacién pro-
ducto lineal de dos strecken, la cual corresponde al producto
interno, punto o escalar (véase [Cro67]). Es momento de tra-
tar el concepto de producto interno.

SiV es un espacio vectorial sobre R, entonces un producto
interno” sobre V es una funcién

(,):VxV =R, (1)

la cual satisface las siguientes propiedades:

1. Linealidad por izquierda. Para cualesquiera vectores
u,v,w € V yreales A, € R se cumple (Au+ uv,w) =
Adu,w) + (v, w).

2. Simetria. Para cualesquiera vectores u,v € V se cumple
(u,v) = (v,u).

*Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad Nacional de Co-
lombia, Sede Manizales.

ITramo, traduccién del alemén al castellano.

2También se le conoce como producto escalar o producto punto.
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3. Definida positiva. Para cualesquiera vectores u,v € V se
cumple (u,v) > 0, la igualdad se tiene si y solo si u = 0.

De las dos primeras propiedades enunciadas anteriormente
es posible verificar facilmente la linealidad por derecha, es
decir, para cualesquiera vectores u,v,w € V yreales A, € R
es cierta la igualdad

(u, Av+ uwy = A{u,v) + p{u,w).

Una las ventajas de contar con un producto interno es que
nos proporciona una manera de medir vectores, en otras pala-
bras, si (, ) es un producto interno sobre al espacio vectorial
V, entonces la norma o magnitud del vector v € V es el valor
real

(v,v).

La norma de un vector cumple propiedades interesantes,
mencionaremos y probaremos algunas de ellas.

2

vll:=

Teorema 2.1. Si (,) es un producto interno sobre el espacio
vectorial V entonces:

. Para todo vector v € V se cumple que ||v||> 0. La igual-
dad ||v||= 0 se tiene si y solo si v =0.

. Para todo real A € R y todo vector v €V se cumple que
[Avl[= [A[[[vI]-

. Desigualdad de Cauchy-Schwartz. Para cualesquiera
vectores u,v € V se cumple

()< [l V] 3)

. Desigualdad triangular Para cualesquiera vectores
u,v €V se cumple

[l +vI[< [l +IVI]- @)

Demostracion. La demostracién de los incisos (1) y (2) es
consecuencia directa de la definicién de norma. Veamos que
se satisface el inciso (3). Consideremos el vector v # 0 en V

(u,v)

y definamos el vector w = WV. Entonces
v
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0< (w—wu—w)=(uu)— (u,w) — (wu) + (w,w),
< {ut ) — 20 w) + (w, ),
uu) —2( u (u,v}v <M’V>v <M’V>v
< () 2< TP >+<||v|2 e >
< <u,u>—ﬁww,w+m<u,v><u,v><v,v>7
S <u7u> - H\)%(“vvy + W<”av>2a
< ||uH2—W<u,v>2.

De esta tltima expresién despejamos el término (u,v)? y lue-
go tomamos la raiz cuadrada

{ua,v)® < [lull[[v12,
(s v) [ < ull [[v]]-

Finalmente, veamos que se satisface el inciso (4). Obser-
vemos que se tiene

Hu—&—v”2 (u+v,u+v),

= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v),
= [lull>+2u, v) + [|v]>.

A esta ultima igualdad le aplicamos la desigualdad de
Cauchy-Schwarz y obtenemos

lee 11 < el P42, v) + VI [l P+20ull ]|+,
2
< (el [V I
O

La norma induce una funcién distancia sobre el espacio
vectorial V, dicho de otra manera, si V es un espacio vectorial
con un producto interno ( , ), entonces la funciénd : V xV —
R, definida mediante

d(u,v) = [lu—v|= )

—vou—),

es una métrica sobre el espacio vectorial V, para cualesquiera
u,v € V. La prueba de esta afirmacion se puede verificar facil-
mente usando las propiedades descritas en el Teorema 2.1.

Si el lector esté interesado en continuar el abordaje del pro-
ducto interno y la norma, le sugerimos echar un vistazo a e.g.,
[Ser86], [FILE89]. Ahora, presentaremos algunos ejemplos
clasicos.

Ejemplo 2.1. En R" definimos el producto interno usual
(, )e tal que para cualesquiera dos elementos x = (x1,...,X,),
y=1,-..,yn) en R" se tiene

n
<xay>€ = in)’i~
i=1

Los vectores ey,...,e, corresponden a la base candnica o
estdndar para R", entonces el producto interno usual

=0

<ei7e ‘>e
J

es el delta de Kronécker, donde §;j:= 1 sii= j, con j,i €
{1,...,n}. Contrariamente, si i # j, entonces 6; j = 0. Adicio-
nalmente, la norma del vector x = (x1,...,x,) € R" es

[[x[|= \/ZTC

Por otro lado, la distancia entre los vectores x = (x1,...
yy=(1,---,¥n) estd dada por

>xn)

n

Y (xi

i=1

d(x,y) =[x —y|= —yi)%.

Ademds, se le suele llamar la métrica euclidiana usual.

Ejemplo 2.2. Dado un real positivo ¢ > 0, entonces en R" se
define el producto interno { , ) tal que si x,y son elementos en
R" entonces

(x.y)e

Cc

(x,y) =

La norma del vector x = (xy,. € R" estd dada por

Jell= fr

Por otro lado, la distancia entre los vectores x = (x1,. ..
yy= (y17"'>yﬂ> es

axn)

n

dtey) = e —yl= [

i=1

—yi)?.

Ejemplo 2.3. Tomemos V el espacio vectorial de las funcio-
nes continuas real valuadas en el intervalo cerrado [—1,1]. Si
fy g sonvectores de V, entonces definimos

1

(f.8) = /f(x)g(x)dx.

-1

De las propiedades bdsicas de la integral (véase e.g., [Spi70])
se sigue que la igualdad anterior es un producto punto. Adi-
cionalmente, la norma de la funcion f € V estd dada por

1

Ifl= | [

1

2dx.

Por otro lado, la distancia entre las funciones fy gdeV es

1
d(f.8) =1/~ gll= J Jure
1

x))2dx.
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3. La métrica euclidiana desde un
punto de vista geométrico ‘“usando
las curvas”.

El matemadtico Adolf Hurwitz (1859-1919) propuso en
1879 durante el I Congreso Internacional de Matemdticos dar
una respuesta razonable a la siguiente pregunta: ;Qué es una
curva? (véase [TF98]). En 1921-22 el matemético ruso Pavel
Uryson (1898-1924) definié una curva, desde el punto de
vista topoldgico, como un continuo® de dimension 1 (véase
e.g., [Kur66], [Kur68]). Parte del trabajo de Uryson origind
la teoria de la dimensién [Eng89, p. 392]. Dado que nues-
tro propisto consiste en definir la métrica euclidiana (funcién
distancia) en R" con ayuda de la longitud de una curva, defi-
niremos curva usando funciones continuas.

Una curva y en R” es una funcién continua desde un inter-
valo I* € R hasta R". Sixj,...,x, son las coordenadas de R”,
entonces la regla de asignacién de y estd descrita mediante

Y(@) = (x1(1), - -, xu (1))

La imagen directa y(/) C R” es llamada la traza de la curva
7, algunos autores también le llaman trayectoria de la curva
Y (véase Figura 1). Cuando la curva y estd definida en el in-
tervalo cerrado I = [a, b], decimos que las n-uplas y(a) y y(b)
de R” son los extremos o puntos finales de la curva 7y.

-\
Ve

Figura 1: Traza de una curva.

La curva y es derivable en el punto 7 € /, si para cada
i €{l1,...,n} existe la derivada parcial

ooy 0% xi(r) —xir)
Hilto) = (to)_tlg?) t—1g

entonces definimos la n-upla

7/([0) = DY(tO) = (x/l (t0)7 e 7x:1(t0)) ) (6)

la cual es conocida como la derivada de la curva 7 en el pun-
to 7. Desde el punto de vista geométrico, la derivada ¥ (fp)
representa el vector tangente de ¥ en el punto ¥(z). Por otro
lado, desde el punto de vista fisico, la derivada ¥ (z) repre-
senta el vector velocidad de ¥ en el punto ¥(fp). Si para k € N
ycadai€ {1,...,n} existe la derivada parcial

8kx,~
otk (lo),

3Un continuo es un espacio topoldgico conexo, compacto y Hausdorff.
“El intervalo I puede ser abierto (a,b), cerrado [a,b] o todo R.

X (1) =

entonces definimos la k-ésima derivada de la curva y en el
punto fy como la n-upla dada por

Y9 (10) = (4(0), 55(10))

La curva ¥ se dice que es de clase € si sus primeras k deri-
vadas existen y son continuas en el intervalo /. La curva y se
dice que es suave o de clase € si es de clase €*, para cada
ke N.

Ejemplo 3.1. La funcion y: R — R? cuya regla de asignacion
estd dada por

¥e) = (1,1%)
es una curva suave o de clase €%, cuya traza es Y(R) =
{(x,y) € R? : x> = y}® (véase Figura 2). La derivada de 'y
enelpuntotr € Res ¥ (1) = (1,2t).
y

Y(R)

! X
Figura 2: Traza de la curva y(¢) = (t,1%).
Ejemplo 3.2. Dadas las n-uplas a = (a1,...,a,) y b =
(b1,-..,by) en R, definimos la funcion y: R — R" tal que
y(t) =at +b,
la cual es curva suave o de clase €%, cuya traza y(R) es la
linea recta con direccion el vector (ay, . ..,a,) y que atraviesa

por el punto (by,...,b,) (véase Figura 3). La derivada de 7y
enelpuntotr eResy(t) =a.

Figura 3: Traza de la curva y(r) = at +b.

Si el lector estd interesado en conocer un zooldgico de
curvas, le sugerimos revisar [dC16], [Spi79]. A continuacion,
enunciaremos algunas de las propiedades de la derivada e in-
troduciremos la definicién de longitud de una curva.

SLas curvas cuyas trazas estan en el plano euclidiano R? son llamadas
curvas planas.
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Teorema 3.1. Dadas las curvas y, : I — R" de clase €
con reglas de asignacion y,(t) = (x1(t),...,x,(2)) y 1(t) =
(y1(t),...,ya(t)), entonces se satisfacen las siguientes propie-
dades®:

1. Linealidad. Si ). y U son niimeros reales, entonces consi-
deramos la curva Ay, + 1y : I — R", definida mediante

A1) (E) = (Axr (1) + (0.

Entonces para cada valor t € I la derivada

Ay +up) (t) =A%)+ un()

2. Formula de Leibniz. Dada la curva f : I — R de clase
& entonces consideramos la curva fy:1—R" defini-
da mediante

(@) = (F(0)x (), f()xa (1))

Entonces para cada valor t € I la derivada

() @) =n@f @)+ fOn ).

3. Formula de Leibniz para el producto interno usual. De-
Sfinimos la curva (y1,7) : I — R" definida mediante

(o) (1) = ixmyi(r).

Entonces para cada valor t € I la derivada cumple

n.r =N, (1) + (N, %) (1)

Demostracion. Iniciaremos probando la propiedad 1. De las
propiedades de linealidad de la derivada (cdlculo diferencial)
se tiene que para cada i € {1,...,n}, la derivada

(Ax; + py;) (t) = Ax(t) + uy'(t), paracadat € I.
De esta relacion se sigue que la derivada de la curva Ay, + 1y
en el punto ¢ € [ estd dada por

(An+up) ()
= (Axy () + 1y (1), .., Ax, () + py, (1))
= (Ax)(t), -, Ax, (1)) + (¥ (1), 1y (1)),
:l(xll(t)"'wx;z)"i_u(yll(t% ..,yﬁ,(t)),
=Ant)+un(t)

Ahora verificaremos la propiedad 2. Dado que las curvas
7y f son de clase ¢!, entonces para cada i € {1,...,n}, la
derivada

(fx)(t) = f(£)xi(t) +xi(t) £ (¢), paracadat € I.

6El lector puede referirse a [PVRVO08] para mas propiedades de la deriva-
da.

s Axn(t) +:uyn(t)) :

De esta dltima relacién se sigue que la derivada de la curva
fr enel punto ¢ € I estd dada por

(f-n))
= (f(O)xy () +x1 () f (1), ..., f(O)x,(6) +2xu(0) £ (1)) ,
= (f(O)x) (1), ()2, (1)) + (xa () f(8), -2 (1)1 (1))
:f(t)(xll(t)w"vx:z(t) +f/(t)(x1 t)v”'vxn(t) )
=fOn@)+ 1 On@).

Finalmente, demostraremos que se satisface la propiedad
3. Dado que las curvas ¥; y > son de clase %', entonces, de
las reglas de la derivada del célculo diferencial para cadat € I,
la derivada de la curva (y;(r),%2(¢)) estd dada por

!

) (6) = (zm)l()),
=x1(t)y ()+y1() 1)+ A2, (1) yn (1) + 33, (1),

n

=L i)y ()+Zyz(t)xn()

— om0+ ) ().

O

Dada la curva y: [a,b] — R", tomamos una particién P del
intervalo cerrado [a, b] conformada por los reales
a=ty<t;<..<t, | <ty=>h, paraalginmec Z™.
A partir de los puntos y(#;) en R" coni € {0,...,m} definimos
la curva poligonal yp, que tiene como traza los segmentos de

linea recta con extremos ¥(t;—1) y ¥(t;), con i € {1,...,m}
(véase Figura 4).

y(ts)

¥(t0)

Figura 4: Curva poligonal.

Naturalmente, la longitud de la curva }p es real

ZWYH

Nétese que de la desigualdad triangular (4) se sigue

Zwyn

t,1||

17(b) = r(@)|[< (7, P)

)

t11||

El valor £(, P) lo podemos entender como lo que podria ser
una aproximacion a la longitud de la curva y. Entre mas pun-
tos tenga la particién P, mejor sera la aproximacién a la lon-
gitud de la curva y. Esta idea sugiere la definir la longitud de
una curva como sigue.
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Dadala curva y: [a,b] — R" de clase C!, definimos la lon-
gitud de y mediante

£(7y) := sup{{(y,P) : P es una particién del intervalo [a,b]}.

®)
Si £(7y) < o, entonces la curva ¥ es llamada rectificable.
De la desigualdad (7) se sigue
Iv(@) = v(B)[[< £(7)- €)

Consideremos la curva v : [a,b] — R" tal que su respectiva
i-ésima componente es la funcién con valores reales x;(t), la
cual es integrable sobre el intervalo cerrado [a,b], para cada
i €{l1,...,n}. Entonces definimos la integral de la curva y
sobre el intervalo cerrado [a,b] como la n-upla

b
[ v =

Siy: [a,b] — R" es una curva continuay f3 : [a,b] — R" es
una curva de clase ¢! tal que y(r) = B (¢) para cadar € [a, b],
es inmediato del Teorema Fundamental del Calculo que

b b

/m@mww/hmm

a a

(10)

b
[ virde=p(o) - Ba). an

Teorema 3.2. Consideremos la curva y: [a,b] — R" tal que
f}/(t)dt existe. Entonces satisfacen las siguientes propieda-
des
1. La funcion ||y||: [a,b] = R, definida mediante
n
ly)ll= | ¥ (i()?,

i=1

es integrable sobre el intervalo |a, b).

b
Jy(o)de

a

2 < fmmdr.

Demostracion. La prueba del inciso 1 se deja para que el lec-
tor la verifique y, puede ser consultada en [Rud76]. Compro-

b
bemos el inciso 2. Denotemos mediante y; := [ x;(¢)dr para

a
cadai € {1,...,n}, entonces

b
[r0d =1, ) =

De las anteriores relaciones se sigue que la norma al cuadrado
de la n-uplay es

b

n n n
I¥IP= Yo7 = Y= Y [ i [ wt0)ar
i=1 i=1

i=1

12)

a

Dado que y; es una constante para cada i € {1,...,n}, enton-
ces de las propiedades de linealidad de la integral la ecuacion
(12) se reescribe como sigue
b b
2 n n
Iyl*=Y /yz'xz‘(f)dt =/<Zyz'xz'(f)> dt.  (13)
i=1\7 2o\u=l

Por otro lado la Desigualdad de Cauchy-Schwartz (3) nos di-
ce que para cualesquier par de vectores u,v en R” se cumple

|{u,v)|< ||lu||||v]]. Usando dicha propiedad se sigue que para
cadat € [a,b]

D1y.-esyn) - (x1(2),...x0(2)),

y-1(@) < lyllllv@)ll

1

é yixi(t) =

Como la funcién ||7|| es integrable, de los teoremas de com-
paracién de la integral se sigue

i (z yl-x,»o)) P

a \i=1
b b
< JUIyllly()llde = [yl f[v(2) | dz.

(14)
De las euaciones (13) y (14) se sigue
b
lyl*< \\Y||/||Y(f)||df~ (15)
a

Ahora bien, si y = 0 se verifica el inciso 2 del teorema. Con-
trariamente, si y # 0 se sigue de la ecuacién (15)

b

b
[rwar| =15 [ivar

a

O

Teorema 3.3. Si y: [a,b] — R" es una curva de clase €' tal
que Y es continua en [a,b], entonces

b
() = 17 @)lar.

La prueba para este teorema fue tomada de [Shil3], las
ideas se parecen a las presentadas por M. Spivak [Spi70] en
la verificacion del Teorema Fundamental del Calculo.

Demostracion. Consideremos la particion P del intervalo ce-

rrado [a,b] tal que P={a =1ty <t; <...<t, =b}. De la
ecuacioén (11) se sigue

b
(P = L) = y(e-l= 1| [V
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Al aplicar el teorema 3.2 a la relacion anterior junto con las
propiedades de la integral obtenemos

b b b
A=Y | [0 < ¥ [Iv @)= [Iv o

Como hemos considerado una particidn arbitraria P del inter-
valo cerrado [a, D], entonces la anterior desigualdad es vdlida
para cualquier particién del intervalo cerrado [a,b]. Asi, con-
cluimos que

b
< 1Y) (16)
a
Para cadat € [a,b] tomamos la curva restriccion ¥ = ¥|(4,-

Entonces definimos la funcién s : [a,b] — R, que a cada valor
t € |a,b] determina la longitud de la curva ¥, es decir

s(1) = £(%)-

LUy) = f[||7/(t)||dt,para cadat € [a,b).

a
Para i > 0, la diferencia s(¢ +h) — s(r) es la longitud de la
curva 7| [ri+h) Y satisface (véase figura 5)

Probaremos que s(t) =

17t +h) = YO < s +h) = s(t) = LV gen)- (AT

y(t + h)

Yi+h
Figura 5: Curvas % y ¥4s-
De la ecuacion (16) se sigue
[yt +n) =yl <st+h)—s(),
t+h t
< JIY@llde— [y (@)ldr.

Notese que

t+h t+h

/W Hdt—/w lar = /W )l

Ahora, en esta dltima desigualdad tomamos el cociente

s(t+h)—s(1)

7

h
<t (Tivona-fivola)
’ (18)

+h)—
llv( ZV(I)H < !

Nétese que

t+h t+h

e~ /W e ) =5 | [1v@lar

Por otro lado, tenemos los siguientes limites
=Yl
t
= i} (Tl tae=fivolar).
a

S| =

i LR =70)]
h—0t h

Ahora, del teorema del Emparedado aplicado a la ecuacién
(18) y del anterior limite se sigue

lim

h—0t

s(t+h)—
h

=[17(1)

Con argumentos similares es posible probar que para # < 0 se
cumple
s(t+h
lim L
h—0~ h

=17

De las anteriores ecuaciones tenemos que para cada ¢ € [a,b]
la derivada
() =11Y()

Del Teorema Fundamental de Calculo se sigue que para cada

t € [a,b] se tiene
0= [I7©d.

Finalmente, si consideramos ¢ = b obtenemos

b
= [IY @)l

O

Nos encontramos preparados para proponer una funcién
distancia en R” con ayuda de la longitud de curva. Definamos
la distancia p entre los puntos x y y en R” como: el infimo
de las longitudes de las curvas de clase ! en R” con extremos
los puntos X y y, es decir, p(x,y) es igual a

inf {£(7) : y es una curva de clase ¢! con extremos x y y} .
Con los resultados que hemos probado hasta el momento, po-
demos encontraremos el valor exacto para p(x,y). Primero
debemos notar que de la desigualdad (9) se sigue que

x—y|<p(x,y).

Nuestro siguiente paso es mostrar que existe una curva y de
clase ¢! con extremos x y y tal que ||x — y||= £(y), asi podre-
mos concluir que

p(xy) = [x—yl.



Paskin Matematico Vol. 3 No 1 (2021) 11-18.

17

Consideremos la curva y: [0,1] — R" de clase ¢, definida
mediante y(¢) = tx+ (1 —t)y, la cual tiene puntos extremos
X yy. Ademds, la derivada y/(f) = x —y, para cada r € [0, 1].
Entonces

Uy =Ry @lde = fyIx—ylar,
= |x—yll o dr = llx—y].

Hemos probado que la funcién distancia p : R” x R" - R
tal que p(x,y) es igual a

inf{¢(y) : y es una curva de clase €' con extremos x y y}

es la métrica usual euclidiana. N6tese que hemos encontrado
una curva y en R” de clase 4’ cuya longitud realiza la distan-
cia entre los puntos X y y, es decir, £(y) = p(X,y), a este tipo
de curvas se les llama geodésicas.

4. Meétrica riemanniana.

Vamos a extender varias de las ideas descritas en la seccion
anterior con el objetivo de introducir el concepto de métri-
ca riemanniana sobre subconjuntos abiertos y conexos de R".
Comenzaremos definiendo el espacio ambiente (espacio vec-
torial) en el cual vive la derivada de una curva y, seguidamente
introduciremos la definicién de métrica riemanniana junto con
algunos ejemplos y propiedades.

Dado el subconjunto abierto y conexo U de R”, entonces
el plano tangente asociado al punto x = (x1,...,x,) € U es
el conjunto

LU = {x} xR".

Noétese que el plano tangente es isomorfo al espacio vecto-
rial R”, es decir, existe una transformacién lineal biyectiva
L: T,U — R", cuya inversa L~ ! también es una transforma-
cién lineal. Si y: I — U es una curva de clase €', entonces
para cada r € I, la derivada ¥/(¢) es un vector en el espacio
TywU.

Una métrica riemanniana g en el subconjunto abierto y
conexo U C R" es una correspondencia (funcién), la cual aso-
cia a cada punto x € U un producto interno g(x, , ) := (, )x
sobre el espacio tangente TyU,

g(x,,)={(,)x: RUXTU —R. (19)
Ademds, esta correspondencia varia continua y diferenciable-
mente sobre los puntos de U. Dicho de otra manera, la funcién
gij - U — R, definida mediante

gi,j(X) = g(Xaeiaej) = <€i7€j>m

es diferenciable’, para cada i, j € {1,...,n}. Un abierto U de
R™ dotado con una métrica riemanniana se le conoce con el
nombre de variedad riemanniana.

7Si el lector aiin no esta familiarizado con el concepto de diferenciabilidad
le sugerimos revisar [MT98].

Ejemplo 4.1. La métrica riemanniana usual g, en R" asocia
a cada punto x = (x1,...,x,) € R" el producto interno ( , ) en
el plano tangente T,R", tal que g(x, , ) es el producto interno
usual, es decir

ge(x,,) = (e (20)
La funcion g; j : R" — R, estd definida mediante
gi,j(x) = ge(x7eiaej) = <ei7€j>e = i,j)
para cada i, j € {1,...,n}, entonces g; j es diferenciable por-

que es una funcion constante.

Ejemplo 4.2. Consideremos el abierto
U={x=(x1,....x,) ER":x, >0} CR",

entonces la correspondencia g, la cual asocia a cada punto
x € U el producto interno g(x, , ) en el plano tangente T, U,
tal que

glx,,):= 2

es una métrica riemanniana. Notese que la funcion g; j : U —
R estd definida mediante

(eiejle _ Gi
g<7 (x) = g(x é;. e ) = = = 2 s
i,j 1 €i,€j xyzl X,%
para cada i,j € {1,...,n}. Entonces la funcion g; ; es dife-

renciable porque sus derivadas parciales existen y son conti-
nuas. El abierto U con la mética g se le llama el el espacio
hiperbolico n dimensional, modelo del semi espacio.

Ejemplo 4.3. Consideremos el abierto

U= {x: (x1,...,%) ER": |lx||=

entonces la correspondencia g, la cual asocia a cada punto
x € U el producto interno g(x, , ) en el plano tangente T, U,
tal que

40, e

8(x, )= s
(=)
es una métrica riemanniana. Notese que la funcion g; j : U —
R estd definida mediante

4<ei’ej>€

46; ;
8ij(x) = g(x,ei,ej) = (1—[x[?)? = T

(1= [lx[I?)*’

para cada i,j € {1,...,n}. Entonces la funcion g; ; es dife-
renciable porque sus derivadas parciales existen y son conti-
nuas. El abierto U con la mética g se le llama el el espacio
hiperbélico n dimensional, modelo de la bola.

Dado que la métrica riemanniana g asocia a cada punto x
del subconjunto abierto y conexo U C R” el producto interior
g(x, , ) sobre el espacio tangente TyU, entonces definimos la
norma o magnitud del vector v € TyU mediante

v e(x,mv).
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Si y: [a,b] — U es una curva de clase €', entonces para ca-
da r € I la derivada y/(¢) es un vector en el espacio vectorial
Ty)U cuya norma estd dada mediante

Ve (1), ¥ (1), ¥ (1))

Adicionalmente, la longitud de ¥ con respecto a la métrica
riemanniana g esta definida mediante

L= [ VeGO O o e

Con ayuda de la longitud de una curva definimos la dis-
tancia p entre dos puntos x y y en U como: el infimo de
las longitudes con respecto a la métrica riemanianna g de las
curvas de clase ¢! con puntos finales x y y, es decir, p(x,y)
esigual a

inf{¢,(7) : ¥ es una curva de clase €' con extremos x y y}.
(22)
Vamos a enunciar dos resultados que se siguen de la fun-
ci6én p. No los vamos a probar. Estas afirmaciones y otras mas
se extienden a otros objetos llamados variedades diferencia-
bles (véase e.g., [dC92], [Leel8]).

Teorema 4.1. La funcion p : U x U — R, tal que p(x,y) =
inf{l,(y) : y es una curva de clase €' con extremosx y y},

es una métrica, es decir, la funcion p satisface las siguientes
propiedades:

i. Definida positiva. Para cada x,y € U se cumple 0 <
p(x,y) < oo. La igualdad se cumple si 'y solo six =y.

ii. Simetria. Para cadax,y € U se cumple p(x,y) =p(y,y).

iii. Desigualdad triangular. Para cada x,y,z € U se cumple
p(x.y) < plx.z)+p(z.y)

Teorema 4.2. La topologia T(p) definida por la métrica p en
U coincide con la topologia (subespacio) en U heredada por
topologia usual de R".
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1. Introduccion.

En algunos casos, encontrar el valor de una integral de-
finida de una funcién f : [b,c] — R, integrable sobre el in-
tervalo compacto [b,c], con b,c € R, puede no resultar facil.
Esto puede en parte atribuirse a la imposibilidad de expresar
sus antiderivadas (primitivas) en términos de funciones ele-
mentales". El hecho anterior fue establecido por el matemati-
co francés Joseph Liouville, quien demostré que bajo ciertas
condiciones especiales, la antiderivada de una funcién puede
expresarse en términos de funciones elementales (ver seccién
4 de [Con05]). En esta situacion, el cdlculo de la integral de-
finida se puede tratar (es decir, aproximar dicho valor) por
diversos métodos numéricos, entre ellos: 1a regla de los tra-
pecios, el método de Simpson o los métodos de Monte Carlo.
En el presente articulo, se exponen dos métodos para apro-
ximar numéricamente el resultado de integrar f(x) = e en
[0,1/3]; funcién cuyas antiderivadas no se pueden expresar en
términos elementales”.

Por tltimo, como parte importante de este texto, se presen-
ta una aplicacion para cada método a partir de un algoritmo en
Python, con el fin de mostrar cémo la programacién funcional
facilita llevar a la practica los métodos numéricos expuestos.

2. Teorema Fundamental del Calculo.

Uno de los objetivos mds importantes de todo curso de
calculo integral es el estudio del Teorema Fundamental del
Cdlculo. Es usual que este importante resultado se presente
en dos enunciados; para nuestro interés, recordamos aquel que
dice: Sea f: I — R, una funcion continua en el intervalo abier-
tol CR. Sib,c€lyF:[b,c] — R esuna funcion primitiva
(cualquiera) de f en [b,c|, entonces se verifica que:

C
[ 10 dx=F(c)~F(b). 1)
La expresion (1) se conoce como Regla de Barrow.

Como se observa, aplicar la regla de Barrow para calcu-

lar la integral definida de f sobre el compacto [b,c], implica

“Estudiante de Matematicas, Universidad Sergio Arboleda.

'En [Mor15] se presentan ejemplos al respecto.

2Usando coordenadas polares, es posible calcular el valor de la integral
de esta funcion sobre el eje real (—eo,00). Es decir, existe la posibilidad de
realizar el cdlculo preciso sobre toda la recta real pero no en un caso finito.
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conocer necesariamente al menos una primitiva de f. Sin em-
bargo, a pesar de que f admita primitivas, no siempre éstas
se pueden expresar en términos de funciones elementales, por
ejemplo, la funcién f(x) = e~ 1o es una funcién elemen-
tal’. La proposicién anterior se demuestra usando el Teorema
de Liouville, en el cual se establecen condiciones para deter-
minar si la primitiva de una funcién se puede expresar o no en
términos de funciones elementales (ver [Con05]).

Por lo anterior, y dado que en muchas ocasiones interesa
mas conocer el resultado numérico, se presenta a continuacién

L b 15 2
una aproximacion de la solucién de [; e dx por el método

de Monte Carlo y aproximando f(x) = e

de Taylor*.

por Polinomios

3. El método Monte Carlo.

La simulacion de Monte Carlo es un método no determi-
nista que permite aproximarse numéricamente a la solucién
de ciertas expresiones matematicas complejas (por ejemplo:
ecuaciones diferenciales parciales con dominio de solucién
infinito), a partir de la generacién de grandes cantidades de
ndmeros pseudoaleatorioss. Gracias a su utilidad, este méto-
do es ampliamente utilizado en diversos campos de investiga-
cién, por ejemplo: en finanzas, facilita la valoracién de opcio-
nes; en fisica, ayuda a simular el transporte de la radiacién en
la materia, a estudiar sistemas cudnticos y agregados atémi-
cos; en fisica médica, ayuda a solucionar problemas de dosi-
metria; en administracién, permite la optimizacién de mode-
los de administracion de inventarios, entre otras.

Para implementar el método de Monte Carlo, es necesario
realizar dos supuestos importantes (ver [Saa08]):

1. X es una variable aleatoria que se distribuye uniforme en
el intervalo [0,1]. Por lo tanto, su funcidn de densidad de
probabilidad estd dada por:

1 si 0<x<1,

fx(x) @)

0 en otrocaso.

3 Aunque la demostracién de este importante hecho se encuentra fuera del
alcance de este articulo, el lector la puede consultar en [Con05] ejemplo 4.6.

4En [Tho06] seccién 8.7, se presentan la regla de los trapecios y el método
de Simpson.

SHace referencia a una sucesién de niimeros generados a partir de un al-
goritmo, los cuales se aproximan de buena manera a un conjunto de nimeros
aleatorios.



20

Integracion numérica al rescate: dos alternativas para integrar f(x) = e

= con Python - Marco Blanco Ariza

2. SiY = G(X), entonces:

3)

La aproximacién de E[G(X)] por el promedio de los
G(X;) se da gracias a la ley de los grandes niimeros, para
un nimero #» muy grande de valores.

A partir de la expresion (3) se puede integrar cualquier fun-
ci6én siempre y cuando esté definida en el intervalo [0, 1]. Sin
embargo, esto sigue siendo poco ttil, ya que no siempre se
requiere integrar en dicho intervalo. Para poder generalizar el
resultado y que se pueda integrar cualquier funcién en cual-
quier intervalo, se siguen los siguientes pasos:

= Se parte de:

/bC G(x)dx. 4)

» Para poder transformar los limites de integracion de (4),
se crea la siguiente variable:

®)

Sib=0yc=1entonces u = x.

= Despejando x en (5) y diferenciando a ambos lados, se
llega a:

x=b+(c—bu. ©)

dx=(c—b)du. @)

= Sustituyendo (6) y (7) en (4) y empleando la ley de los
grandes niimeros, se obtiene:

:/OIG(b—i-(c—b)u) (c—b)du ®)
1

:(c_b)/o G(b+ (c —b)u)du

zc—b L 9)

; G(b+ (c—b)uy).

n ]

Donde u; denota nimeros pseudoaleatorios generados
con una distribucién uniforme en el intervalo [0,1]. A
partir de (9) podemos integrar cualquier funcién en cual-
quier intervalo.

3.1.

A continuacidn, se presenta la implementacion de (9) en
Python®. Se aclara que se crean dos funciones: la primera,
define la funcién a integrar; la segunda, define la funcién
que realiza la integracién. Asimismo, en algunas lineas se

El algoritmo.

®En [Arm19] se presenta otra opcién en Python y R.

incluyen comentarios para describir lo que el cddigo estd
realizando:

Paso 1: importar las librerias necesarias
import numpy as np
Paso 2: definir funcidn a integrar

def funcion_a_integrar(x):
return np.exp(-x**2)

Paso 3: definir la funcién que integra

def integracion_monte_carlo(funcion_a_integrar
,limiteinf,limitesup,n):
suma = @
for i in range(n): ##Particiona, evalla y acumula.
suma += funcion_a_integrar(limiteinf+
(limitesup-limiteinf)*np.random.uniform(©,1,1))
return ((limitesup-limiteinf)/n)*sumafe]

Figura 1: Integracién Monte Carlo con Python.

Para probar el algoritmo, definimos como funcién a inte-
grar f(x) = ¢~ en el intervalo [0,1] y variamos n = 100,
n =1.000, n = 10.000, n = 100.000 y n = 1.000.000. A con-
tinuacion, se presentan los resultados:

L
’ n ‘ Jo e " dx ‘
100 0.320895
1.000 0.321610
10.000 0.321296
100.000 0.321373
1.000.000 | 0.321379

Tabla 1: Aproximacién numérica para diferentes tamafios de
muestra (n).

Si se calcula la integral por medio del software Mathema-
tica, el valor que se obtiene es 0.321389, aproximadamente.
Como se observa, a partir de n = 100.000 se pudo obtener un
valor cercano al obtenido con Mathematica; en ese sentido,
se puede concluir que la aproximacién numérica por Monte
Carlo mejora conforme n — .

3.2. Polinomios de Taylor.

Los polinomios de Taylor (ver [Apo67] pag. 333), co-
mo una forma de aproximar funciones, resultan ser una
herramienta de trabajo muy cémoda, ya que evaluar un
valor implica realizar una cantidad finita de adiciones y
multiplicaciones, lo cual permite concluir que es mas facil
evaluar un polinomio que una funcién exponencial. En ese
sentido, el objetivo de esta seccidn es hallar el polinomio de
Taylor asociado a la funcién exponencial f(x) = e, Con
este propdsito, a continuacién se introduce el concepto de
polinomios de Taylor.
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Si f: U — R es una funcién n — 1 veces derivable en en-
torno U de un punto a € R, y n veces derivable en a, entonces,
f admite un desarrollo de Taylor de orden n € N en q, si para
todo x € U se tiene:

Fx) = pa(x) + (%)

Siendo r,(x) el resto n-ésimo (notacién de Landau) y p,(x)
dado por:

con ry(x) =o[(x—a)".

pu(x) = f(a) —&—f’(a)(x —a)+ fﬂz(!a) (x— 0)2 +
(e
~~+f n'( )(xfa)".

Al polinomio p,(x) se le llama Polinomio de Taylor de
grado n de f en a. La expresion anterior se puede reescribir
en la forma (ver [Apo67] pag. 336):

(g
=Y f k!( )(x—a)k.

pn(x) (10)

k=0

El polinomio de Taylor generado por f de grado n se notard
como T;,(f). Para hallar T,,(e’x2) en a = 0, primero se hallard
T,(¢") ena =0, asi:

1. Evaluamos la funcién y sus derivadas en a = 0:
fO)=e" — f(0)=1,
f)=e—r0)=1,

fMy)=e — P =1.

2. Con los resultados anteriores, determinamos una expre-
sién para los coeficientes del polinomio, asi:

3. Por lo tanto, el polinomio de Taylor de grado n generado
por ¢’ en el punto a = 0, esta dado por:

n yk
T(e') =) i (11)
k=0 """

Una de las propiedades mas ttiles en los polinomios de
Taylor es la de sustitucién (ver [Apo67] pag. 338). En este
caso, estamos buscando T,l(e”‘z), por lo tanto, sustituyendo
y=—x>en (11), se llega a:

he) = 3 O g U

Es importante resaltar que f(y) = ¢’ tiene como entorno U
a toda la recta real, es decir, U = (—o0,0) para todo punto

a € R, lo cual garantiza que al realizar el cambio de varia-
ble y = —x? el entorno U sea el mismo, concluyendo que la
sustitucion se realizé correctamente.

—x2

La expresién (12) permite aproximarse a f(x) = e~ en

cada punto x € R, mediante la siguiente férmula:

e = T(=22)|= ra(—2)].

Donde |r,,(—x?)| es el resto n-ésimo.

En este punto, surge la necesidad de acotar |r, (—x?)| con el
fin de conocer cudl es el error maximo que resulta de generar
el polinomio de Taylor de grado #; la utilidad de lo anterior,
radica en que, dado un nivel de aproximacién requerido, es
posible encontrar el grado n que debe tener el polinomio de
Taylor para satisfacerlo (ver [Apo67] ejemplo 1 pdg. 344).
Una expresiéon que permite realizar dicha acotacién para el
cason =4es’:

R 10
0 —x°) < . 13
< ra( x)_S!-eC (13)
Si0<x< % (intervalo de integracién):
1 10
0<ry(—x%) < (5) -
51.¢(3)
0 < r4(—x%) < 0.0000001. (14)

Con lo cual se concluye que el error que se obtiene al aproxi-

mar f(x) =e* 1

? mediante T4(—x*) en [0, 3] es, como méxi-
mo, 0.0000001. Teniendo en cuenta lo anterior, se calcula

1
I e dx empleando (12 y 14) con n = 4, obteniendo como
resultado:

/§ d 1 : + ! ! +
e X = — — .
0 3 3.33 10-35 42.37
1 2
31630 T ra(—x7) =0.321389. (15)

Se evidencia que la aproximacién por polinomios de Taylor
arroja el mismo valor que el calculado con el software Mathe-
matica, por lo cual se concluye que este método tiene un alto
nivel de precisiéon. A continuacién, se presenta la implemen-
tacion en Python.

3.3. El algoritmo.

Para realizar el algoritmo, se empled la libreria Sympy, la
cual permite realizar cdlculos simbdlicos con facilidad. Asi-
mismo, en algunas lineas se incluyen comentarios para des-
cribir lo que el cédigo estd realizando. En ese sentido, se pre-
senta una propuesta de algoritmo que permite evaluar el poli-
nomio de Taylor hallado en 12:

7Ver el ejemplo 3 pag. 346 y los teoremas 7.6 y 7.7 de [Apo67].
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import sympy as sp
import math

Paso 2: definir las variables

X
y

sp.symbols('x")
sp.symbols('y")

Paso 3: construir la funcidn

def aprox_pol_taylor(a,b,n):
evalinf = [] #cada elemento resulta de evaluar
en cada término del polinomio.
evalsup = [] #cada elemento resulta de evaluar
en cada término del polinomio.

a
H

X = a
## Se crea cada termino del polinomio,

se evalua en 'a' y se guarda en evalinf.

for i in range(n):
evalinf.append(((-1)**1)*x**(2*i+1)
/(math.factorial(i)*(2*i+1)))
y =b
#se crea cada termino del polinomio,
se evalua en 'b' y se guarda en evalsup.
for i in range(n):
evalsup.append(((-1)**i)*y**(2%i+1)
/(math.factorial(i)*(2*i+1)))
#resultado limite superior menos limite inferior.
return(sum(evalsup)-sum(evalinf))

Figura 2: Integracién mediante Polinomios de Taylor con Pyt-
hon.

Al ejecutar la funcién® para b =0, ¢ = % yn =235, se llega
a 0.321389; lo cual permite concluir que a través de los poli-
nomios de Taylor se puede realizar integracién numérica con
un buen nivel de aproximacion.

4. Conclusiones.

Del desarrollo anterior se destacan dos conclusiones:

1. Las diversas técnicas de integraciéon numeérica constitu-
yen un recurso valioso para la matemaética y los campos
en donde es aplicada. Se puede apreciar cdmo dos méto-
dos diferentes permiten obtener respuestas similares, lo
cual reafirma que en algunos casos no hay un unico ca-
mino para solucionar un problema.

2. El uso de lenguajes de programacién como Python per-
mite a los estudiantes poder aterrizar la teoria en ejerci-
cios practicos que, ademds de afianzar los conocimien-
tos, ayudan a desarrollar un pensamiento orientado a la
programacion.
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Imaginemos, con 4nimo matematico, que queremos darnos
una ducha. Todos tenemos nuestras preferencias personales
respecto de la temperatura del agua (sobre duchas no hay nada
escrito), asi que entramos y accionamos el grifo en pos de
alcanzar ese ideal. Podemos suponer que se trata de una tnica
llave y el agua se calienta o se enfria de modo proporcional
al dngulo de rotacién. Eso nos brinda al menos la esperanza
de que, con un poco de destreza, la temperatura del agua se
acercard cada vez mds a la deseada:

Temperatura ideal

Figura 1: Una ducha sin contratiempos.

La situacion anterior se puede describir mediante una ecua-
cion diferencial, segiin la cual, la variacién de la temperatura
en cada instante ¢ depende de la diferencia entre su valor en
t y la temperatura ideal 7;. Simplificando muchisimo (la du-
cha no es lugar para célculos finos), podemos pensar que la
temperatura x se rige por la férmula

X (t) = a[T; — x(t)]

donde a es una constante positiva. El término de la izquierda
es, por supuesto, la derivada de la funcién x, que representa
la tasa instantdnea de cambio de la temperatura; el término
de la derecha se puede pensar como una suerte de control: en
cualquier momento ¢, si la temperatura es menor que la ideal,

*Departamento de Matematica, Facultad de Ciencias Exactas y Naturales,
Universidad de Buenos Aires — IMAS-CONICET
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entonces el término de la derecha es positivo y x aumenta,
pues queremos que el agua se ponga més calentita. En cambio,
cuando la temperatura x(¢) es mayor que 7; movemos el grifo
hacia el otro lado, para que la temperatura disminuya. Esto
no es lo que se muestra en el grafico anterior aunque podria
ocurrir, por ejemplo, que nos llamen por teléfono y, al volver,
el agua se haya calentado demasiado. Entonces movemos la
llave para enfriarla:

Temperatura ideal

Figura 2: Un enfriado de emergencia.

Pero todo aquel que alguna vez se haya duchado sabe que
la realidad no es tan idilica y, en general, estd mas cerca de la
situacién ilustrada magistralmente hace mas de sesenta afios
el gran dibujante argentino conocido como Calé (ver Figura
3).

En efecto, lo habitual es pasarse una y otra vez de frio y ca-
lor hasta, por fin, lograr una temperatura aceptable. Las causas
de tan penosa experiencia son faciles de explicar: en general,
el resultado de nuestro control sobre la mezcla de agua se ma-
nifiesta con cierto retraso, debido a la distancia entre la llave
y la regadera de la ducha. La ecuacién anterior se transforma
entonces en

X (1) =all;—x(t —r)]
donde r expresa el tiempo que tarda nuestra accién en hacer
efecto. Esto suele provocar oscilaciones en torno a la tempe-
ratura ideal (Figura 4).

No es dificil comprobar que si la distancia del grifo a la
regadera es pequefia (por ejemplo, las duchas de un club en
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Figura 3: Calé, Buenos Aires en camiseta.

Temperatura ideal

Figura 4: Dificultad para regular la temperatura.

Liliput) entonces las oscilaciones son pequefias; en cambio,
se la distancia es muy grande el valor de r aumenta y da lugar

a oscilaciones cada vez mayores, incluso no acotadas (Figura
5).A modo de ejemplo, se puede suponer que 7; = 0. Esto no

quiere decir que vivamos en el Artico o nos gusten las emo-
ciones extremas sino, simplemente, al hecho de que se pue-
de hacer el cambio de variables dado por y(t) = x(¢) — T;. Si
ademds suponemos por simplicidad que a = 1, la ecuacién
resultante es muy simple:

(1) =—y(t—r).

Pero ahora podemos observar que para r = 7 la funcién y(r) =
sen(z) es precisamente una solucién, ya que

Y (t) = cos(t) :sen<g—t) :—sen<t—g> =—y(t—r).

La teoria de oscilaciones permite probar que este valor estd
justamente en el limite de que la ducha se transforme en un

acot.png

Temperatura ideal

Figura 5: Oscilaciones no acotadas.

verdadero suplicio: si r > 7, entonces hay al menos una so-
lucidn con oscilaciones no acotadas. Sin llegar a tanto, se de-
muestra también que si el retardo es mayor que é entonces
todas las soluciones oscilan. Este dato es muy util, aunque no
es facil llevarlo a la practica, por ejemplo, cuando uno efectia
una reserva de hotel, a menos que esté dispuesto a sostener un

didlogo como el siguiente:

- Diga, ;tiene habitacion con bario privado?
- Claro que st.
- (Me podria indicar la longitud de la carieria, por favor?

Las ecuaciones diferenciales con retardo sirven para mode-
lar distintos fendme-nos: entre ellos, uno de los mas conoci-
dos es el de la dindmica poblacional. La historia se remonta a
los trabajos del clérigo y economista Malthus [7] quien, muy a
tono con la tematica de este articulo, murié en 1834 en la ciu-
dad inglesa de Bath. El modelo original de Malthus es muy
simple: si se supone una tasa b de nacimientos y una tasa d de
muertes, entonces la poblacién total P crece en cada instante
¢ una cantidad proporcional bP(¢) y disminuye una cantidad
dP(t), es decir:

P'(t) = bP(t) —dP(t).

Sin embargo, este modelo no es muy realista y da lugar a un
crecimiento exponencial de la poblacion, cosa que no ocurre
ni en las mejores familias de conejos. O también puede ser
decrecimiento, en caso de que b sea menor que d; de todas
formas, es claro que la ecuacién no captura el comportamien-
to real de una poblacién. Existen otros modelos, como el de
Verhulst [10], que suponen una poblacién que se autorregula,
condicionada por cierto factor que limita su crecimiento: por
ejemplo, la falta de algun recurso:

P'(t) = aP(t)[M — P(1)].
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La ecuacion de Verhulst, también llamada ecuacion logistica,
tiene aplicacion también en otros contextos, como las redes
sociales.

Llegado este punto, podemos preguntar: ;qué tiene que
ver la ducha con la dindmica poblacional? Dejando de lado
el hecho de que algunas poblaciones pueden ser mas limpias
que otras, lo que nos interesa considerar aqui es el retardo,
que tiene, en este contexto, una interpretacion muy razonable.
Volvamos por un momento a la ecuaciéon de Malthus, en la
que el término —dP(t) es inobjetable, pues los individuos que
mueren lo hacen una vez, con la posible excepcién del sefior
Valdemar, aquel personaje del cuento de Poe que se mantuvo
entre la vida y la muerte durante varias semanas [9]. Pero de-
jando de lado los casos extraordinarios, es razonable pensar
que la tasa de mortandad provoca una caida instantdnea de la
poblacién. En cambio, con los individuos que nacen la histo-
ria es otra, ya que transcurre un tiempo hasta que son capaces,
a su vez, de reproducirse. Por eso es natural colocar allf un re-
tardo, que permite dar cuenta del tiempo que transcurre desde
que un individuo nace hasta que alcanza la madurez:

P'(t) =bP(t —r) —dP(t).

A laluz de algunos casos que conocemos, se podra objetar que
algunos individuos no alcanzan nunca tal madurez. Pero esto
va mds alld de un comentario jocoso ya que, en efecto, puede
ocurrir que un individuo muera antes de alcanzar la edad re-
productiva. Por tal motivo, en muchos modelos se incluye en
el término correspondiente un factor adicional que contempla
la probabilidad de llegar a la madurez. Tal es el caso del mo-
delo de Nicholson [8], en el que se asume una distribucién
exponencial dependiente de la poblacién total:
P'(t) = be PN P(t —r) —dP(1).

El comportamiento de este tipo de ecuaciones es muy dife-
rente al caso sin retardo. Por ejemplo, la ecuacién logistica
se resuelve por completo; en cambio, su versién con retardo
propuesta por Hutchinson [4]

P'(t) = aP(t)[M — P(t —r)]

es mucho mas complicada, a tal punto que una pregunta surgi-
da a partir de esta ecuacién se mantuvo sin respuesta por mas
de cincuenta afios. Cabe mencionar que la motivacién original
proviene de estudiar la densidad de una poblacién de caracter
muy diferente: no se trata de personas, bacterias o moscas (co-
mo en el modelo de Nicholson) sino de nimeros primos. Mas
especificamente, lo que Hoffman de Visme [3] intentd hacer,
basdndose en una idea previa de Cherwell, es dar un argumen-
to heuristico para el célebre teorema de los niimeros primos,
segtin el cual la cantidad w(N) de primos menores que un cier-
to N es, aproximadamente, ﬁ. El resultado es conocido y
su historia estd ligada a la no menos célebre hipétesis de Rie-
mann, cuya verdad o falsedad atin no ha podido demostrarse.
Pero, el teorema de los nimeros primos fue demostrado ya a
fines del siglo XIX; las pruebas de Hadamard y de la Vallée
Pousin no requieren toda la fuerza de la hipétesis de Riemann.

Sin embargo, se trata de resultados trabajosos y de Visme pre-
tendi6 encontrar una explicacién mas elemental. Lo notable es
que su planteo deriva en una ecuacidn diferencial: concreta-
mente, si y(x) es la mejor aproximacién suave de 7(x), enton-
ces de Visme mostré que vale

YOy (VE)

neN
y (‘x) - 2y

Cabe decir que esta ecuacién no tiene un aspecto muy ami-
gable, asi que el autor decidié consultar a un especialista en
el tema, el inglés E. M. Wright, quien propuso un ingenioso
cambio de variables:

Y (x)Inx =z, 2" =Inx.

De esta forma, la ecuacidn se convierte en
Z(t) =1In2z(t)[1 —z(t — 1)]

que no es otra que la ecuacién de Hutchinson con @ =In2 y
M =r = 1. Wright logré demostrar entonces que la solucién
constante z = 1 es un atractor de todas las soluciones positivas,
es decir: si z(f) > 0 es solucién entonces z(t) — 1 para t —
+o0. Y esto permite ver lo que queria de Visme, usando un
truco muy conocido por los estudiantes, la regla de L’Hopital:

fim YOI e <y’(x) Inx -+ y(x)) =1

x—+teo X [JHx—+teo X ) UH
Wright prob6 que su resultado no solo vale para a = In2 sino
para cualquier a < %; sin embargo, para la ecuacion linealiza-
da es fécil ver que la atractividad del equilibrio se mantiene
todavia un poquito més alld, para a < 7. La cercania entre
las dos cantidades le llamo la atencién, de modo que en 1955
formulé la conjetura de que la dltima condicién es también
suficiente para la ecuacién no lineal. La solucién 1llegd, como
no podia ser de otra manera, con algo de retraso: recién en
2017 J. B. van den Berg y J. Jaquette [2] lograron probar que
Wright estaba en lo cierto.!

Por supuesto, el mundo de ecuaciones con retardo no aca-
ba aqui: existen modelos para todas las situaciones y todos
los gustos. Un problema especialmente importante en muchas
aplicaciones es el de encontrar 6rbitas periddicas, para el que
se han desarrollado muy diversos métodos. Entra entonces en
escena uno de los més grandes matematicos de todos los tiem-
pos, el francés Henri Poincaré, quien propuso diversas técni-
cas para hallar tales drbitas. Entre ellas, un método que lleva
su nombre y responde a una idea encantadora y sencilla: bus-
car una condicion inicial cuya trayectoria, al cabo de cierto
intervalo de tiempo T, vuelve al punto de partida. De esta for-
ma, la solucién de la ecuacién se muerde la cola para cerrar-
se sobre si misma y dar lugar a la periodicidad. La novedad
respecto de las ecuaciones ordinarias es que ahora una “con-
dicién inicial’no es un nimero o -si se trata de un sistema- un
vector en R”, sino una funcién: para que valga el teorema de

! En inglés suena mejor: Wright was right, aunque la consigna no fue
usada para hablar del matematico sino del arquitecto estadounidense Frank
Lloyd Wright.
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existencia y unicidad de soluciones en el caso de una ecua-
cién con un retardo r, es preciso prescribir los valores de la
solucién en todo un intervalo de longitud r, lo que vuelve el
problema mucho mas complicado.

Obtener una condicidn inicial a partir de la cual se generan
trayectorias periddicas puede parecer tan dificil como buscar
una aguja en un pajar; sin embargo, existen maneras de ha-
cerlo o bien, cuando menos, de achicar el pajar. De lo que se
trata es de encontrar un punto fijo (la condicién inicial), ta-
rea que motivé algunos de los mas interesantes desarrollos de
la matematica del siglo XX. Claro que esto es tema para otro
trabajo: por el momento, suficientemente empapados de ecua-
ciones diferenciales, podemos cerrar en este punto el grifo y
envolvernos en la toalla.

Apéndice: un teorema de punto fijo en
dimension infinita.

Para el lector interesado, veamos un caso sencillo en el que
se puede probar la existencia de soluciones periddicas. Con-
sideremos el anterior modelo de Nicholson, donde ahora los
coeficientes b y d son funciones positivas y periddicas, con un
periodo fijo T

P'(t) = b(t)e PO Pt —r) —d(t)P(1). (1)

En el caso sin retardo, la situacién es facil de resolver, pues el
problema se puede escribir de la siguiente forma:

P) = (b(t)e*”@ —d(t)) P().

Para cualquier ¢, es claro que si el valor de la poblacién en ese
instante es muy grande, entonces el término b(t)e (") se hace
pequefio y, en consecuencia, P'(¢) < 0. Esto quiere decir que si
fijamos un valor inicial P(0) = M >> 0, entonces la trayectoria
inicialmente decrece y luego no puede volver a subir hasta M:
en otras palabras, P(r) < M para todo ¢ > 0.

Supongamos ahora que vale b(t) > d(t) para todo ¢, en-
tonces cuando el valor P(f) es muy cercano a O resulta
b(t)e ") > d(r) y 1a derivada de P es positiva. Esto significa
que si P(0) = &, un valor positivo muy pequefio, entonces la
trayectoria comienza creciendo y luego se mantiene siempre
mayor que €.

(Qué conclusiones podemos sacar de todo esto? La res-
puesta es muy simple: a partir de resultados cldsicos de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, sabemos que las trayectorias
que tienen valor inicial entre € y M se encuentran definidas pa-
ra todo € [0, 4e0), asi que tiene sentido evaluarlas en 7 = T.
Esta es, precisamente, la aplicacion & definida por Poincaré,
que resulta continua en virtud de la dependencia continua res-
pecto de las condiciones iniciales. Pero, mas atn, de acuer-
do con lo que vimos, ya sabemos que si P(0) = M entonces
P(T) <My si P(0) =€ entonces P(T) > €. Como las trayec-
torias no se cruzan, se deduce que la aplicacién de Poincaré
envia el intervalo [€, M] dentro de si mismo. En particular,

PEe)—e>0>PM)—M.

Luego, por el teorema de Bolzano, existe algin valor ini-
cial P, tal que la correspondiente trayectoria satisface P(T') =
Py = P(0), dando lugar a una 6rbita cerrada. La condicién
b(r) > d(r) es bastante precisa: a modo de ejercicio, el lector
puede comprobar que si la desigualdad se invierte, entonces
no puede haber soluciones periddicas positivas: mds audn, si
b(t) < d(t) para todo t, entonces cualquier trayectoria con da-
to inicial Py > 0 verifica que P(¢) — 0 parat — oo, es decir:
el equilibrio trivial es un atractor global de todas las solucio-
nes positivas.

Veamos ahora la situacién andloga para el problema con
7 > 0: jserd cierto también ahora que si b(¢) > d(t) para todo ¢
entonces hay soluciones T-periddicas positivas? La respuesta
es que si, aunque el resultado estd lejos de ser tan trivial como
en el caso sin retardo.

Comencemos por la cuestién planteada algunos parrafos
mas arriba: en este contexto, el clasico teorema de existencia
y unicidad requiere que el valor inicial de la ecuacién no sea
un ndmero sino una funcién: por ejemplo, dada ¢ : [—7,0] —
R continua, se prueba que existe una unica solucién P(¢) de
(1) tal que P = ¢ en [—7,0]. Se trata, entonces, de hallar ¢
positiva de modo tal que la correspondiente solucién vuelva a
tomar los mismos valores en el intervalo [T — 7, T], es decir:

P(T+t)=o(t)

Como antes, no es dificil probar la existencia de M > 0 tal que
si @(t) < M parat € [—7,0] entonces P(t) < M para t > 0.
Con un poco mas de esfuerzo (que queda a cargo del lector),
se prueba también, bajo la hipétesis b(¢) > d(t) para todo ¢,
que existe € > 0 tal que si € < @(¢) < M para todo 7 € [—T7,0]
entonces P(t) > € parat > 0. Sin embargo, ahora el problema
es en dimension infinita y la existencia de un punto fijo ¢ de
la aplicacion de Poincaré ya no queda tan clara. Una primera
dificultad, por mencionar alguna, es que para T > 0 las solu-
ciones pueden cruzarse, sin que eso contradiga la mencionada
unicidad (;por qué?). En definitiva, en este caso no hay Bol-
zano que valga... o quizas si, aunque se trata de un resultado
de cardcter bastante diferente. Repasemos nuestra situacion:
en el problema sin retardo tenfamos Z([e,M|]) C [e,M]; aho-
ra tenemos, en cambio, #(C) C C, donde

t€[—1,0].

C:={peC[-1,0:e<o(t) <M 1re][-1,0]}.

Un gran teorema viene entonces en nuestra ayuda, para ga-
rantizar la existencia de al menos un punto fijo en espacios de
dimension infinita; nos referimos al teorema de Schauder, que
dice lo siguiente:

Teorema 0.1. Sea E un espacio de Banach 'y C C E un con-
Jjunto convexo, cerrado y acotado. Sea F : C — E continua tal
que F(C) C Cy ademds F(C) es compacto. Entonces existe
x € C tal que F(x) = x.

En nuestro caso, el teorema viene como anillo al dedo, to-
mando E = C[—71,0], C el conjunto de antes y F = Z. Se
puede suponer (sin perder generalidad) que T < T’; en ese ca-
so es fécil ver -empleando otro teorema célebre, el de Arzela-
Ascoli- que la clausura de 4?(C) es un conjunto compacto.
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Luego, el teorema de Schauder garantiza la existencia de al
menos una funcién ¢ € C tal que & (@) = ¢, y asunto termi-
nado.

Tal como anunciamos, la ecuacidn de Nicholson es apenas
un ejemplo de una gran variedad de problemas con retardo
que se pueden resolver mediante métodos topoldgicos, que
ademds del teorema de Schauder incluyen otros mas sofisti-
cados, asi como la llamada teoria de grado. Existen numero-
sos modelos biol6gicos de interés por sus aplicaciones, para
los cuales dichos métodos han mostrado su importancia. Pero
ademas, la teoria de ecuaciones con retardo ofrece una am-
plia gama de problemas abiertos, incluso en situaciones que
se encuentran completamente resueltas para el caso T = 0. La
dindmica de las ecuaciones con retardo se revela mucho més
rica y complicada: para dar apenas una idea de esto, basta
mencionar que un modelo tan simple como el de Nicholson
ofrece preguntas que atn esperan respuesta [1].
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Matando el tiempo, una lucha por la supervivencia.
Confesiones de un periodo de enclaustramiento, y otras ficciones

Recluido, solitario, aguardo a que llegue el final. Es incier-
to el momento exacto en que ocurrird, lo sé desde que acepté
que, a ciencia cierta, nadie entiende lo que ha sobrevenido,
ni siquiera somos capaces de dimensionar la severidad de las
circunstancias actuales, por demas desbordadas e incontrola-
bles.

En cada conversacién que virtualmente rompe el aisla-
miento, me prodigo en timidas sentencias de esperanza, son
dosis escrupulosamente administradas de colectiva fe en el
futuro; en el fondo, algo asi como un presentimiento o una
revelacién si se quiere, pone en evidencia la paupérrima ac-
tuacion en la que repito como un mantra los placebos que nos
permiten huir momentaneamente de la angustia y la desespe-
racion, propias del inexorable ocaso que nos espera.

Pasos de verdugo en el cadalso, eso es para mi el constante
golpeteo del segundero, el mecanismo del reloj: inoportuno,
sistemdtico, imperturbable, se atraviesa en mi mente, ocupa
mis pensamientos, lo descubro omnipresente en cada recuer-
do o experiencia de este tltimo mes de confinamiento.

Las reflexiones de Sgren Kierkegaard parecen muy perti-
nentes en estos momentos, el existencialismo y la angustia se
llevan bien con estas circunstancias, sin embargo, una lectu-
ra diferente de los argumentos de Kierkegaard me hace pen-
sar acerca de las implicaciones de una parte de su obra en
el concepto de la estructura del tiempo. Postula el filésofo
danés que el hombre en medio de una infinidad de alternati-
vas puede perderse, en una pausa indefinida en la que extravia
su individualidad. Enfrentado a una infinidad de alternativas,
el hombre llega a asumir su individualidad sélo a través de
un instante de eleccion, y ese instante resulta ser una decision
de eternidad en la que el hombre se abre al futuro y a todas
las posibilidades que trae como consecuencia una existencia
auténtica basada en decisiones propias.

Indirectamente Kierkegaard propone la existencia de un
instante en medio de una infinidad, a su vez dicho instante
contiene a la eternidad (infinidad), todo esto en el marco de
un devenir de hechos. (Es esto posible en la estructura del
tiempo? Sin algo mejor que hacer me dispongo a abordar es-
tas cuestiones desde un punto de vista fisico-matematico.

Cada tic-tac separado en el tiempo por un segundo, entre
cada tic-tac se da el lapso exacto para 9.192.631.770 oscila-
ciones de radiacién emitida por el cesio 133 a una temperatura
de... jpamplinas! jeso no es el tiempo! ;qué es el tiempo? En
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rigor tampoco lo sabemos. Tal vez lo mejor que pueda decirse
al respecto es que es lo que transcurre en medio de dos even-
tos, parece que hay cierto consenso en torno de una definicién
semejante. Entonces si no ocurriera algo, si no sucedieran
eventos ¢se detendria el tiempo? Desde el punto de vista de
la termodindmica, tal vez si. Es indistinguible un universo en
el que no ocurre nada -ni siquiera a nivel subatémico- de un
universo en el que se detuvo el tiempo.

Es comtn encontrar en la literatura alusiones a la entropia
cuando se trata el tema del sentido en el que transcurre el tiem-
po; de hecho, ambos elementos: la dindmica de la entropia y
el sentido del tiempo suelen tratarse de manera indistinta. La
cantidad de entropia o el grado de desorden en un sistema (o
del universo) aumenta con el paso del tiempo, asi lo enuncia
el segundo principio de la termodindmica, la explicacion para
esto puede plantearse de multiples modos, por ejemplo, des-
de un enfoque mecanicista la actividad a cualquier nivel (un
evento) implica el uso de energia. Si, por ejemplo, se realiza
un trabajo para ordenar un sistema, por el principio de Carnot
una parte de la energia empleada se pierde en forma de calor,
una forma desordenada de energia. Puede demostrarse que es-
te aumento del desorden es siempre mayor que el aumento del
orden que se le aporta al sistema, por lo que un aumento de
la entropia es consecuencia de la ocurrencia de un evento y a
la vez del transcurrir del tiempo.

Otra forma de ver el aumento de la entropia en relacién
con el paso del tiempo se reduce al hecho probabilistico de
que hay una mayor cantidad de “estados de desorden” en re-
lacion con los “estados de orden” para cualquier sistema -es
decir, el orden es por definicién un estado especial-, por lo que
un cambio en el sistema generalmente aumenta su desorden.

Entonces: que transcurra el tiempo es tanto como decir que
hay un aumento del desorden (o de la cantidad de entropia), lo
que a su vez equivale al hecho de que ocurran eventos ... ese
maldito tic-tac de nuevo, parte el tiempo a su conveniencia,
ahora conspira en mi contra con el silencio, siento que pierdo
la cordura, jya no es sistemdtico! En situaciones de medrosa
depresion su traqueteo es lento, cada vez menos frecuente, se
evade... me asalta un anhelo agobiante por que este sonido
no vuelva méds. En angustiosa y plena desesperacion, por el
contrario, crepita su frecuencia in crescendo, pienso que lle-
gard a ser un sonido sostenido, aun mds asfixiante, como de
ruido blanco.
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Si el tiempo se define -al menos parcialmente- a través de
la ocurrencia de eventos, ;cudl es la ocurrencia minima? Es
decir, ;qué es lo menos que puede pasar?

En la fisica clasica el tiempo y el espacio son considera-
dos continuos, divisibles infinitamente, también localmente
homeomorfos con sus equivalentes euclideos, por lo que pro-
poner una unidad minima de tiempo o de espacio es ildgico.

En la relatividad general, aun cuando la medida del tiem-
po sea inherente a cada observador, y sea posible que el
espacio-tiempo pueda deformarse, se mantiene el tratamiento
del tiempo como un continuo, atribuyéndosele apenas carac-
teristicas que lo hacen menos “suave”.

La materialidad del mundo fisico nos permite asumir, que
la ocurrencia de un evento deberia verse representada en el
cambio de la posicién o de la velocidad (desplazamiento) de
una onda/particula.

En la mecdnica cudntica, a diferencia de lo que ocurre en la
mecdnica cldsica o en la relativista, para una longitud menor a
la de Planck (de 35 drdenes de magnitud inferior al metro), el
espacio posee una geometria distinta a la clasica; por lo que no
es posible tratar distancias inferiores a la longitud de Planck
en el sentido convencional del término distancia. El tiempo de
Planck (de 44 6rdenes de magnitud inferior al segundo) es el
lapso que tarda en recorrer un foton la longitud de Planck (a la
velocidad de la luz). Por lo anterior, cualquier cosa que ocu-
rre en un sentido fisico, acontece en un lapso mayor o igual
al tiempo de Planck; lo que ocurra en un lapso inferior habra
generado un desplazamiento de la onda/particula (o de cual-
quier ente) inferior a la longitud de Planck, lo que por efectos
cudnticos y del principio de incertidumbre no puede verificar-
se, no habria evidencia alguna de que el desplazamiento haya
ocurrido.

Asi las cosas, tenemos una unidad bdsica de tiempo: el
tiempo de Planck, nada ocurre en un lapso inferior; un inter-
valo menor de tiempo equivale a la no ocurrencia de eventos,
pues dichos eventos no pueden verificarse; por lo que un lap-
so menor al tiempo de Planck equivale a que el tiempo esté
detenido. Desde el inicio del universo con el Big Bang han
transcurrido aproximadamente 8 x 10%° tiempos de Planck, lo
que no es poca cosa, pero es una cifra finita. Si asumimos que
el tiempo no terminard, este recubrimiento hace al tiempo in-
finito numerable (Xy).

Sabemos que todos los intervalos abiertos de la recta son
homeomorfos con el intervalo (0, 1), por lo que, manteniendo

!Frase atribuida a Epicteto.

las unidades empleadas, el intervalo de un tiempo de Planck
es homeomorfo al intervalo de tiempo transcurrido desde el
Big Bang a la actualidad. Este homeomorfismo nos permite
de manera inmediata concluir que el cardinal del intervalo de
un tiempo de Planck es (X) y que éste es el mismo cardinal
del intervalo de tiempo entre el Big Bang y la actualidad.

Asi las cosas, al devenir de eventos o transcurrir del tiempo
que es un intervalo infinito no numerable (X ), le pertenece
un instante, un intervalo de tiempo que es un elemento entre
una cantidad finita de momentos de Planck y que es un sub-
conjunto propio de un conjunto numerable (X), que contiene
a su vez a una infinidad no numerable, al intervalo de tiempo
de Planck (). De alguna forma -un poco aparatosa- se ha
desarrollado un argumento compatible con la estructura del
tiempo propuesta indirectamente por Kierkegaard.

Se han forzado algunas definiciones, -trayendo a Cantor
por los cabellos- para dar forma al argumento indirecto de
Kierkegaard, tal vez mi subrepticio afdn sea el de mas bien,
justificar de esta manera su argumento directo en procura de
una actitud constructiva: en medio de un sinfin de posibili-
dades del mundo, la decisiéon que se toma en un instante de
tiempo nos conduce a la eternidad e infinitud de una existen-
cia auténtica. Del estoicismo se ha hecho famosa la frase que
dice que: no son las cosas que nos pasan las que nos hacen
sufrir, sino lo que nosotros nos decimos sobre esas cosas'. Es
facil caer en la trampa de sentirnos victimas de las circuns-
tancias, sobre todo cuando nos enfrentamos a situaciones que
ponen al limite nuestro caracter. No podemos determinar to-
dos los eventos que nos ocurren, pero si somos duefios de la
manera en que los asumimos?. Por cierto, ahora debo lidiar
con el hecho de haber descubierto que, hace mds de un afio,
no tengo un reloj que haga “tic-tac”.

Dayron Fabidn Achury-Calderon

dayronf.achuryc @konradlorenz.edu.co

Acerca del autor: Fabidn Achury-Calderdén es ingeniero
de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas y ma-
temdtico de la Fundacién Universitaria Konrad Lorenz. Se ha
interesado por estudiar la interaccion de las mateméticas con
otras ciencias. Asesora compaiiias en asuntos financieros y de
direccién estratégica. Le apasionan la 6pera, el ballet y las
ciencias sociales. Sus pasatiempos favoritos son la lectura y
la coleccion de registros de radio internacional. Disfruta re-
correr museos cuando viaja y admite que se conmueve con
facilidad. Algin dia espera aprender a tocar piano.

2Extraido de los Aforismos Sobre el Arte de Saber Vivir de Arthur Schopenhauer.
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Complejos, cuaternios, octonios y muchos mds, en ma-
tematicas se encuentran sistemas numéricos para todo y para
todos. Los mortales no necesitan ir tan lejos y se quedan en los
reales, para los mds mortales con los racionales es suficiente,
y para los mortales acérrimos (la gran mayoria), con los na-
turales se tiene para toda la vida. Suena a que estos nimeros,
tan usados por los mortales estdn muy bien estudiados y muy
bien comprendidos. Nada mds lejos de la realidad, tan s6lo
en los apetecidos naturales las preguntas sin respuesta estan
a la orden del dia. Y si vamos mads alla, a un mundo no tan
conocido, los irracionales,

Un ndmero es irracional si posee infinitas cifras decima-
les no periddicas, esto quiere decir que no se puede expresar
en forma de una fraccién, o sea, no se puede representar co-

p . o
mo — para p,q dos nimeros enteros. Por razones histdricas,

aplicaciones, apariciones publicas y no tan publicas, chismes
y otros devenires, el niimero irracional mas famoso es 7, que
se define como la relacién entre la longitud de la circunferen-
ciay su didmetro [BBBO04]. El famoso 3,14159265359..., que
podemos encontrar en presentaciones mucho mas elegantes:

_ 14

2— 2+\/2+\/2+\/2+~--\f2.

(Pero como estar seguros de que es irracional? Con una
demostracion.

A continuacion desarrollaremos lo que en diversos textos
y articulos aparece como una prueba elemental de la irracio-
nalidad de 7.

Supongamos que 7> es racional, esto es, puede escribirse
como

= lim 2"
n—oo

T :B, P,q€EZL
P

y tomemos la siguiente serie
Gx) = b ful0) = "2 £, (1) + 774 ) () —
+ (=1 ).
cuyos términos satisfacen que

bnn.(anZk) _ bn<ﬂ2)n7k —p" (E

—k
b ) R a" Rk

A
b |
|

Si ademas, definimos

12n

fulx) = | Z cix',

con coeficientes c; enteros, se verifica (4nimo, usted puede

hacerlo) que f,gk)(O) y f,gk)(l) son enteros, esto es, G(0) y

G(1) son enteros. Si derivamos G(x) dos veces se obtiene que

G (x) =B[22 fy (1) =21 () - (= 1) 2 ().

donde el ltimo término es cero (;por qué?). De esta manera,
" .
sumando G(x) y G (x) se obtiene que

G’ (x) + G (x) = "m>" 2 f,(x) = 72d" fu(x).  (2)

Definamos ahora una nueva serie
/.
H(x) =G sin — tG(x) cos Tx,

derivandola y usando la ecuacién (2) se obtiene
H (x) = w?a" f,,(x) sin 7x.

que aplicando el teorema fundamental del cdlculo nos permite
obtener

nz/ola”f,,(x) sinx dx=H(1)— H(0)

n[G(1)+G(0)].

Asi, podemos asegurar que
1
T / a"fu(x)sinzmx  dx,
0

1

es un entero. Pero por otra parte, 0 < f,,(x) < — para0 <x <
n!

1, de modo que

. na"
0 < wd" f,(x)sinzx < —
n!

y en consecuencia se obtiene que

. wa"
sintx dx < —.
n!

0< ﬂ/ola"fn(X)

Hasta este punto nuestro razonamiento no toma en cuenta
el valor que tome n, asi que si n es lo suficientemente grande
(;que tan grande sera necesario?), entonces

n

. ta
sinzwx dx < — < 1,
n!

0<7r/01a"fn(x)
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pero esto es una contradiccion, ya que la integral, como lo
habiamos mencionado es un entero, y no existe ningiin nime-
ro entero entre 0 y 1. Asi, la suposicién original de que 7
es racional debe ser falsa y por lo tanto se obtiene que 72 es
irracional y asi mismo debe serlo 7 (;si se ve por qué?).

Que 7 es un nimero irracional se sabe hace mucho tiempo
y se ha probado de diversas maneras, la demostracién que les
he presentado, tiene la peculiaridad, de que guarda una idea
central que se puede aplicar para probar la irracionalidad de
otros numeros. De hecho, este escrito no esta dedicado a 7,
todo esto ha sido una antesala para presentarles a uno de los
persojes mas famosos del complejo mundo de la “irracionali-
dad”, la constante de Euler-Mascheroni o constante gama de
Euler, el famoso

Y~ 0,5772156649015328606065120900824024310421593.

Si este numerito nos les suena de algin sitio, lo cudl ya de
por si es extrafio, veamoslo en su forma primitiva, esta cons-
tante mide la diferencia entre las sumas parciales de la serie
armonica y la funcién logaritmica, asi

n

1
yi=lim (), - —Inn

n—oo =1

3)

Y que por qué es importante, pues si el mismisimo Euler de-
dico afios de su vida a su estudio, serd por algo, pero el lec-
tor interesado por aplicaciones, apariciones y milagros de esta
constante, puede entre otros consultar [Lagl3] (se encuentra
libre en linea), donde se expone de manera divulgativa y cro-
noldégica muchos resultados que involucran a la constante de
Euler. De momento algunas de sus elegantes presentaciones:

tm (5]
-tim (¢~ 57

Finalmente y sin dar mds rodeos, a lo que queria llegar ;es
Y un ndmero irracional? Mi estudiante Esteban Burbano, en
su tesis de pregrado abordo esta pregunta, muy a la 7-style,
veamos:

Supongamos que Y es racional, entonces podemos escribir

p P
= lim In{ —— | —In(In(n ,
Vn%Eq(p ;) - i)

Y=-
q
donde p y ¢ son enteros positivos y g # 0, de la definicién de
¥ tendriamos que
n
1
y=1m Y - —nn="2

e = k q

multiplicando a ambos lados por ¢ se obtiene
n

1
lim qz%—qlnn =p

n—o0 i—1

usando propiedades de limites podemos ecribir
|
Jimg Y - fimginn =

1 . .
dado que glim, e Y j_, = qYii % esta ultima ecuacién to-
ma la forma

© ]
qull%—r}groloqlnn—p.

Partiendo la serie arménica en dos sumas reescribimos como

il
q -+
k=1k

=)

1
Z — | —limglhn=p
k71 K e

que se puede ver como

> 1 /1

q Z - — ll’mqlnn:p—qu

kg ke ik
donde podemos observar que el término de la derecha en esta
igualdad resulta ser un ndmero racional para algin j, mientras

que a la izquierda, tomando el limite obtenemos

=

1
q Z — =oo =g limInn.
ol n—soo

Conslusion, callején sin salida. No hemos obtenido un argu-
mento final que nos permita abalar, ni desmentir, la hipéte-
sis original. Serd otro el camino, ;pero cudl? Como Esteban,
muchos otros desde 1734, han tratado de verificar lo que la
mayoria cree, que Y es un nimero irracional, sin que hasta la
fecha, alguien haya tenido éxito, por tanto, el estatus de y den-
tro de los reales, no pasa de conjetura. Decidir si un nimero
es o no irracional, vaya que problema...

Referencias.
[BBB04] L. Berggren, J. Borwein, and P. Borwein, Pi: Asource book, Third
Edition, Springer., 2004.

[Lagl3] Jeftrey. Lagarias, Euler’s work and modern developments, Bulletin
of the AMS 50 (2013), no. 7, 527-628.

John A. Arredondo
alexander.arredondo@konradlorenz.edu.co



Politica Editorial

El Paskin Matematico es una produccion del Programa de
Matematicas de la Fundacion Universitaria Konrad Lorenz. Esta
ablerto a todos y todas. Si tienes interés en escribir un articulo con
cualquier tipo de contenido matematico, resenar a un personaje,
comentar un problema o tienes comentarios sobre nuestra
publicaciéon, envia un mensaje a paskin@konradlorenz.edu.co

4 2k +1

El Programa de Matematicas de la Fundaciéon Universitaria Konrad
Lorenz fue creado en 1998. Conoce mas acerca de nuestro programa
en nuestra pagina institucional

http://www.konradlorenz.edu.co/es/aspirantes/carreras-
universitarias/carrera-de-matematicas/presentacion.html

Bogota, Colombia. 2021




PASKIN MATEMATICO
Volumen 3, No. 1, 2021

Contenido

e Ruben A. Hidalgo

El grupo jacobiano de un grafo: un ahorro solidario.............o 1

e Juan Sebastian Martinez Conejo
Solucionando sistemas polinomiales usando Bases de Grobner ............... )

e Camilo Ramirez Maluendas
Del algebra lineal y el analisis-a las métricas riemannianasen R™.......... 11

e Marco Blanco Ariza
Integracion numérica al rescate: dos alternativas para integrar
AR (50 2 O WSNNL— 19

e Pablo Amster
Una zambullida en las ecuaciones con retardo........o.oeeeeeiviiiiiieieiin, 23

e Dayron Fabian Achury
Mate KuentOgal\ o o2 s NN W (- v e Y . .. 28

e John A. Arredondo
IREOR e AN N NN L o e 30

Nada es mas importante que ver las fuentes de la
invencion, que Son, en mai opinion, mds interesantes
que los mmventos en st mismos.

Gottfried Leibniz



