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LLAS MATEMATICAS EMANAN DE LA NATURALEZA

, .~ *
Jests R. Mucifio Raymundo
muciray@matmor.unam.mx

1. Un fenomeno cultural.

Imaginemos una pieza de pan, la méas sencilla que sea de
nuestro gusto. En ella tenemos tierra, sol, agua, trigo, levadu-
ras, el calor del horno ... En la pieza de pan ya elaborada,
esos elementos son muy dificiles de distinguir para quien no
sea un panadero experimentado.

La elaboracion del pan y de los alimentos en general, es un
fendmeno cultural. Con esto buscamos expresar que a través
de muchos siglos diversas mentes inteligentes, practicas, han
contribuido a sus técnicas de elaboracién, haciéndolas evolu-
cionar. Cuando imaginamos un pan o un pastel sofisticado, es
claro que su elaboracién escapa del alcance de un nedfito.

La analogia es completa. Las matemadticas son un fené-
meno cultural. A través de muchos siglos, diversas mentes
inteligentes, pricticas, han contribuido a elaborarlas, hacién-
dolas evolucionar.

Una de las fuentes de las matematicas esta en la naturaleza,
(verdaderamente es asi? Cuando leemos un libro de matema-
ticas “puras”, estamos ante un producto sofisticado.

2. Tierra-Sol el circulo maestro.

Nuestro objeto matematico de partida es
360.

Inmediatamente, eso suena como los grados de una circun-
erencia. | uién se le ocurriria eso? Nuestro punto de salida
f LA I ? Nuest to de salid
en la naturaleza son las siguientes preguntas.
(Cudl es la duracién de un afio?,
(por qué esa cantidad es interesante?

Para todos nosotros la respuesta a la primera pregunta es
365 dias o algo similar. Concerniente a la segunda pregunta,
parece que su interés es meteoroldgico o administrativo. Re-
trocediendo en el tiempo, para las culturas antiguas los ciclos
del clima, en particular las lluvias, eran esenciales, pues ello
determinaba el tiempo de siembra y cosecha. Por ejemplo, en
Egipto el afio lo marcaba la crecida del Nilo, en la India el ci-
clo anual lo marcaba la llegada del monzén. En Barranquilla,
Colombia, la época de lluvias mas intensas es octubre. Hace
2000 afios el clima presentaba una periodicidad casi crono-
métrica cada afio.

(Averiguar cudnto dura un afio es un problema de las mate-
méticas?

*Centro de Ciencias Matematicas, Universidad Nacional Auténoma de
México, Morelia, México.

Veamos que si lo es. Consideramos un objeto fijo que pro-
duzca una sombra nitida a medio dia, por ejemplo un edificio,
un poste o un drbol nos sirven. Llamamos a este objeto el gno-
mon. La idea es sefialar la sombra que proyecta el gnomon a
medio dia a lo largo de 400 6 500 dias, es decir tendremos 400
6 500 mediciones de su sombra, ver Figura 1.a. El nimero de
dias que transcurre entre las dos sombras mds alargadas es la
duracién en dias del afio. El resultado serd 365 ¢ 366 dfas.

'
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Figura 1: a) Calculando la duracién de un afo mediante la
observacion de sombras, desde un lugar en el hemisferio norte
de la Tierra. b) Dos tridngulos que aparecen en la observacién.
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Usando métodos actuales de medicidn, sabemos que el afio
tiene una duracion aproximada de

365 dias, 5 horas, 48 minutos, 45.25 segundos, ...

365.242190402. . . dias.

(Por qué hay dos respuestas? jAh!, es que era un problema
de matemdticas; la primera respuesta usa el sistema numérico
sexagesimal y la segunda el sistema decimal.

Todas las civilizaciones de la antigiiedad reconocieron 365
6 366 dias como la duracién del aio. Como 365 es un nu-
mero “incémodo'de manejar, por ejemplo no tiene mitad en
nimeros enteros. Los mayas y aztecas consideraban 360 dias
propicios y 5 dias de mala suerte. Naturalmente los 360 gra-
dos que mide un circulo son un redondeo numérico de 365,
haciéndolo mas cdmodo. En la cultura griega, Hiparco de Ni-
cea (siglo II a.C.) gradud el Zodiaco o la 6rbita de la Tierra
de 0° a 360°. El estableci6 el punto vernal de la 6rbita de la
Tierra 0° en el equinoccio de primavera del hemisferio norte.

90°
180° 0°=360°
1 grado
270°
Verano

Primavera

Invierno

Figura 2: Un grado de la circunferencia es equivalente al arco
en que se desplaza la Tierra durante 24 horas en su Orbita
alrededor del Sol.

Con ello podemos escribir que:

lgrado = 1dia
90 grados = 1 estacion
360 grados = 1 afio,

PR

donde por “dia” entendemos el arco que recorre la Tierra so-
bre su 6rbita alrededor del Sol en 24 horas, ver Figura 2. Otro

aspecto fascinante de la cifra 365.242190402. .. es que nos di-
ce que la Tierra describe en un afio los 365 dias con la adicién
del decimal 242190402... . Esto es, la Tierra no gira alrededor
del Sol dias (o nimeros) enteros. Para describirlo se requie-
re un decimal (;racional o irracional?) extremadamente dificil
de calcular y/o estimar observacionalmente.

Ahora recordemos que la 6rbita de la Tierra no es circular;
es una elipse con el Sol en uno de sus focos. Afortunadamente
dicha elipse tiene una excentricidad cercana a cero. Por ello,
aproximarla por un circulo es adecuado.

Ese no es el caso para otros planetas. En la Figura 3 hemos
dibujado cuatro 6rbitas elipticas, cambiando su escala al hacer
sus ejes mayores iguales a cierta unidad. Ello ilustra como
varia la excentricidad y la forma de dichas drbitas.
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Excentricidad 0.0934 Excentricidad 0.2482
Marte Pluton

Figura 3: La 6rbita de la Tierra alrededor del Sol puede apro-
ximarse por un circulo. La bondad de ese tipo de aproxima-
cioén depende de la excentricidad de la 6rbita del planeta.

3. El coseno y el seno.

El método de paralaje descrito en la Figura 1.b, nos lleva
a estudiar tridngulos con detalle. ;Serd suficiente con estudiar
los dos tridngulos en dicha figura? Una magia de mateméticas
ocurre; en cierto sentido, es mas facil mirar/estudiar todos los
tridngulos que uno solo, ello nos lleva al:

Lema 3.1. Existe una correspondencia biyectiva entre los si-
guientes conjuntos

{ dngulos 0 < a <90° } ,
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puntos del arco de circulo
con radio 1
de 0° a 90°

tridngulos rectdngulos,
orientados, de hipotenusa 1 |~

Esto es, cada punto en ese arco de circulo determina un
tridngulo rectdngulo, orientado, de hipotenusa 1. Viceversa, a
cada tridngulo rectdngulo, orientado, de hipotenusa 1 le co-
rresponde exactamente un punto en ese arco de circulo, y por
ello un dngulo.

Para entender cabalmente esta correspondencia, recurrimos
a las funciones seno y coseno

cos:[0°,90°] — [0,1]

o — cos(a),
sen:[0°,90°] — [0,1]

o — sen(a).

Figura 4: a) Al mover el brazo, la plomada va describiendo los
valores del coseno. b) Es posible realizar una estimacion del
valor de cos(a) si agregamos al mecanismo un transportador
para medir ¢ y una regla con escala para determinar cos(¢).

Un experimento interesante es calcular el coseno de un an-
gulo concreto provistos de un transportador y una regla de

longitud un metro, digamos cos(73°), ver Figura 4. (En ella
usamos una caricatura de un dibujo famoso de Leonardo da
Vinci.) ;Cudntas cifras decimales de cos(73°) podemos cal-
cular sin error? ;Qué ocurre si comparamos nuestro resulta-
do experimental, con el resultado que nos provee una compu-
tadora? El video [MR20], minutos 10-23, muestra el experi-
mento.

Una computadora provista del programa adecuado puede
calcular facilmente 30 cifras decimales de cos(a); ¢c6mo lo-
graron ésto los matematicos? Bueno, ya aceptamos que las
matemadticas son sofisticadas.

Prueba del Lema. La correspondencia es

(cos(a), sen(ar))

/

o

{(0,0), (1,0), (cos(ax), sen(ax)) } .

d

4. El coseno y el seno como movimien-
tos periddicos.

Imaginemos la naturaleza en este caso, como un mévil des-
cribiendo la trayectoria del arco de circulo [0,90°].

iSi!, basta imaginar un mévil o un insecto que camina so-
bre el arco de circulo con velocidad de norma 1: al caminar
por el punto & del circulo y proyectarlo a los ejes cartesianos
x e y da lugar a las funciones coseno y seno de o. ;Qué su-
cede si en lugar de detener & en el borde del arco de circulo
(punto & = 90?), continuamos mas alla sobre el circulo com-
pleto? Traducido a las matemadticas, ello nos proporciona la
trayectoria

R — {#+y'=1}CR?

a — (cos(a),sen(ar)).

Donde o puede pensarse como el tiempo de recorrido y
varia en todo R.

Recordemos que el compds es un mecanismo que nos per-
mite sin dificultad trazar el circulo completo.

(Podemos imaginar un mecanismo que trace la grafica de
sen(a)?
Es un problema de matematicas, pero buscamos un “mecanis-
mo”, en el sentido concreto y practico del compés. Tal meca-
nismo existe, observemos la Figura 5.

El video “Sinegraph” en [ET09], tiene una bonita anima-
cién del mecanismo que mencionamos.

(Podemos hallar en la naturaleza la grafica de sen(o)?

Definicion 4.1. Una funcién periddica f : R — R es tal que
los valores de f(x) y de f(x+T) coinciden para un nimero
T > 0. El nimero positivo mds pequefio 7 con esa propiedad
es el periodo de f.
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Esto es

R R
X

_>
— fx)

F0) = f&+T).

0 T o
-1

sen(ar)

Figura 5: Al recorrer el punto « el circulo unitario, con veloci-
dad unitaria, su altura respecto al eje y, va trazando la gréfica
de sen(a).

Intuitivamente, decimos que el comportamiento de una fun-
cién periddica se repite después de cada periodo de tiempo 7.
El prototipo de una funcién periddica es

fla): R — [-AAJCR

o +— Acos(ca+ o)

donde:

+ A > 0 es el valor mdximo de la funcién o amplitud de
onda (la mitad de la oscilacién de sus valores),

- T= 27” es el periodo de la funcién o longitud de onda,

+ @ es lafase.

Desde un punto de vista practico, las culturas prehispanicas
de América crearon sellos cilindricos, tal que al hacerlos ro-
dar engendran dibujos periddicos; en la Figura 7.a, el primero
de ellos tiene un disefio geométrico y el segundo un monito
sentado.

Si en un cilindro trazamos una curva adecuada, al hacer-
lo rodar engendrard una funcién periédica, que sorprenden-
temente (matematicamente) tendrd como dominio a todos los

longitud de onda
cresta

WA
VAV

valle

amplitud

periodo

Figura 6: Grafica de f(a) = Acos(co + @) con sus caracteris-
ticas geométricas; amplitud y periodo (longitud).

b)

s 2N

.

0 T 2T

Figura 7: a) Dos sellos cilindricos prehispanicos que al rodar
dan lugar a disefios periddicos. b) Tambor cilindrico que al
rodar engendra una funcién periddica.

nimeros reales R, Figura 7.b. Todo lo anterior se resume en
el resultado siguiente.

Lema 4.1. Existe una correspondencia biyectiva entre los

conjuntos
funciones continuas

Sinea¥) - R— R
con periodo T > 0

funciones continuas
f;fmdo(a) : {xz +y2 - (%)2 = O} C Rz — R
en el circulo de radio T /21

La “prueba geométrica” es la Figura 7.b. Si bien ello puede
ser insuficiente para los lectores cuya intuicién sea algebraica
o analitica (en cuyo caso, queda la invitacién a escribir “su”
prueba).

Veamos algunos ejemplos.

En nuestro prototipo Acos(ca + @), el periodo y la ampli-
tud parecen parametros inocentes. Con sinceridad:

(a quién le importa esas funciones y sus cantidades 7', A?
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Electrocardiograma
) tiempo

Diastole
Sistole Sistole
b) A
N \  Presion ventricular
) tiempo
Diastole
Sistole Sistole

Figura 8: Dos funciones periddicas que reflejan la actividad
del corazén humano.

En telecomunicaciones, television, teléfono internet, rayos
X, tomografia médica, exploracidn petrolera; los ingenieros y
fisicos han logrado separar las ondas electromagnéticas que
codifican todas las sefiales necesarias. La amplitud y periodo
de dichas ondas, su diferenciacién y manejo son indispensa-
bles hoy dia. Recomendamos [PI09] particularmente Cap. 10
y [Jam15]; para una descripcién desde la fisica o las matema-
ticas respectivamente, de estos temas.

La actividad del corazén humano es periddica respecto al
tiempo. Dos pardmetros interesantes son su actividad eléctrica
y su presion sanguinea. Al graficarlas obtenemos la Figura 8;
T y A son importantes. ;Cual es el valor de tu 7?7

La ¢rbita de la Tierra respecto al Sol y la inclinacién de
su eje de rotacién tienen como consecuencia las estaciones
en la Tierra. Claramente en un ecosistema, la variacion en
el nimero de las poblaciones vegetales o animales tiene pe-
riodicidad anual. Usando ecuaciones diferenciales ordinarias
es posible obtener modelos para esos fendémenos periddicos,
ver por ejemplo [HSD13] Cap. 11. A nivel cualitativo, si en
un ecosistema la biomasa vegetal (hierba por simplicidad) al-
canza un maximo anual en cierto mes. Entonces ese maximo
condiciona la reproduccién de los animales pequefios y de sus
predadores. En la Figura 9 graficamos en un mismo plano tres
funciones periddicas que bosquejan esta dependencia.

Podemos decir que, el oscilador maestro Sol-Tierra trans-
mite su oscilacién anual a las especies vegetales y animales
(presas, predadores).

(Cudles son las expresiones matemadticas para las funciones

septiembre septiembre

muchos
hierba

conejos

zorros b

>

pocos

abril abril abril

Figura 9: Periodicidad cualitativa anual de biomasa vegetal
(hierba), presas y predadores; para un ecosistema tal que en
julio la biomasa vegetal alcanza un valor maximo.

que aparecen en las Figuras 8 y 9? ;Como escribir todas las
funciones periddicas?

5. El resultado ‘““universal’”’ de Fourier.

Dicho sucintamente, un teorema de J.—B. Joseph Fourier
(Francia, 1768-1830) nos dice que, todo fendmeno periddico

enel tiempo R={a}

puede expresarse usando una suma convergente de las funcio-
nes
sen(ka) y cos(ker), parak e N.

Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, suponemos que
el periodo es 27. Dicho en lenguaje técnico tenemos el si-
guiente:

Teorema 5.1. Toda funcion
flo)y:[-mm]|CcR—R

diferenciable de clase C', puede expresarse como una serie

fla)=co+ i arcos(kor) + i bysen(kor)
=l =1

convergente (casi siempre infinita).

Nuestro enunciado es una versién simplificada del dado en
[Tol62] pag. 19. ;Por qué nos atrevemos a calificar de univer-
sal este teorema?, de hecho, no esta referido asi en la literatura
matemdtica. Decimos que el teorema es universal, pues des-
cribe cualquier funcién, usando las funciones peridédicas pro-
totipo (que como ya hemos argumentado, estdn en muchos de
los &mbitos que nos rodean).

Idea de la demostracion. La idea que describimos no sabe-
mos si coincide histéricamente con la de Fourier. Pero es un
bonito ejemplo de como se construyen pruebas en matemaéti-
cas para imaginar resultados nuevos.

Paso 1. Dada f(a) suponemos que la igualdad en el teore-
ma se cumple y la serie que representa a f existe pero no la
conocemos.
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Paso 2. Usando el lenguaje del dlgebra lineal, observamos
que el conjunto (infinito)

{cos(ka), sen(ka) | k=1,2,3,...}

es una base para un cierto espacio vectorial de “dimension in-
finita” de funciones en [—7, 7]. Esto es, ellas son linealmente
independientes y sus combinaciones lineales generan un es-
pacio de funciones. (Ahora sabemos que el concepto de base
para espacios de dimension infinita es delicado, e.g. consultar
concepto de base de Schauder, [Kre78] § 2.3.)
Paso 3. Esa base satisface las siguientes reglas de “ortogo-
nalidad respecto al producto punto”
l V1

— [ glo)h(a)da

<gla),hla) >= .

entre funciones.
Para k, ¢ enteros positivos, las reglas de ortogonalidad son

1 T
f/ cos(ka)da =0
TJ)-x

1 T
— [ sen(ka)do =0
TJ)-n

E/ cos“(ka)do =1

—T

— [ sen”(ka)da =1
TJ-x

ysik#£/

1 T
;/ cos(ka)cos(La)da =0

T

‘l T
f/ sen(ko)sen(fo)da =0
TJ)-n

1 T
f/ cos(kot)sen(fa)da = 0.
TJ)-x

Paso 4. Con esa idea en mente, dada f el problema es calcu-
lar los coeficientes cq, a; y by de la serie para f. La propuesta
es

1 /3

o= _nf(a)doc

ax = %/jtf((x)cos(ka)da

ax = %/jrf(a)sen(ka)da.

Ello construye (descubre) la serie dicha en el enunciado del
teorema.

Paso 5. Ahora, resta aclarar para qué funciones f la serie
converge o no, usando que el dominio es cerrado y la diferen-
ciabilidad. Pero es facil hallar familias de funciones para las
cuales su serie si converge; usando sumas finitas tan grandes
como se desee y/o las reglas de ortogonalidad (para ejemplos

mds generales). Ello proporciona evidencia afirmativa para el
resultado.

Los enunciados y los hechos detallados pueden leerse en
[Tol62] Caps. 1-5, esa referencia usa solo técnicas elementa-
les de célculo y analisis. O

(Por qué llegé Fourier a ese resultado?, ;como lo descu-
bri6?

La motivacién original de Fourier fue construir modelos
matematicos para el comportamiento o la transferencia del
calor. El libro [Haw06] pags. 429-492 contiene la traduccién
(parcial) al castellano de su trabajo original [Fou22] "Teoria
analitica del calor”; [GP17] pdg. 21, describe las funciones
para un problema de temperatura en un anillo. En [SS03] Cap.
1 hay una introduccién elemental a las ideas de Fourier usan-
do las ecuaciones diferenciales parciales de onda y del calor,
los Caps. 2 y 3 contienen una descripcién contemporanea del
andlisis matemdtico para las series de Fourier (y su conver-
gencia). Hay muchas referencias con la biografia de Fourier,
solo mencionamos [Haw06] pags. 421-427.

Como parte de la maduracién del teorema, conviene obser-
var el siguiente:

Corolario 5.1. Consideramos una funcién f continua y 27
periddica en R. Su restriccion

fil-mra]CcR—R

puede aproximarse tanto como se desee mediante una serie
finita de Fourier, esto es, la diferencia

‘f(a) — (co+ i agcos(kot) + i brsen(kat)) ’ <&
k=1 k=1

puede hacerse tan pequefia como se desee para toda o €
[—7, ] simultdneamente, tomando k suficientemente grande.

Ver [Tol62] pag. 115 para el resultado anterior. Natural-
mente, el hecho de que la suma sea finita nos abre camino
libre para aplicaciones practicas y modelos matemadticos de
la naturaleza. Ello nos proporciona la seguridad de que una
computadora lleva a cabo los cdlulos necesarios para tratar
dichas series con certeza.

6. (Realmente son iguales?

Nuestro objetivo ha sido bosquejar la relacién entre la na-
turaleza y las matemadticas. Metaféricamente, esa relacion es
similar a una enredadera sobre un arbol tropical. A veces la
enredadera y el drbol se confunden, siguen caminos simila-
res, su forma es parecida. Sin embargo, la enredadera y el
arbol son esencialmente distintos.

Considerando funciones f que aparecen en finanzas y eco-
nomia, ellas no siempre son diferenciables C! o incluso en
muchos casos son discontinuas. Un acertijo general es:

(En la naturaleza cdales abundan mads; las funciones conti-
nuas o las discontinuas?
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Volviendo a las matemadticas, nos gustaria remover la hip6-
tesis de diferenciabilidad para f(a) en el teorema de Fourier.

Sin embargo, la correspondencia biyectiva entre los con-
juntos

funciones
flo):[-mm|CR—R

series
co+ Y axcos(ka) + Y, brsen(kar)

convergentes

requiere introducir conceptos sofisticados para las integrales
empleadas en la prueba. Hubiese sido bonito enunciar aqui el
resultado de Fourier como biyeccidn, pero ello requiere hip6-
tesis mas finas.

En particular, en 1922 Andrei N. Kolmogorov (Rusia,
1903-1987) hallé ejemplos de funciones f (no C!) tales que
la serie diverge casi en todo punto de [, 7], ver [GP17] Cap
1.

Mas atin, Lennart Axel A. Carleson (Suecia, 1928) prob6
en 1966, la convergencia de las series de Fourier suponiendo
que las funciones f son L2, ver [Car06].

Dejamos a los lectores meditar la diferencia entre la natu-
raleza (realidad) y las matematicas de los objetos que hemos
presentado.

Para comparar las series de Fourier con la realidad, [Jam15]
es util, en particular el Prefacio pags. ix y x.

Para la comparacién entre la naturaleza y diversas ciencias,
recomendamos ver [dS18] y [Pen06] Caps. 1y 34.

7. Algunos principios (de matemati-
cas) que son evidentes en cualquier
profesion.

En toda profesion se necesita un aprendizaje profundo, de-
tallado. En un oficio tan delicado como las matematicas de-
bemos ser cuidadosos. La elaboracion del pan en particular,
requiere de:

« procesos de refinacion; el trigo molido y refinado se con-
vierte en harina, que resulta muy distinta de lo original,

« procesos de maduracion; la masa de harina reposa con la
levadura.

Volvamos a lo nuestro. Para describir nuestros objetos ma-
temadticos hemos preferido solo sugerir sus definiciones, rela-
ciones o resultados. El llevar ideas rudimentarias a su forma
precisa en el lenguaje de las matematicas, es un proceso de re-
finacién. En la grafica de la Figura 10.a nos hemos mantenido
a la izquierda.

Al ir avanzando en una profesion (en cualquiera de ellas)
sucede que los detalles aumentan y el aprendizaje se hace di-
ficil. Es entonces cuando el aprendizaje se hace serio, se hace
verdadero, ver Figura 10.b. Ello ilustra metaféricamente un
proceso de maduracién en el trabajo matemadtico. Los Lemas

comprension para
el no especialista

a) A
« Mas
7
detalles
comprension para
el especialista
b) A
w Mmas
>
detalles
mas precision
< A
mas
7 trabajo

Figura 10: Tres principios en el trabajo matematico.

1, 2 y el Corolario 1 estan enunciados de tal forma que sean
ejemplos de maduracién.

Finalmente, una consecuencia de que las matemadticas son
un fenémeno cultural es, que para progresar verdaderamente
en ellas debemos trabajar de forma disciplinada. A nuestro en-
tender, la grafica de trabajo vs. precisién (logros) es creciente
pero no lineal. La Figura 10.c ilustra esto.

Basandose en su experiencia, los lectores seguramente po-
dran enunciar y enriquecer los tres principios bosquejados en
la Figura 10.
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1. Resumen.

En este articulo se realizard un estudio sobre el cubo de
Rubik, con el que se pretende mostrar que este rompecabezas
posee una estructura algebraica que abarca diferentes topicos
en la teorfa de grupos, tales como los grupos ciclicos, per-
mutaciones, paridad, composicién de funciones, entre otros.
Ademds, se asociardn los conceptos abstractos de la teorfa al-
gebraica con ejemplos practicos. Finalmente, se mostrardn las
bases tedricas de algunos algoritmos utilizados para la solu-
cién del cubo.

2. Introduccion.

En 1974, Ern6 Rubik invent6 el popular rompecabezas de
combinacién tridimensional, conocido como el Cubo de Ru-
bik, que estd compuesto por 8 cubos en las esquinas, 12 en
los bordes y 6 en los centros. Estos dltimos se asocian a las
caras del cubo, ya que no se pueden cambiar de lugar. Cada
cara parte desde una posicidn inicial o “resuelta” en la que sus
centros, bordes y esquinas comparten un mismo color. Cada
pieza puede intercambiarse por otra en el mismo cubo apli-
cando una serie de rotaciones a las caras.

En 1981, David Singmaster publicé las primeras notas de
las que se tiene registro sobre El Cubo Magico de Rubik, en
donde se analiza en profundidad la estructura del cubo, los
movimientos e introdujo un método sencillo para dar nomen-
clatura a las piezas, las caras y los movimientos del objeto.
Gracias a esta notacién logré configurar un método intuitivo,
pero poco eficiente para resolver el cubo. En la actualidad se
contindan estudiando tedrica y empiricamente métodos para
minimizar la cantidad de movimientos usados en la solucién
del cubo. En 2014 se descubrid que el minimo nimero de mo-
vimientos necesarios para resolver el cubo en cualquier confi-
guracion es 20 [Rok14] por lo cual esta cantidad es conocida
como el nimero de Dios. Para hallar este valor se aplicaron
diferentes métodos numéricos de acotamiento y minimizacién
computacional, por esto, el cubo de Rubik se popularizé co-
mo un objeto de estudio en diferentes ramas de la ciencia. En
particular, las matemadticas han desarrollado diferentes tipos
de andlisis y definiciones que permiten relacionar el dlgebra
de objetos abstractos con el cubo, convirtiendo a éste en un
ejemplo basico [Che04], sencillo y concreto de lo que es un
grupo, una estructura matematica compuesta por un conjunto

*Estudiante de Matematicas, Fundacién Universitaria Konrad Lorenz, Bo-
gotd-Colombia

y una operacion binaria, proporcionando métodos interactivos
de visualizacién de los grupos y sus propiedades.

A lo largo de este articulo veremos como el cubo de Ru-
bik se ajusta y acomoda a definiciones y conceptos del alge-
bra cldsica, matematicas discretas, conteo y en particular a la
teorfa de grupos, con el fin de darle una estructura demostra-
tiva, necesaria para introducir y probar dos de los teoremas
mds importantes de la teoria del cubo de Rubik. Para ello se
introducird la notacién Singmaster y se trabajaran algunas de-
finiciones basicas de teoria de grupos.

3. Notacion en el cubo.

Para poder estudiar el cubo de Rubik de manera adecuada
y clara, es necesario asociar una notacién a cada movimien-
to que se le aplique al cubo y a cada pieza del mismo, por
esta razon se utilizard la notacién introducida por David Sing-
master [Sin89]. Esta notacién toma como principio describir
de manera sencilla e intuitiva el movimiento del cubo de Ru-
bik estandar de 3 x 3 x 3 junto con una caracterizacién de los
cubos dentro del mismo. Primero se asume que el cubo esta
posicionado en una superficie plana de referencia desde don-
de se le pueden asignar de forma sistemética nombres a cada
una de las caras. En particular, para las seis caras del cubo se
le asignan los siguientes nombres: Derecha (r), Izquierda (/),
Superior (), Inferior (i), Frente (f), Trasera (b). Por otro la-
do, los movimientos que se pueden efectuar con las caras del
cubo tienen las siguientes convenciones:

= R — Girar cara derecha 90 grados en el sentido de las
agujas del reloj.

» [ — Girar cara izquierda 90 grados en el sentido de las
agujas del reloj.

» U — Girar cara superior 90 grados en el sentido de las
agujas del reloj.

= D — Girar cara inferior 90 grados en el sentido de las
agujas del reloj.

» F — Girar cara frontal 90 grados en el sentido de las
agujas del reloj.

» B — Girar cara trasera 90 grados en el sentido de las
agujas del reloj.

« ! — Movimiento inverso o en contra de las manecillas
del reloj.
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= " — Para un n natural, n indica el nimero de veces que
se aplica dicho movimiento.

Para ilustrar esta notaciéon tomaremos un cubo como se
muestra en la Figura 1. Donde la cara de color blanco es la
frontal, la azul es la derecha y la naranja es la superior. Adicio-
nalmente, los colores de las caras inferior, izquierda y trasera
son rojo, verde y amarillo, respectivamente.

Figura 1: Cubo de Rubik resuelto.

Al cubo ilustrado en 1 se le realizard un giro a la derecha,
uno arriba y uno al frente, lo que en la notacién de Singmas-
ter es hacer una combinacién RUF (Right, Upward, Front). El
resultado de hacer esta combinacién de movimientos es ilus-
trado en la Figura 2.

Figura 2: Cubo de Rubik resuelto al aplicar la combinacién
RUF.

Por otro lado, si se quisiera resolver el cubo en el es-
tado actual de la Figura 2 se debe realizar la combinacién
F-lU IR L, 010 que es lo mismo, realizar los movimien-
tos inversos de cada rotacidn, es decir, se debe girar la cara
frontal, después la cara superior y finalmente la cara derecha
en contra de las manecillas del reloj.

Figura 3: Cubo de la esquina de color azul, rojo y blanco de-
nominado como r fu segin la nomenclatura Singmaster.

Ademais de establecer convenciones para las diferentes ro-
taciones en las caras del cubo, el sistema Singmaster también
permite asignar nombres a los cubos que se hallan en los bor-
des y esquinas.

Para el sistema de nomenclatura Singmaster ubicar un cu-
bo especifico es similar a como se ubica un punto en un siste-
ma de coordenadas cartesiano tridimensional. Para los cubos
de las esquinas se indican las caras en las que pertenece uti-
lizando la convencién de los nombres correspondientes. Por
ejemplo, para nombrar el cubo de la esquina que se encuentra
ilustrado en la Figura 3 tendriamos que listar la cara derecha
(r), la frontal (f) y la superior (), por lo tanto, bajo el sis-
tema de nombramiento Singmaster dicho elemento es nom-
brado rfu. Para nombrar los cubos del borde se mencionan
unicamente las dos caras a las cuales pertenece, para ilustrar
este hecho considere el cubo de la Figura 4, el cual estd en la
cara frontal y superior, por ende, la nomenclatura para referir-
se a dicho cubo es fu.

Figura 4: Cubo del borde de color blanco y verde denominado
como fu segin la nomenclatura Singmaster.

Una de las particularidades de la nomenclatura es que exis-
ten diferentes formas de denominar a un solo cubo. Lo cual
implica que el sefialado en la Figura 3 puede ser caracterizada
como rfu, ruf, ufr,urf, fruo fur,y en laFigura 4, el cubo
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del borde alli ilustrado puede ser denominado uf o fu. Sin

Definicion 4.2. [Leel8, pag. 38] Un grupo es una dupla com-

embargo, lo usual es que se nombren las caras en sentido de puesta por un conjunto G y una operacion binaria *, los cua-

las manecillas del reloj.

Figura 5: Cubo de Rubik resuelto al aplicar la combinacién
URF.

No obstante, aunque el sistema de referencia sea conmuta-
tivo para el nombramiento de piezas, esta l6gica no se aplica
para el movimiento de las caras ya que como se ve en la Fi-
gura 5 el movimiento URF da como resultado una coloracién
diferente al obtenido al realizar RUF mostrado en la Figura 2.

4. Grupos, permutaciones y algo mas.

En esta seccion se introducirdn conceptos basicos del dlge-
bra abstracta como grupo, subgrupo y un tipo especial de
grupos conocidos como permutaciones, cuyas caracteristicas
serdn expuestas a partir de nociones algebraicas y de conteo
elemental. Esto con el fin de introducir el objeto principal de
estudio para este articulo, el grupo del cubo de Rubik.

Definicion 4.1. [Dav99, pag. 31] La notacién de congruen-
cia, introducida por Gauss, sirve para expresar de forma con-
veniente el hecho de que dos enteros a y b difieren por un
muiltiplo de un niimero natural fijo m. Decimos que a es con-
gruente con b con respecto al médulo m, o sea, en simbolos,

a=b (mod m).
El significado de esto es que a — b es un miiltiplo de m.

Ejemplo 4.1. Note que 17 es congruente con S médulo 12 o
en simbolos

17 =5 (mod 12),

ya que 17 —5 = 12. Un concepto mds intuitivo se puede ob-
servar al ver el reloj.

La hora militar es un tipo especial de indicador temporal
que considera 24 horas en lugar de 12, como lo hace un reloj
convencional. Las 5 : 00 pm en hora regular, son las 17 : 00
en hora militar, esto se debe a que 5 y 17 son congruentes
mddulo 12.

les satisfacen las siguientes condiciones:
» axb € G paratodo a,b € G (Clausura);

» Existe un elemento e € G tal que axe = exa = a para
todo a € G (Existencia de la identidad);

» Paracadaa € G existeun b € G tal que axb=bxa=e
(Existencia del elemento inverso);

w (axb)xc=ax(bxc) para todo a,b,c € G (Asociativi-
dad).

Nos referiremos a G como grupo bajo la operacion x y a e
como el elemento identidad del grupo.

Ejemplo 4.2. El conjunto de los niimeros enteros 7 es un
grupo bajo la operacion suma (+)

= La suma de valores enteros siempre da como resultado
un valor entero, por ende, se cumple la propiedad clau-
surativa.

= La existencia del 0 el cual para todo niimero entero a
satisface la condicion a+0 = 0+ a = a asegura la exis-
tencia de un elemento neutro dentro del grupo.

= Todo niimero entero a posee un inverso —a para el cual
a+ (—a) = (—a)+a=0 lo cual satisface la existencia
del elemento inverso.

» Para probar la asociatividad en los enteros bajo la suma,
utilizaremos el método de induccion fijando un valor ¢
entero en la suma de dos valores dados a 'y b.

Para c=0:

Consideraremos dos niimeros enteros a,b para los cua-
les se cumple:

(a+b)+0=a+(b+0).

Esto debido a la propiedad modulativa del cero.
Enunciar la hipétesis de induccion:

Se asume como hipdtesis de induccion que un niimero
entero positivo ¢ cumple la igualdad

(a+b)+c=a+(b+c).

A partir de la expresion anterior demostraremos que se
cumple para c+ 1.

Probar la igualdad para c + 1:
1. Por hipotesis de induccion se tiene que:
(a+b)+c+l=a+(b+c)+1.

2. En particular, por hipétesis de induccion, la aso-
ciatividad se cumple para 1, entonces

(a+b)+c+l=a+b+(c+1).
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3. Aplicando nuevamente la hipotesis de induccion
parabyc+1 selogra

(a+b)+c+l=a+ b+ (c+1)).
Siendo esta expresion la que se deseaba obtener.

La demostracion para ¢ < 0 es andloga. Por lo cual, se
logra que la suma de enteros es asociativa.

Dado que el conjunto de los enteros 7 bajo a la operacion
(4) satisface todas las condiciones establecidas en la defini-
cion, entonces (Z,~+) es un grupo.

Definicion 4.3. [Leel8, pag. 48] Sea un grupo G con la ope-
racion x. Entonces un subconjunto H de G es llamado un sub-
grupo de G si H es un grupo bajo la misma operacion. En este
caso se escribe H < G.

Definicion 4.4. Considere Q un conjunto arbitrario no vacio,
cuyos elementos son usualmente referidos como puntos. Una
biyeccion de Q sobre si mismo se conoce como permutacion
de Q.

Definicion 4.5. El conjunto de todas las permutaciones de
Q forman un grupo bajo la composicion de funciones o con-
catenacion, llamado el grupo simétrico de Q. Este grupo se
denota usualmente con Sq, y se escribe S, para denotar un
subgrupo especial de Sq. Cuando n es un entero positivo y
Q={1,2,3...,n}.

Definicion 4.6. Un grupo de permutacion es un subgrupo del
grupo simétrico.

Definicion 4.7. La paridad es la cantidad de ciclos de longi-
tud dos que componen un n—ciclo. Si n es par, se requiere de
un niimero impar de 2-ciclos para construir la permutacion.
Por otro lado, si n es impar, se requiere un niimero par de
2-ciclos para obtener una equivalencia.

Definicion 4.8. A partir de la paridad de una permutacion
se define la funcion signo sgn : S, — {1,—1} de la siguiente
forma:

sgn(x) = (=)0,
donde N(x) es la paridad de x.

Ejemplo 4.3. Considere Q = {0,1,2,3,4} con suma y pro-
ducto tomando maodulo 5. Entonces la funcion f : Q — Q,
donde f(x) =3x+2 (mod 5) define una permutacion de Q.
Esta permutacion puede ser escrita como:

0o 1 2 3 4
2 0 3 1 4 )
La expresion anterior indica en la fila superior las entradas
de la funcién y en la fila inferior la salida al aplicar la funcién.
Se puede apreciar que el conjunto resultante es una biyeccion

del conjunto inicial. Cabe resaltar que, existe otra forma de
expresar la permutacion anterior, y es la siguiente

(0231)(4) (x).

Esta forma de ilustrar las permutaciones en un conjunto
se conoce como producto de ciclos disyuntos o composicion
de ciclos disyuntos, debido a que las secuencias desarrolladas
en cada paréntesis expresan la imagen de la funcién en cada
valor anterior, en este caso 0 -+ 2,2 —+3,3 -1y 1 — 0.
Los valores que estdn solos o que no aparecen se consideran
puntos fijos dentro de la permutacion. En este caso 4 — 4.

Toda permutacion se puede expresar en forma de ciclos, no
obstante, estos ciclos no son Unicos, para cada permutacién de
n elementos. Estos se pueden expresar como composicioén de
multiples ciclos de longitudes diferentes. En particular, todo
ciclo es equivalente a la composicién de ciclos de longitud dos
[Dav00]. A continuacién, podrd encontrar algunos ejemplos

(12) = (12),
(13)(12) = (123),
(14)(13)(12) = (1234),
(15)(14)(13)(12) = (12345).

Expresar permutaciones en términos de ciclos de longitud
dos se hace con el fin de calcular la paridad del elemento
[MITO09].

El cubo de Rubik es un caso particular de los grupos de
permutaciones, dado que el cambio de colores en los movi-
mientos del cubo es una funcién biyectiva entre posiciones del
cubo, esto implica que, cada rotacién de caras es una permu-
tacion asociada a un grupo de permutaciones. Si se le asignan
valores numéricos a cada casilla del cubo como se muestra en
la Figura 6 obtendriamos 54 casillas, y cada movimiento seria
intercambiar dichos valores en diferentes posiciones del cubo.
Establecidos estos conceptos, se probara el siguiente teorema.

Teorema 4.1. [Pro09, pag. 4] El conjunto de operaciones en
el cubo al que se puede llegar desde el estado resuelto ha-
ciendo los movimientos {F,L,U,D,R,B} en varias combina-
ciones es un grupo bajo la operacion de composicion o con-
catenacion.

Demostracion. A continuacion, se probard que el conjunto de
operaciones en el cubo de Rubik bajo la operaciéon de conca-
tenacion tiene estructura de grupo.

= E] elemento identidad es aquel que al aplicarse al cubo
de Rubik no lo modifica de ninguna forma, por lo cual,
el elemento identidad es no realizar movimiento alguno.

= El elemento inverso de cada movimiento es realizar el
movimiento en contra de las manecillas del reloj, lo cual
es equivalente a realizar el mismo movimiento tres veces
a favor de las manecillas del reloj.

= Para mostrar la propiedad asociativa considere a, 8, ¥
pertenecientes a {F,L,U,D,R,B} por lo cual se debe
probar que

(aB)y=a(BY).

Realizar (af3)y es aplicar el movimiento o3 y luego mo-
ver ¥. Por otro lado, a(By) implica realizar o y luego
aplicar B7y. No obstante, ambos casos equivalen a reali-
zar el movimiento «, luego 8 y finalmente 7.
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Dado que el conjunto cumple con las tres condiciones para
ser un grupo, entonces el conjunto generado por los movi-
mientos {F,L,U,D,R,B} bajo la operacién concatenacién es
un grupo. O

N
§

Figura 6: Enumeracién de casillas en un cubo de Rubik.

Adicionalmente, debido al contraejemplo visto en la sec-
cién anterior sobre las imagenes 5 y 2, es inmediato que el
grupo de movimientos del cubo bajo la operacién de concate-
nacién no es abeliano o conmutativo.

Gracias al teorema 4.1 se introducird la siguiente defini-
cion.

Definicion 4.9. [Dan96] El grupo de permutaciones genera-
do por los movimientos en el cubo {F,L,U,D,R B} y denota-
do por G=<F,L,U,D,R,B > C Ss4 es llamado el grupo del
cubo de Rubik.

El grupo de cubo de Rubik tiene varias condiciones a tener
en cuenta que invalidan la posibilidad de que todas las permu-
taciones de Ss54 se puedan realizar en el cubo y que garantizan
la contenencia estricta dentro del grupo de permutaciones Ssg4.
En primer lugar, las piezas centrales son puntos fijos dentro de
las transformaciones, pues estos elementos no tienen movili-
dad alguna. Ademds, separar y reorganizar las piezas del cubo
de Rubik no se considera un movimiento del grupo. De esto
se derivan dos clasificaciones de grupos de cubo de Rubik, el
legal y el ilegal.

El grupo de cubo de Rubik ilegal admite separar las piezas
del cubo y reorganizarlas de cualquier forma sin separar las
etiquetas de colores de sus piezas correspondientes, mientras
que el grupo de cubo de Rubik legal solo permite realizar las
rotaciones de las caras. El grupo que se estudiard serd el legal,
el cual es mds restrictivo y fue el utilizado para realizar la
demostracién anterior.

Como otra particularidad del grupo, es interesante estudiar
la cantidad de posibles permutaciones legales que se pueden
realizar con el cubo de Rubik estandar, en otras palabras, iden-
tificar el orden del grupo asociado al mismo. Por lo tanto, apli-
cando algunas técnicas de conteo bdsicas junto con interpre-
taciones a partir del cubo y sus caracteristicas, se mostrard la

inmensa cantidad de elementos que se pueden obtener con un
cubo de 3 x 3 x 3.

La cantidad de permutaciones en el cubo de Rubik es un
conjunto compuesto por:

= Las permutaciones legales que hay en los 8 cubos de las
esquinas.

= Los arreglos que se pueden generar por las 12 piezas del
borde.

Para calcular la cantidad de permutaciones que se pueden
efectuar con las 8 piezas de las esquinas se calcula el nime-
ro de formas en las que se pueden arreglar 8 elementos en 8
casillas, es decir 8!.

Cada cubo en la permutacién puede tener tres colores dife-
rentes, por lo tanto, se debe calcular la cantidad de formas de
ordenar los colores de cada uno de los cubos en la permuta-
cién, que es equivalente a ordenar 8 elementos, cada uno con
tres orientaciones diferentes, lo cual da como resultado 38.

Por el principio multiplicativo del conteo, el producto de
8! con 3% da como resultado el nimero total de formas en las
que se pueden organizar las esquinas del cubo.

Sin embargo, las cantidades organizadas no estin restrin-
gidas a la estructura legal del cubo de Rubik, por lo que estas
permutaciones contemplan el suceso de modificar la estructu-
ra inicial de las esquinas. Si de las tres posibles orientaciones
de los cubos de las esquinas, solo una de ella es legal, enton-
ces se divide la cantidad actual en tres, esto para obtener el
nimero permitido de permutaciones en las esquinas (PE).

8!.38
=

PE

Un ejemplo de como se modifica la estructura original del
cubo en las esquinas puede verse en el primer caso de la Fi-
gura 7.

De manera anédloga, como se calcularon las permutaciones
de los cubos de las esquinas, se deben organizar 12 elementos
en 12 casillas, es decir 12!.

Cada pieza del borde tiene 2 caras, por lo tanto, la cantidad
de formas de organizar dichos colores es 2!2.

El producto de las dos cantidades calculadas es el nime-
ro total de permutaciones sin restriccion, por lo cual se divide
por el nimero total de orientaciones posibles para dejar Unica-
mente las que respeten la estructura inicial de los bordes. Dan-
do como resultado el nimero de permutaciones en los bordes
(PB)

121212
=-—

Un ejemplo de cémo se modifica la estructura original del
cubo en los bordes puede verse en el segundo caso de la Figura
7.

Finalmente, por el principio multiplicativo del conteo, el
producto de las permutaciones de los bordes y las esquinas da
la totalidad de formas de organizar el cubo incluyendo las can-
tidades que no respetan la relacion original entre los colores
de las esquinas y los bordes. Un ejemplo de cémo se modifica

PB
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la relacién entre esquinas y bordes se ilustra en el tercer caso
de la Figura 7, por lo cual, ya que jamds se pueden permutar
unicamente en el cubo, entonces se divide el producto entre
PBy PE entre dos.

En conclusion, el orden del grupo del cubo de Rubik es

PB-PE _ 81.3%.121.212
2 322

Gl=

Figura 7: Tres casos irregulares para el grupo del cubo de Ru-
bik legal. El primer caso ilustra una permutacién que modifica
la estructura original de una esquina. El segundo caso ilus-
tra una permutacion que modifica la estructura original de un
elemento del borde. El tercer caso ilustra una permutacién de
unicamente dos aristas, esto elimina la relacion original entre
las permutaciones iniciales del cubo. Estos movimientos son
imposibles, ya que una permutaciéon de solamente una o dos
piezas va en contra de las rotaciones sistemadticas sobre las
caras del cubo.

S. Propiedades del grupo asociado al
movimiento del cubo de Rubik.

En esta seccion se trabajardn algunas propiedades del gru-
po de cubo de Rubik relacionadas con sus permutaciones a
partir de la rotacién de las caras. La estructura algebraica del
grupo de cubo de Rubik permite desarrollar diferentes teore-
mas que se demostrardn aplicando algunas propiedades de la
teoria de grupos.

Teorema 5.1. [MITO09, pag. 9] Si el cubo comienza en el es-
tado resuelto, y se realiza una secuencia de movimientos P
sucesivamente, entonces eventualmente el cubo volverd a su
estado resuelto.

Demostracion. Para poder realizar la demostracién conside-
remos una secuencia de movimientos P dada. Ahora consi-
deremos un nimero natural m de veces que se apliquen los
movimientos P, los cuales permitan al cubo retornar a la mis-
ma posicién a la que se encontraba a k movimientos de P,
donde k < m y m es la minima cantidad que una disposicién
en el cubo aparece por segunda vez. Por lo cual, rotar el cu-
bo m veces bajo la operacion P es equivalente a realizar P un
total de k veces, es decir

Pk =pm.

Por lo tanto, si mostramos que k debe ser 0, se demostraria
que el cubo efectda un ciclo al estado original, es decir, existe

una cantidad de veces a las cuales P retorna el cubo al estado
original.

Esta demostracién se desarrollard por contradiccion, supo-
niendo que k es mayor a cero.

Por la estructura de grupo del cubo de Rubik, existe un
elemento inverso P~ ! de P. Por el razonamiento inicial

Pk — Pm7
y al operar P~! en ambos lados de la expresién
PkP71 — PmP71
Pk*] — mel X

Esto contradice la hipétesis de que m es el minimo, pues m
debia ser 1a menor cantidad de veces en las que se debe aplicar
P para obtener una posicién del cubo previa.

Por lo tanto, £ = 0. En conclusion, cada secuencia de mo-
vimiento eventualmente retorna al estado inicial del cubo.

O

A continuacion, se mostrardn dos ejemplos sencillos los
cuales ilustran la utilidad del teorema.

Ejemplo 5.1. El caso mds sencillo es aplicar un solo mo-
vimiento, por ejemplo p = U, es decir, realizar movimientos
en la cara superior a favor de las manecillas de reloj, por lo
cual, en el cuarto movimiento, el cubo volverd a su estado
original.

Ejemplo 5.2. Por otro lado, si se hace P = UR se deberia
aplicar P 105 veces para retornar el cubo a su estado origi-
nal. Asi mismo, se puede hacer P = URURFL y el teorema
asegura que en algin punto, al iterar dicho movimiento se
llegard a el estado original.

El teorema ademads indica que, si se aplica inicamente un
subconjunto de operaciones al cubo, dichas operaciones defi-
nen un subgrupo de permutacién del cubo de Rubik, el cual
retorna al punto inicial después de una cantidad de aplicacio-
nes de la operacion. Este subgrupo no solo depende de las
operaciones que se apliquen sino también de la posicion del
cubo, ya que cada subgrupo se definira a partir de un “gene-
rador” el cual marcard el inicio y fin del ciclo. De la misma
forma, la cantidad de elementos del subgrupo, serd la mis-
ma cantidad de veces a las que se le puede aplicar la opera-
cidn elegida antes de volver al punto inicial. Este concepto en
teoria de grupos es conocido como grupo ciclico. Por ejem-
plo, para el caso de hacer P = U el subgrupo de permutacio-
nes estard compuesto tinicamente por 4 elementos, los cuales
poseen una estructura ciclica. A partir del tercer elemento, el
cubo retorna a su estado original, por lo que el quinto movi-
miento serd de nuevo el primero y asi sucesivamente. Por otro
lado, para P = UR, obtenemos un subgrupo de 105 elementos
y estos elementos variaran dependiendo del estado inicial del
cubo.
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6. Teoremas y definiciones de la teoria
de grupos aplicada al cubo de Ru-
bik.

Hasta el momento se ha realizado un estudio detallado de
los conceptos del cubo de Rubik, se le ha dotado de una es-
tructura de grupo y se han demostrado afirmaciones acerca de
las particularidades en las rotaciones de sus caras.

En este apartado se implementard todo lo anterior en con-
junto con conceptos algebraicos abstractos para desarrollar
los principios de la teoria del cubo de Rubik. Especificamen-
te, esta seccion se centrard en demostrar el primer y segundo
teorema fundamental de la teoria del cubo.

Al final de la seccién anterior se introdujo a manera de
ejemplo el concepto de grupo ciclico y elemento generador, a
continuacién, se definird formalmente el objeto.

Definicion 6.1. [Che04, pag. 14] A un grupo G se le denomi-
na como grupo ciclico, si existe un elemento g € G tal que g
genera todo el conjunto, y se escribe G =< g >.

Observacion. Para denotar un grupo ciclico con una
cantidad n de elementos se escribe C,. Por otro lado, para
denotar el conjunto de m—tuplas pertenecientes a C, se
denota con C})".

Ejemplo 6.1. Considere un conjunto ciclico de 3 elementos
C3, al cudl se le hard el producto cartesiano usual con el mis-
mo 5 veces

GXCGXCGXC3X G5,

por notacion esto es
(3 = GXCGXCXC3XCs.

En el siguiente teorema se le dard estructura de grupo al
conjunto C)', ya que nos permitird estudiar ciertas propieda-
des del grupo del cubo de Rubik y algunas condiciones nece-
sarias para que una permutacioén forme parte de este.

Teorema 6.1. Si C, tiene estructura de grupo bajo la opera-
cion * entonces C)' es un grupo bajo la operacion ® definida
como

(al,az. .. ,am)G)(bhbg. .. ,bm) = (al*bl,az*bg,. .. ,am*bm).

Demostracion. Se probard que C);' tiene estructura de grupo.

= Si el elemento neutro de C,, es ¢, entonces el elemen-
to neutro de C" es (e, e,...e) ya que la naturaleza de la
operacion exige que todos los elementos se operen uno
a uno, por lo tanto, al ser e el Unico elemento que po-
see esa propiedad. la m-tupla de elementos inversos es el
elemento identidad.

» Sea x = (aj,ay,...,a,), entonces, para cada uno de los
elementos en x existe un inverso, por lo cual, existe un
elemento x~ ! = (a;',ay",...,a;") en C'. Debido a la
definicién de la operacién x ©®x~! se obtiene una m-tupla

de elementos inversos, la cual es el elemento neutro del
grupo.

= La propiedad asociativa en el conjunto se obtiene ele-
mento a elemento, ya que por hipétesis C, es asociativa.

Como el conjunto cumple con las tres condiciones para ser un
grupo, entonces C,;' es un grupo. O

Teorema 6.2. [Dan96] La posicion de todas las facetas de las
esquinas del Cubo de Rubik puede ser descrita por el grupo
cs.

Demostracion. Para este conjunto no se tendrd en cuenta la
coloracién de los elementos, sino su orientacién con respecto
al cubo. La cantidad de orientaciones de un cubo es 3%, que,
por definicién de producto cartesiano entre conjuntos, es el
mismo cardinal de Cg. Lo cual indica que existe una biyec-
cién entre C§ y la cantidad de orientaciones del conjunto de
permutaciones de esquinas del cubo de Rubik. O

Teorema 6.3. [Dan96] La posicion de todas las facetas de
los bordes del Cubo de Rubik puede ser descrita por el grupo
ch.

Demostracion. Para este conjunto no se tendrd en cuenta la
coloracion de los elementos, sino su orientacion con respecto
al cubo. La cantidad de orientaciones de un cubo es 212, que,
por definicién de producto cartesiano entre conjuntos, es el
mismo cardinal de C1%. Lo cual indica que existe una biyec-
cién entre Ci? y la cantidad de orientaciones del conjunto de
permutaciones de bordes del cubo de Rubik. O

Definicion 6.2. Si X es una configuracion del cubo de Ru-
bik. Dicho elemento puede ser identificado a partir de una
4—rtupla (p,0,v,w) donde p € Sg, 6 € Sy indican la permu-
tacion de los cubos y v € C§ ywe C212 indican la orientacion
de los cubos.

Para ilustrar la notacion anterior representaremos dos po-
siciones del cubo. El resuelto y el estado del cubo al aplicar
R~! como se muestra en la Figura 8.

= Para el estado resuelto los vectores v € C§ y w € C}* que
indican la orientacion siempre estardn en su posicion ori-
ginal, por lotanto,v= 0 yw= 0. Ademds, llamaremos
& ala permutacion identidad, la cual no modifica el cubo
de ninguna forma, de tal manera, el estado de resuelto es

(£,£,0,0).

= El cubo en la Figura8 muestra una permutacion en 4 ele-
mentos de las esquinas y 4 elementos del borde. Si se
enumera los bordes y las esquinas del cubo como apare-
ce en la Figura 9. Entonces las permutaciones correspon-
dientes son
p = (2376)

c=(27106),

mientras que las orientaciones corresponden a

v=(0,1,2,0,0,2,1,0)

w=(0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0).
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Figura 8: Cubo de Rubik resuelto al aplicar R~

La anterior definicién asigna vectores a cada posible per-
mutacién del cubo, ya sea legal o no. En las secciones pasadas
se hizo una descripcién de algunos aspectos que discrimina-
ban los movimientos legales de los que no, sin embargo, en
esta seccion aplicaremos lo que se ha construido hasta ahora
para poder identificar algebraicamente, a partir de requisitos
especificos, que las permutaciones de todo el cubo no perte-
necen al grupo del cubo de Rubik legal.

7111]8
71f]8
8
I
5
6]b
61915

Figura 9: Enumeracién de esquinas (color negro) y bordes
(color gris) del cubo.

Teorema 6.4. (Primer teorema fundamental de la teoria
del cubo [Mulll]). Un vector de posicion (p,o,v,w) €
SgX S 12XC§XC212 corresponde a una configuracion legal del
cubo de Rubik si y solo si se satisfacen las siguientes condi-
ciones:

= sgn(p) = sgn(o).
= v +vp+...+vg =0 (mod 3).
= wi+wr+...+wip =0 (mod 2).

Lo anterior indica que una configuracion es legal si y solo
si la paridad de las permutaciones de cubos de las esquinas
v de los bordes tienen la misma paridad, el niimero de giros

a favor y en contra de las manecillas del reloj sean iguales
mddulo 3y que los giros en los bordes solo ocurran en pares.

Demostracion. Primero se mostrard que las tres condiciones
son necesarias. Para esto, se necesitara probar que estos requi-
sitos se mantienen para el estado resuelto del cubo y que se
preservan bajo los seis movimientos del cubo R, L,U,D, F,B.

Para el estado resuelto del cubo (€,€, 0, 0) las tres con-
diciones del teorema se satisfacen. Ahora, ilustraremos la
equivalencia en notacidn vectorial de cada uno de los movi-
mientos del cubo partiendo del estado resuelto.

= R
p = (2673),
c=(26107),
v=(0,1,2,0,0,2,1,0),
w=(0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0).
= L
p = (1485),
c=(48125),
v=(2,0,0,1,1,0,0,2),
w=(0,0,0,1,1,0,0,1,0,0,0, 1).
= U
p = (1234),
o = (1234),
v =(0,0,0,0,0,0,0,0),
w = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).
= D
p = (5876),
o =(9121110),
v=(0,0,0,0,0,0,0,0),
w = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).
n F
p = (3784),
c=(37118),
v=(0,0,1,2,0,0,2,1),
w = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).
= B
p = (1562),
o = (1596),

v=(1,2,0,0,2,1,0,0),
w = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).
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Note que cada permutacién es un 4-ciclo, lo que indica que
la paridad de todas las permutaciones es impar, por otro lado,
la suma de los componentes de cada elemento de la esquina
es 0 o es 6, lo cual pertenece a la clase de equivalencia del 0
modulo 3. Por otro lado, la suma de cada vector de los ele-
mentos de los bordes es cero o es 4 lo cual es divisible entre
2.

Consideremos ahora que la permutacién X es un movi-
miento legal, entonces, al aplicar alguno de los seis movi-
mientos en el cubo:

= La primera condicién se satisface ya que cada uno de
los movimientos causa una permutacion de 4-ciclos tan-
to para las esquinas como para los bordes. Dado que la
composicion de permutaciones impares es impar.

= La segunda condicién se cumple para cualquier movi-
miento, ya que U y D no modifican la orientacién del
cubo para las esquinas. Por otro lado

2=—1mod 3,

1=—1mod?2,

lo cual indica que para R, L, F, B dos componentes se in-
crementan en 1 médulo tres y se reducen en 1 médulo 3.
Lo cual indica que el valor de la suma no se modifica.

= La tercera condicidn se satisface, debido a que los mo-
vimientos U, D, F, B no modifican la orientacion de los
bordes, mientras R, L se es agregado cuatro veces 1, lo
cual en médulo 2 es 0, por lo que la suma de los compo-
nentes no se modifica.

De tal manera, para toda configuracion legal del cubo, los
6 movimientos de rotacién de las caras también generan una
permutacion legal. Por ende, si el vector X representa un or-
denamiento legal del cubo, este satisface las tres condiciones
expuestas por el teorema.

Ahora, consideremos como hipétesis que la configuracion
(p,0,v,w) satisface las tres condiciones expuestas en el teore-
ma y se desea probar que dichas condiciones son suficientes
para probar que un vector es legal. Para demostrar el argu-
mento anterior se mostrard que cualquier vector de posicién
(p,0,v,w) satisfaciendo esas tres propiedades se puede resol-
ver usando movimientos legales del cubo.

= Aplicando la parte anterior de la demostracién conside-
remos que sgn(p) = sgn(c) = 1. De no ser asi, basta con
efectuar cualquiera de las seis rotaciones de las caras, ya
que como vimos anteriormente, estos movimientos son
permutaciones impares, que al ser aplicadas a permuta-
ciones impares dan como resultado permutaciones pa-
res. Lo cual indica que las piezas de las esquinas y de
los bordes pueden regresar a su lugar de inicio aplicando
3—ciclos. Por ende, se pueden restaurar todos los cubos
a su posicioén de origen aplicando 3—ciclos. Esta nueva
configuracion se conocerd como (p’, 6’,v/,w').

Dado que el cubo realiz6 movimientos que preservaban
las condiciones del teorema, entonces las posiciones del
vector (p’,0’,v/,w) satisfacen dichas condiciones, de-
bido a lo que se demostré en la parte anterior de la de-
mostracién. En particular, p’ = &, 6’ = £. Asi, todos los
movimientos restantes pueden girar los cubos dentro de
las configuraciones apropiadas.

= La tercera condicién menciona que un ndmero par de
piezas en el borde deben ser permutadas. Si se puede mo-
ver cualquier dupla de bordes, entonces se puede retornar
al origen todas las piezas del borde.

» La segunda condicién menciona que la cantidad de giros
en piezas del borde a favor y en contra de las manecillas
del reloj debe ser multiplo de tres. Por lo tanto, se debe
realizar cualquier cantidad de giros a favor o en contra
de las manecillas del reloj en parejas hasta llevar cada
esquina a su posicién original. Los giros restantes se de-
berdn aplicar tres veces a favor de las manecillas del reloj
0 3 giros en contra. Los cuales pueden resolverse usando
el movimiento de rotacién aplicado anteriormente.

De esta manera, cualquier vector de posicion (p,o,v,w)
satisfaciendo esas tres propiedades se puede resolver usando
movimientos legales del cubo. Lo que indica que las tres con-
diciones son suficientes para probar que una configuracién es
legal, demostrando asi la doble implicacién expuesta y el pri-
mer teorema fundamental de la teoria del cubo. O

El primer teorema fundamental otorga criterios para iden-
tificar las disposiciones en las que el cubo tiene una solucién.
No obstante, las configuraciones del cubo poseen particula-
ridades con las cuales una permutacion podria eliminar la es-
tructura legal del grupo, de tal manera, se desarrollé un segun-
do criterio que identifica los movimientos legales en el Cubo
de Rubik. Este criterio se conoce como el segundo teorema
fundamental de la teorfa del cubo.

Teorema 6.5. (Segundo teorema fundamental de la teoria
del cubo [Dan96)). Una operacion del cubo es posible sii se
satisface lo siguiente:

= El niimero de ciclos de bordes y esquinas de longitud par
es par.

= El niimero de ciclos de esquina girados a la derecha es
igual al niimero de ciclos de esquina girados a la izquier-
da (hasta el modulo 3).

» Hay un niimero par de ciclos de reorientacion de los bor-

des.

Demostracion. Sea M una operacién de rotacién en el cu-
bo, la cual transforma el estado resuelto a la posicién
(p,0,v,w) € SgXS1XCEXCI2.

= Por el primer teorema fundamental de la teoria del cubo
sgn(p) = sgn(o). Lo cual implica que, la paridad de p
es igual a la de o. Por lo tanto, la paridad de los ciclos
en las esquinas y bordes N(p) +N(0o) es par.
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= Para cualquier movimiento M, los cubos de las esquinas
se mueven a la derecha, a la izquierda o no se mueven
en absoluto. Asi que el ciclo cambia la suma de v; por
2, 1 0 0 (mod 3) respectivamente. Por el primer teore-
ma fundamental de la teoria del cubo vi +vy + ... +vg =
0 (mod 3). Esto indica que, la cantidad de rotaciones a
favor sumado a la cantidad de rotaciones en contra, son
inversos aditivos, entonces tienen la misma cantidad.

= Observe que un ciclo de borde solo se reorienta si se
cambia por un nimero impar; es decir w; = 1 para algtin
i€{1,2,3,...,12}. Por el primer teorema fundamental
de la teoria del cubo wi +wy+...+ w2 =0 (mod 2) apli-
cando un razonamiento similar al anterior, la cantidad
de rotaciones a favor y en contra de las manecillas es el
mismo. Por lo tanto, hay un nimero par total de bordes
reorientados.

Por otro lado, si consideramos como suposicion inicial que las
condiciones del teorema se satisfacen para un movimiento M
que lleva el cubo del estado resuelto al estado (p, o, v, w) cuya
existencia estd garantizada por el primer teorema fundamental
de la teoria del cubo. Por las propiedades del grupo de cubo de
Rubik, también existe un movimiento M~ que lleva el cubo
del estado (p, o, v,w) al estado resuelto. Por las propiedades
ciclicas de los movimientos M~ también satisface las tres

propiedades. Lo cual indica que dicha operacién es posible.
O

7. Interpretacion de métodos de solu-

cion.

Después de recopilar definiciones, notaciones y teoria en
esta seccién veremos algunos métodos de solucién implemen-
tados para llevar a un cubo de una posicién vectorial legal
aleatoria al estado resuelto. Ademas, como curiosidad se pre-
sentardn algunos resultados interesantes de articulos que im-
plementan algoritmos de inteligencia artificial estructurados y
entrenados especificamente para resolver cubos de Rubik.

7.1. El método del destornillador [MIT09].

Implica girar una cara 45 grados, sacar la pieza del borde
que sobresale y desarmar el cubo. Este método, aunque no
posee muchos conceptos matematicos, debido a la existencia
del primer y segundo teorema fundamental de la teoria del
cubo permite realizar estudios y variantes interesantes sobre
el cubo y sus permutaciones.

7.2. El método B ottom up{ de abajo hacia
arriba [MITO09]) .

El método Bottom up consiste en completar el cubo en ca-
pas empezando por el fondo. Intuitivamente seria una forma
de armarlo progresivamente, sin embargo, es de las formas

mds lentas de hacerlo. Tiene un promedio de aproximadamen-
te 100 movimientos para obtener la solucién [MITO09]. A con-
tinuacion se realizard un bosquejo del algoritmo.

= Para la primera capa se debe realizar una cruz primero
del mismo color utilizando los bordes del mismo color
que su centro, ddndole una orientacién igual a la original.
Luego, resolver las esquinas una por una obteniendo una
cara completa del mismo color.

= Para la segunda capa se debe trabajar inicamente con los
bordes de las diferentes caras restantes, para esto existen
diferentes algoritmos de permutacién que permiten inter-
cambiar diferentes cubos de orientaciones y posiciones
que se manejan en 3—ciclos o composicién de estos.

= Para la dltima capa, la cual se asume que es la superior,
se debe realizar el mismo paso que el primero, formar
una cruz a partir de los bordes permutdndolas a su posi-
cion original. Finalmente, para la permutacion entre es-
quinas se define el siguiente movimiento x = R~ 'D?’R 'y
el proceso para intercambiar esquinas es

xU*xU~'xU .

Al aplicar de manera correspondiente en 2—ciclos se ob-
tiene como resultado el cubo en el estado resuelto.

7.3. CFOP [Fri].

Esta etapa implica la manipulacién de la capa superior para
que todas las piezas de la misma tengan el mismo color en la
parte superior, a expensas de los colores incorrectos en los
otros lados.

= En la primera etapa (cruzar) se posicionan cuatro piezas
de la esquina de una cara del cubo tomando como refe-
rencia la pieza central.

= En la segunda (iniciar con las dos primeras capas) las
piezas de las esquinas y los bordes se emparejan y luego
se mueven a su ubicacién correcta.

= En la tercera etapa (orientar la dltima capa) se manipula
la capa superior para que toda la cara tenga el mismo co-
lor, sin importar que los demds colores sean incorrectos.

Finalmente, como su nombre lo indica (permutar la dltima
capa) se permuta las piezas finales aplicando aproximadamen-
te 21 algoritmos que preservan la orientacién de las figuras,
pero no su posicion.

7.4. El método de Petrus [Pet].

El Método Petrus, inventado por Lars Petrus es un proceso
de construcciéon de bloques cuya construccion inicial se re-
suelve intuitivamente sin algoritmos.

En resumidas cuentas, el algoritmo busca realizar el si-
guiente procedimiento: resolver un bloque de 2 por 2 por 2
primero, expandir esto a 2 por 2 por 3, fijar los bordes mal
orientados en la capa exterior, y luego resolver el resto.
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Solution Length Comparison
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Figura 10: Distribucién de las longitudes de las soluciones obtenidas en [McA18]. En esta imagen se puede observar la
distribucién del nimero de movimientos empleados en cada algoritmo al realizar la solucion de 1000 cubos (Grafica izquierda),
15 cubos (Grafica derecha). Después de observar las graficas, se puede identificar a Kociemba como el método menos variante,
implementando como minimo 27 movimientos para resolver un cubo. Mientras que Naive DeepCube es el método mds variante

con un minimo de 20 movimientos para resolver el cubo.

7.5. Métodos varios de inteligencia artificial.

El método Kociemba [McA18] es un algoritmo que utiliza
las propiedades de grupo del Cubo de Rubik para obtener una
permutacién del subgrupo mas pequefio, de lo cual, encontrar
la solucidn es trivial.

El solucionador DeepCube [McA18] es un método com-
binado entre Iteracioén autodidactica que se utiliza para entre-
nar una red conjunta de valores y politicas. Con arboles de
bisqueda monte Carlo. Si se aplica el método estadistico nai-
ve bayes en el algoritmo, esta variacion se conocerd como
Naive DeepCube.

Finalmente, el algoritmo Korf[McA18] realiza una
bisqueda de arbol heuristico, el cual encontrara la solucién
optima de cualquier estado inicial.

Todos estos procesos realizan pruebas bajo el grupo de
permutaciones del cubo de Rubik legal en el cual proceden
a partir de movimientos reconocidos como legales aplicando
el primer y segundo teorema fundamental del cubo de Rubik.
Finalmente, en la Figura 10 se muestra un boxplot con los
resultados de estos algoritmos.

8. Conclusiones.

La teorfa de grupos trabaja conceptos cldsicos cuyos ejem-
plos de la vida real se consideran escasos, sin embargo, el cu-
bo de Rubik rompe con esa creencia y nos permite reconside-
rar el andlisis que le damos a diferentes objetos de nuestro en-
torno cotidiano. Bajo cualquier elemento se podria esconder
una estructura que se acople a diferentes conceptos mateméti-
cos y de las que se pueda extraer valiosos conocimientos que

ayuden en el desarrollo de la ciencia y la computacién.

Lo anterior destaca una de las herramientas mas valiosas
que proporciona las matemadticas, la capacidad de obtener ge-
neralizaciones y patrones especificos a partir de reglas de in-
ferencias sencillas, y el cubo de Rubik no es la excepcion, ya
que a partir de definiciones matematicas bdsicas se logré es-
tablecer dos de los teoremas mas importantes para el estudio
y desarrollo computacional de dicho objeto. Pese a que una
de las principales dificultades para estudiar y resolver el cubo
de Rubik es la inmensa cantidad de elementos que hay en el
conjunto de permutaciones, gracias a la teoria de grupos y a la
estructura sistemdtica que tienen con otras ramas de las ma-
tematicas como la teoria de ndmeros o la teoria del conteo, se
pudo desarrollar métodos ingeniosos para la caracterizacion
del cubo sin tener un contacto implicito con cada elemento
del conjunto.

No es de sorprender el nimero de diferentes conceptos tra-
bajados en este articulo, ni las diversas relaciones entre to-
dos ellos. El estudio del cubo de Rubik se vio compuesto por
elementos de combinatoria, dlgebra, teoria de nimeros, ma-
tematicas discretas, incluso inteligencia artificial, lo que in-
dica que las matemadticas ofrecen un amplio conjunto de he-
rramientas para la solucién de problemas y descripciones del
entorno entrelazando muchos conceptos en su desarrollo.
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1. Introduccion.

La teorfa de la medida es una rama de las matemadticas que
estudia formas de medir conjuntos sobre espacios arbitrarios.
Cuando decimos medir, nos referimos a asignarle un nimero
aun conjunto, niimero que tendemos a asociar con su tamaiio.
Por ejemplo, la medida del interior de un circulo de radio 1,
denotado en forma conjuntista como C = {x € R? : |[x|| < 1}
es wr> = &, dado que su radio es 1. Por supuesto, en el an-
terior ejemplo decimos que la medida del circulo es su 4rea,
pero la idea de medida va mads alla, puesto que extiende lo
que entendemos por area, volumen y longitud a dimensiones
superiores.

Sin embargo, la medida no necesariamente debe tener una
interpretacién geométrica, como cuando uno habla de medi-
das en R", sino que también se define en espacios aparente-
mente desconectados de la geometria como lo son los espa-
cios de funciones, por mencionar algin ejemplo. Esto se hace
con la motivacién de comparar los tamafios de unos conjun-
tos con otros, que en principio no se puede hacer con la idea
de la cardinalidad, porque por ejemplo [0,1] y [1,100] son
conjuntos que tienen la misma cantidad de elementos, pero
el primero es de cierta forma mds pequefio que el segundo,
de tal suerte que si uno toma un nimero real aleatorio uni-
forme entre 0 y 100 existen mas probabilidades de que dicho
nimero se encuentre en el segundo intervalo en vez de que se
encuentre en el primero.

Para el lector que no recuerde la idea de cardinalidad, es el
tamaiflo que se le asocia a un conjunto, en términos del nime-
ro de elementos que tiene. Por ejemplo, el conjunto {1,2,4}
tiene cardinal 3, puesto que posee tres elementos. Todos los
conjuntos que tienen un cardinal dado por un nimero natural
se les dice conjuntos finitos. Sin embargo, es bien sabido que
hay conjuntos que no son finitos, como por ejemplo el con-
junto de todos los nimeros naturales N = {0,1,2,3,...}, y si
queremos comparar cardinales de este tipo de conjuntos de-
bemos hacer uso de funciones biyectivas. Sin embargo, antes
de introducirnos en el tema, hay que hablar primero de rela-
ciones entre conjuntos, para lo cual hay que discutir antes lo
que es el producto cartesiano entre dos conjuntos.

Definicion 1.1 (Producto cartesiano [Jec13]). El producto
cartesiano entre dos conjuntos A,B se denota como A X B,
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y se define del siguiente modo:

AxB:={(x,y):x€AAy€B}.

Por ejemplo, si A = {1,2,3} y B = {0,—1}, entonces
A x B ={(1,0),(1,-1),(2,0),(2,—1),(3,0),(3,—1)}. Otro
ejemplo particular es R x R = R2. Con esta tltima definicién,
podemos entender lo que es una relacién entre dos conjun-
tos.

Definicion 1.2 (Relacién entre conjuntos [Jec13]). Considere
dos conjuntos A, B arbitrarios. Se dice que R es una relacion
entre los conjuntos A’y B si R C A X B (R estd contenido en
A X B).

Entre todas las relaciones, existe una familia de relacio-
nes especiales bastante utiles en lo que respecta a comparar
conjuntos: las funciones. A continuacion, se presentan los re-
quisitos que debe tener una relacién para ser considerada fun-
cién.

Definicion 1.3 (Funcién [Jec13]). Se dice que una relacion
R C A X B entre dos conjuntos A 'y B es una funcion si se
satisface el siguiente par de propiedades.

1. Para todo elemento x € A, existe algiin y € B tal que
(x,y) ER.

2. Si para algiin x € A ocurre que (x,y1),(x,y2) € R, nece-
sariamente se debe tener que y| =y, € B.

La primera propiedad de funcién asegura que todo elemen-
to en A (que se refiere usualmente como dominio) tiene aso-
ciado un elemento en B, lo que implica que no existe ningin
elemento en A que no esté relacionado con algin elemento de
B (que se refiere usualmente como codominio). La segunda
propiedad garantiza que cada punto del dominio esta relacio-
nado con un tnico elemento del codominio.

Una notacién alternativa para una funcién entre dos con-
juntos Ay Bes f:A— B, donde cada elemento x € A estd
relacionado con f(x) € B. Por ejemplo, f : R — R definida
por f(x) = x* es una funcién que le asigna a cada elemen-
to de los reales su cuadrado. Como contraejemplo de funcién
tenemos la relacién r : R — R que le asigna a cada real su
raiz cuadrada, esto es, r(x) = /x; esta relacién no es una fun-
ci6én porque para cada elemento x € R — {0}, existe un par de
elementos distintos y;,y, € R (por ejemplo, 4 = 22 = (—2)?)
para los cuales y% = y% = x, de modo que x esta relacionado
con ambos a la vez (incumpliendo la segunda propiedad de
funcién). Ademas, no todos los reales tienen raiz cuadrada (al
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menos en los reales), por lo que tampoco cumple la primera
condicion. Lo que se suele hacer para que la raiz cuadrada sea
funcién es tomar como dominio Unicamente a los reales no
negativos y asignarles su raiz cuadrada positiva.

A continuacién, exponemos algunas subclases de funcio-
nes especialmente utiles para comparar tamafios entre con-
juntos.

Definicion 1.4 (Funcién Inyectiva [Zal07]). Una funcion f :
A — B se dice inyectiva si para cualesquiera xi,x, € A que
satisfacen f(x1) = f(x2) se tiene que x; = x.

En otras palabras, una funcién es inyectiva si ningin ele-
mento en B estd asociado con dos o mds elementos de A. Por
ejemplo, la funcién f : R — R definida por f(x) = x es una
funcidn inyectiva. En contraposicion, la funcién f: R — R
definida por f(x) = x> no es una funcién inyectiva porque 4
en el codominio estd relacionado con 2 'y —2 a la vez.

Definicion 1.5 (Funcién Sobreyectiva [Zal07]). Una funcién
f A — B se dice sobreyectiva si para cualquier y € B existe
algiin x € A tal que f(x) = y.

Intuitivamente, si una funcién es sobreyectiva todos los
elementos del codominio estan asociados con al menos un ele-
mento del dominio. Por ejemplo, la funcién f: R — [—1,1]
definida por f(x) = sin(x) es sobreyectiva, mientras que la
funcién f : R — R definida por f(x) = x> no es sobreyec-
tiva, dado que ningtn real negativo estd asociado con algiin
elemento de R.

Observe que si existe una funcién inyectiva f : A — B, A
tiene menos o el mismo nimero de elementos que B; y si exis-
te una funcién sobreyectiva g : A — B, A tiene mds o el mismo
nimero de elementos que B. Témese un tiempo para digerir
este hecho, dado que serd importante para nuestra proxima
definicion. Si existe una funcién f : A — B que es tanto sobre-
yectiva como inyectiva, se le conoce como funcién biyectiva,
e implica que A y B tienen el mismo cardinal, lo que se suele
denotar como A = B.

Por ejemplo, los pares 2N = {0,2,4,6, ...} tienen el mis-
mo cardinal que los naturales N, dado que la funcién f: N —
2N definida por f(x) = 2x es biyectiva. De forma similar, se
tiene que los enteros Z = {...,—3,—-2,—1,0,1,2,3,...} tie-
nen el mismo cardinal que los naturales N (intente encontrar
una funcién biyectiva entre estos dos conjuntos). También se
tiene que N = Q, donde Q es el conjunto de los nimeros racio-
nales (los que son el resultado de la divisién de dos niimeros
enteros), y para demostrarlo se usa el teorema fundamental de
la aritmética [Zal07]. Ciertamente resulta extrafio que un con-
junto contenido en otro tenga el mismo cardinal que el prime-
ro, siendo esta una de las primeras consecuencias del infinito
que se puede abordar de manera mds precisa con la teoria de
la medida.

Las aplicaciones de la teoria de la medida van desde la
probabilidad hasta la geometria diferencial. A continuacidn,
se presentan un par de resultados de cada una de estas dreas
que requiere aplicar las herramientas o la intuicién que provee

P

Figura 1: Una recta se puede determinar por un vector, y este
vector se puede determinar por su magnitud p y dngulo con
respecto al eje x. Figura tomada de [DC16].

esta rama de las matematicas.

Teorema 1.1 (Punto aleatorio en wuna bola
n—dimensional  [Taoll]). Considere la bola n-
dimensional de radio 1 definida como el conjunto

B = {x:(xl,...,xn)eR":\|x||:,/x%+-~+x,zl§ 1}.

Tome ahora un punto X al azar de esta bola. Cuando n — oo,
la probabilidad de encontrar este punto dentro de la bola (es
decir, tal que ||X|| < 1) se hace nula, de modo que cada vez
que se incrementa la dimension aumenta la probabilidad de
encontrar a X en la frontera (||X|| = 1), y disminuye la de
encontrarlo dentro de la esfera.

Para enunciar el siguiente teorema se mencionaran prime-
ro algunas ideas. La primera es que cualquier recta en R? se
puede determinar a partir de un vector normal a ella que em-
pieza en el origen, y este vector a su vez se puede determinar
por una magnitud y una direccién (ver Figura 1). Con ello,
el conjunto de todas las rectas en R? se puede ver como el
conjunto

£={(p.0) €R*(p,0) ~ (p,0 +2kn)

ey
/\(p>6) ~ (—p,e:l:ﬂf)}.

La expresion (p, 0) ~ (p, 0 +2kn) indica que ambas coor-
denadas se refieren a la misma recta, asi como que (p,6) ~
(—=p,0 £ ) representan la misma recta (verifique por qué
son la misma en ambos casos). Ademads, e define la medida
de cualquier subconjunto A C £ como el drea que ocupa en
R?. Con estas ideas se introduce a continuacién la férmula de
Cauchy-Crofton.

Teorema 1.2 (Férmula de Cauchy-Crofton [DC16]). Consi-
dere una curva plana regular de longitud I. La medida del
conjunto de lineas rectas que intersecan a C contando multi-
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Figura 2: En este ejemplo, n es la multiplicidad de cada linea
recta. Figura tomada de [DC16].

plicidades (por ejemplo, si una recta intersecta tres veces la
curva, se cuenta tres veces. Ver Figura 2) es igual a 21.

2. Medida Elemental.

Para entender lo que es una medida, empezamos con la
mds intuitiva de todas, la medida elemental sobre R, que va a
ser referida como la funcién

m:e(R) — RTU{0,e0}.

El conjunto £(R) es el conjunto de todos los conjuntos ele-
mentales en R, los cuales son intervalos de la forma [a,b],
(a,b), [a,b) o (a,b), con a < b, o uniones finitas de estos; tam-
bién se puede demostrar que operaciones conjuntistas binarias
finitas entre conjuntos elementales aparte de la unién como lo
son la interseccion, diferencia, entre otras, generan conjuntos
elementales. A continuacién escribimos formalmente lo que
es un conjunto elemental en R”, con n € N.

Definicion 2.1 (Conjunto Elemental). Se dice que un conjun-
to E CR" es un conjunto elemental si es la union de un niime-
ro finito de cajas B1,...,By. Una caja B; es simplemente el
conjunto formado por el producto cartesiano de n intervalos
de la forma |a,b), (a,b], [a,b) o (a,b), con a < b. El conjunto
de todos los conjuntos elementales sobre R" se denota como

e(R")

Como se comentd, operaciones conjuntistas binarias de
conjuntos elementales son conjuntos elementales, y es lo que
resumimos en el siguiente teorema.

Teorema 2.1 ([Taol1]). Si E,F € &(R"), entonces la union
E UF, la interseccion ENF, la diferencia E — F =
{x€E:x¢F} y la diferencia simétrica EAF = (E —F) U
(F — E) son conjuntos elementales.

Para demostrar que las operaciones binarias (aparte de la
unién) entre productos elementales generan conjuntos ele-
mentales basta con demostrar que la interseccién (o resta) de

ARC, N
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Figura 3: A pesar de que el circulo se puede construir como
una unién infinita de cuadrados, no es un conjunto medible
porque no existe una familia finita de cajas que lo describa.

dos cajas es la unién de un nimero finito de cajas. A continua-
cién, mencionamos algunos ejemplos de conjuntos elementa-
les.

Ejemplo 2.1 (Singletons). Cualquier singleton (conjunto con
un tnico elemento) {b}, con b € R es un conjunto elemental,
porque {b} = [b,b]. De forma general, cualquier elemento
{x}, conx = (x1,...,x,) € R" es un conjunto elemental, dado
que {x} = [x1,x1] X -+ X [Xp, %]

Ejemplo 2.2 (Circulo en R?). Considere el circulo
C={x6R2:||xH <1}.

Intuitivamente, podemos ver que se puede representar este
circulo como una union infinita de cuadrados inscritos en él,
pero esto no implica que C sea elemental, dado que la con-
dicion necesaria para serlo es ser la union finita de cajas, y
para este conjunto se necesita siempre un nimero infinito de
cajas para describirlo. En conclusion, C no es elemental. En
la Figura 3 se observa la ilustracion de como el circulo se
puede ver como una union infinita de cuadrados (ojo, porque
solo uno de estos cuadrados es una caja, los demds no se pue-
den escribir como el producto cartesiano de dos intervalos).

Como se coment6 antes, la medida elemental m : €(R) —
RT U{0,00}, actiia sobre conjuntos elementales de R y los
envia a los reales no negativos junto con el infinito, ;pero
c6mo? La nocién de medida que uno tiene en R refiere a la
longitud de un intervalo. Por ejemplo, uno dice que la medida
de un intervalo' [a,b] es b — a, de modo que uno espera que
nuestra medida recree este resultado. Ahora bien, la medida
también se debe poder aplicar a cualquier conjunto elemental,
para lo cual necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 2.2 (Particién de un conjunto elemental [Taol1]). Si
E € e(R), entonces E se puede expresar como una union finita
de cajas disyuntas. Esto es, E se puede escribir como la union
de cajas sin elementos en comiin entre ellas. El conjunto de
estas cajas se conoce como particion de E.

Por supuesto, una caja es un intervalo en R, de forma que
se podria definir la medida de un conjunto elemental E en
funcién de la suma de las medidas de cada una de las cajas
que componen su particién disyunta. De manera formal, si

IPuede ser un intervalo con extremos abiertos o cerrados, su medida no
se ve afectada por ello.
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{B;}"_, es una particién del conjunto E, entonces

2)

Puede comprobar que la definicién de esta medida satis-
face que la medida de cualquier intervalo es equivalente a la
distancia entre sus dos extremos. Si usted es un lector inquie-
to, seguro que le intrigara si la medida es independiente de
la particién que se tome. La respuesta a esta cuestion es que
si, pero para probar este resultado se necesitan algunas herra-
mientas avanzadas, por lo que no se discutird el razonamien-
to para llegar a este resultado aqui. Si estd interesado, puede
encontrar la prueba formal de los dos dltimos resultados en
[Taol1].

El siguiente paso es extender esta medida definida sobre
€(R) a g(R"). Para ello, recuerde que una caja B € €(R") se
puede ver como el producto cartesiano de » intervalos, es de-
cir, existen intervalos I, ..., I, € ¢(R) talque B=1; X - - - X I,.
Ademas, cualquier conjunto elemental en R” tiene una parti-
cién finita de cajas disyuntas, de forma que podemos escribir
nuevamente la medida de este elemental como la suma de las
medidas de los elementos de su particién. Finalmente, exten-
demos la idea de la medida de la caja B en R a R” multi-
plicando las medidas de cada intervalo que lo compone, es
decir:

n
m"(B) := [ m(L), 3)
i=1

donde el simbolo [], en vez de representar una suma como X,
representa la multiplicacion de todos los elementos que estan
siendo iterados. Se denota esta medida como m" para hacer
énfasis en que estd definida sobre las cajas (y préximamen-
te los elementales) de R", mientras que m estd definida sobre
€(R). Como puede observar, esta medida para la caja genera-
liza la nocién de area, volumen, hipervolumen, etc. Con ello,
siE € g(R"), y {B;}!", es una particién disyunta de E, enton-
ces la medida de E es

“)

A continuacién se presentan algunos ejemplos de conjun-
tos elementales y sus medidas.

Ejemplo 2.3 (Conjuntos Finitos). Considere cualquier con-
junto finito {x1,x2,...,x,} C R". Este conjunto es medible
(demuéstrelo), y su medida es 0.

Usando el mismo razonamiento, considere algiin conjunto
elemental E € €(R") con m"(E) > 0. Se puede sumergir este
conjunto elemental en R"*! si se le aplica el producto carte-
siano con un elemento de R. Por ejemplo, E x {0} € e(R"+1),
y en este caso m" ! (E x {0}) = 0 (demuéstrelo). Intuitiva-
mente, este resultado nos dice que una linea no tiene drea, un
drea no tiene volumen, y asi sucesivamente.

Figura 4: Una linea en R? no tiene drea.

Ejemplo 2.4 (Cubo n-dimensional). Definimos un cubo n-
dimensional como el producto cartesiano de n intervalos con
la misma medida. Por ejemplo, D =1[0,1] x --- x [0,1] = [0, 1]"
es un cubo n-dimensional formado por intervalos de medi-
da 1, dado que m([0,1]) = 1. De manera general, si D es
un cubo n — dimensional donde todos sus intervalos miden
d e RTU{0}, m"(D) = d" (demuéstrelo).

3. Medida de Jordan.

La medida elemental es bastante restrictiva, puesto que so-
lo se puede evaluar sobre conjuntos elementales, y existen
bastantes conjuntos que no son elementales, como por ejem-
plo el circulo en R2. Sin embargo, la intuicién sugiere que
a pesar de que el circulo no es elemental, uno puede cons-
truirlo como una unién infinita de cajas, como se ilustré en el
ejemplo 2.2. En general, cualquier conjunto acotado?® (existen
algunos conjuntos patoldgicos para lo cual esto no es cierto)
puede escribirse como unién enumerable’ de cajas, con lo que
si tuviésemos una forma de obtener la medida de esta unién
enumerable, tendriamos una expresion coherente para la me-
dida de estos conjuntos.

Sin embargo, antes de lanzarnos a construir esta medida
mds general, podemos pensar en algunas propiedades intuiti-
vas que consideramos que debe tener una medida. De hecho,
iremos un paso mds alld y diremos que una funcién es una
medida, si satisface todas las propiedades que se exponen en
la siguiente definicion.

Definicion 3.1 (Medida en un conjunto A C 2 (R")*). Dire-
mos que la funcion

m:AC Z2R") — R"U{0,}

2Un conjunto acotado es un conjunto que estd contenido en un circulo de
tamafo finito

3Cuando se dice unién enumerable se quiere decir que se tiene a lo sumo
tantos elementos en la unién como nimeros naturales.

“Recuerde que #(B) es el conjunto constituido de todos los subconjuntos
de B, es decir, Z(B) = {X : X C B}.
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es una medida sobre el conjunto A si se satisfacen las siguien-
tes propiedades.

1. SSiE,F€EAyENF =0, entonces m(EUF) =m(E) +
m(F).

2. SiE,F € AyE CF, entonces m(E) < m(F).

3. Si E\F € A, entonces m(EUF) < m(E)+ m(F) (esta
propiedad es consecuencia de las dos anteriores).

4. Si E € A, entonces m(E) = m(E +x), donde x € R", y
E+4+x:={x+y:y€E}.

La primera propiedad hace explicito el hecho de que si uno
tiene un conjunto que se puede partir en dos, su medida es la
suma de las medidas de su particién, siempre y cuando to-
dos los elementos de esta particion no tengan ningin elemen-
to en comtin par a par. La segunda propiedad asegura que la
medida debe ser coherente con la contenencia conjuntista; es
decir, cuando un conjunto estd contenido en otro, la medida
del primero no debe ser mayor que la del segundo. La tercera
propiedad es natural cuando uno reconoce que E y F pue-
den llegar a tener elementos en comun (verifique por qué es
natural, y pruebe que se puede deducir de las dos primeras
propiedades). Por tltimo, la cuarta propiedad garantiza la in-
varianza bajo traslaciones de la medida, es decir, la medida de
un conjunto debe ser la misma independientemente de donde
se encuentre posicionado en R”.

Un ejercicio interesante seria probar que si se toma A =
€(R"), la medida elemental m" : €¢(R") — Rt U {0,} es
efectivamente una medida.

Para proseguir con nuestra tarea de definir una medida un
poco mas general que la elemental, necesitamos algunas ideas
que seran comentadas a continuacion.

Definicion 3.2 (Cota superior (inferior) de un conjunto
A C R). Decimos que a € R es una cota superior (inferior)
del conjunto A si para todo x € A C R se tiene que x < a
(x> a).

Definicion 3.3 (Supremo (infimo) de un conjunto A C R). El
supremo (infimo) de A es la menor (mayor) de todas las cotas
superiores (inferiores). El supremo (infimo) de A se denota

por sup (A) (inf (A)).

No todos los conjuntos tienen supremo o infimo, dado que
puede que no estén acotados, de forma que no se puede definir
cudl es la menor o mayor de estas cotas. Si ademas el supremo
o infimo est4 contenido en A, se les llama maximo o minimo,
respectivamente. Finalmente, gracias al siguiente axioma se
garantiza la existencia del supremo o infimo de cualquier sub-
conjunto en R, siempre y cuando esté acotado por arriba o
abajo, respectivamente.

Axioma 3.1 (Axioma de completez). Todo conjunto acotado

por arriba (con cota superior) tiene supremo.

A continuacidn, se presentan algunos ejemplos de conjun-
tos acotados, y sus respectivos supremos o infimos.

Figura 5: Una superficie en R? no tiene volumen.

Ejemplo 3.1 (Sucesién 1/n, n > 1). Considere la sucesion
{1/n}_|. Esta sucesion estd acotada por encima por 1y por
debajo por 0. De hecho, esta sucesion converge a 0. Consi-
derando el conjunto formado por todos los elementos de esta
sucesion, se tiene que el 0 es su infimo, pero no su minimo,
dado que ningtin valor de la sucesion es nulo.

Ejemplo 3.2 (Ntimero de Euler). El conocido niimero de Eu-
ler e, se puede obtener como limite de la sucesion convergente

{41/

Si se construye un conjunto con todos los elementos de la su-
cesion, se verifica que dicha sucesion es acotada por debajo
por 0y por encima por 3 (puede intentar probar este hecho
usando el teorema del binomio de Newton), de forma que por
el axioma anterior tiene cota superior en R, la cual resulta
ser e, dado que esta sucesion es creciente.

Observe que la sucesion estd completamente contenida en
@Q, pero si se analiza el problema de las cotas en Q, se verifica
que esta sucesion no tiene supremo, porque los racionales no
contienen a e.

Con las ideas de supremo e infimo podemos definir la si-
guiente medida, conocida como medida de Jordan, tomada de
[Taoll].

Definicion 3.4 (Medida de Jordan). Tome E C R" como un
conjunto acotado.

» La medida de Jordan interna m, (j) de E se define como

m, ((E) = sup  m(A).

ACE, Ace(R9)

» La medida de Jordan externa m*\Y) de E se define como

m*’(J)(E) = inf

m(B).
ECB, Beg(R4)

w Sim~V) (E) = m, ) (E), se dice que E es Jordan medi-
ble, y se denota como m(E) := m*V) (E) = m, ) (E) a
la medida de Jordan de E. Por convencion, se dice que
los conjuntos no acotados no son Jordan medibles.
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Un conjunto acotado es entonces Jordan medible si pode-
mos aproximarlo de forma tan precisa como queramos por
debajo y por encima usando elementales cada vez mads refina-
dos, que se adapten a la forma de dicho conjunto.

Esta medida es muchisimo mds general que la medida ele-
mental, porque si existe un conjunto no elemental E, pero que
tiene una sucesion convergente de conjuntos elementales que
se aproxima a él, tendra medida de Jordan. Este hecho se ve
sustentado por el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Caracterizacion de la medida de Jordan
[Taoll]). Tome E C R" como un conjunto acotado. Las si-
guientes proposiciones son equivalentes.

1. E es Jordan medible.

2. Para todo € > 0, existen conjuntos elementales A,B €
€(R™) con A C E C B de tal modo que m(B—A) < €.

3. Paratodo € > 0, existe un conjunto elemental A € €(R")
tal que m*~Y) (AAE) < ¢.

A continuacion, se presenta un ejemplo de aplicacién de la
medida de Jordan en la integracién de una funcién continua
en un intervalo cerrado.

Ejemplo 3.3 (Integral definida de una funcién continua y po-
sitiva). Considere una funcién continua f : [a,b] — Rt U{0}.
Defina el conjunto D = {(x,y) € R?:a<x<b AO<y<
f(x)}, que corresponde al drea que se encuentra debajo de
la curva inducida por f y encima de 0 en R?. La medida de
Jordan se corresponde con el drea de D, y es a su vez igual al
valor de la integral, es decir,

b
| )= m(D). 5)
Intuitivamente esto es cierto porque uno puede aproximar el
conjunto D usando rectdngulos, y se puede hacer esta aproxi-
macion tan refinada como se desee, haciendo el ancho de los
rectdngulos cada vez mds pequerio (ver Figura 6). De hecho,
esta es la forma en la que Riemann define la integral [Rud64].

Para terminar, usted puede comprobar que esta medida
satisface las condiciones que concluimos en la definicién
3.1

A pesar de que la medida de Jordan es bastante mas gene-
ral que la medida elemental, sigue habiendo algunos conjun-
tos no acotados que no tienen medida de Jordan. Por ello, se
define la medida de Lebesgue como la mejor generalizacién
de la medida elemental y la medida de Jordan en el sentido
de que es la que tiene la mayor cantidad de conjuntos medi-
bles en R", pero su motivacion, definicidon y propiedades las
dejaremos para otra ocasion.
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1. Introduccion.

A las matematicas se les puede considerar como un len-
guaje, porque como en cualquier lengua, esta ciencia tiene
sus propias reglas, férmulas y matices; los simbolos utiliza-
dos en matemdticas son Unicos y estdn profundamente arrai-
gados en la historia. Sin embargo, en gran parte de la comu-
nidad matemadtica existe un conocimiento bastante vago sobre
el tiempo de aparicion, origen y desarrollo de los simbolos
matematicos. Por lo anterior, en esta nota nos centraremos en
la notacién de relaciones, operaciones y objetos importantes
en la aritmética, dlgebra y andlisis.

2. Simbolos de operacion.

Los primeros simbolos de los cuales se conocen varias re-
presentaciones, fueron aquellos que indicaban suma y resta.
Desde la edad antigua se evidencié el uso de simbolos que re-
presentaran estas operaciones, uno de estos casos fue el de los
Egipcios, que aunque no usaron la notacién + y — para indi-
car suma y resta, en el Rhind Papyrus se muestra que usaban
un par de patas caminando hacia la derecha para sumar y un
par de patas caminando hacia la izquierda que implicaban la

resta:
A A

También se conoce el trabajo de Nicole d’Oresme (1323
- 1382), quien us6 el simbolo “+” para abreviar el latin
“et”’(que significa “y”) en su obra Algorismus Proportionum.
Pero no fue sino hasta 1489, que estos simbolos de suma “+”
y diferencia (o resta) “—" aparecieron por primera vez de for-
ma impresa, en el libro Mercantile Arithmetic de Johannes
Widmann (1460 - 1498).

Por otro lado, se tienen registros de las obras en las que
se utilizaron por primera vez otros simbolos matemaéticos, co-
mo el radical “\/”, empleado por primera vez en 1525 en Die
Coss de Christoff Rudolf (1499 - 1545). De este simbolo tam-
bién se sabe de uso en la obra del Italiano Rafael Bombelli
(1526 - 1572), en su I’Algebra, donde escribi6 “R.q.[2]” para
la raiz cuadrada de 2 y “R.c.[2]” para la raiz cubica de 2. Pe-
ro como se conoce hoy en dia, el simbolo “/” que significa
“raiz n-ésima” fue usado por primera vez en 1629 por Albert
Girard (1595 - 1632) y en 1637, René Descartes (1596 - 1650)
convirti6 el “/” en el simbolo de raiz cuadrada /— que tene-
mos ahora. De hecho, la operacién potencia, muy relacionada

*Departamento de Matematica y Estadistica, Universidad de La Frontera,
Temuco-Chile
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con la radicacion, fue usada por primera vez en en 1637 en La
géométrie de René Descartes (1596 - 1650), quien mostr6 al
simbolo n-ésima potencia “a™” que significa “n-ésima poten-
cia del nimero a”.

Continuando con la lista de simbolos, el tan famoso simbo-
lo “x”, que denota la multiplicacion, fue visto por primera
vez en 1628 en Clavis Mathematicae de William Oughtred
(1574 - 1660) y fue hasta el siglo XIX que el simbolo “x”
fue popular en aritmética. Asimismo, recibi6 cierta oposicién
por parte de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716), quien
escribi6: “No me gusta (la cruz) como simbolo de multipli-
cacidn, ya que se confunde facilmente con “x”, a menudo yo
simplemente relaciono dos cantidades por un punto “-”, es de-
cir RS - PQ”. Por tal motivo, su confusion con la letra “x” en
dlgebra llevo al punto “-” a ser mds ampliamente aceptado pa-
ra significar multiplicacién. Actualmente también se utiliza el
simbolo asterisco “x”, como simbolo de multiplicacién, pero
este fue usado més adelante, en 1659, en Teutsche Algebra de
Johann Rahn (1622 - 1676).

La operacion inversa a la multiplicacion, es la division, y
el simbolo que denota esta operaciéon “+-”, fue empleado ini-
cialmente en 1659 por Johann Heinrich Rahn (1622 - 1676)
en Teutsche Algebra. Otro simbolo que también denota esta
operacién es “/”, el cual fue usado por primera vez en 1845
por Augustus De Morgan (1806 - 1871). Incluso se conoce el
simbolo ““: ” para la division, pero este fue usado por primera
vez en 1633 en Arithmetica integra de Michael Stifel (1487
- 1567), aunque Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 -1716) us6
“:” para relacion y division en 1684 en Acta eruditorum.

Entre otros simbolos, vale la pena hablar de algunos de
los simbolos que corresponde a operaciones muy utilizada en
combinatoria y andlisis. El primero de ellos es el factorial,
la notacién n! que significa “n(n — 1)(n —2)---(2)(1)”, fue
utilizado inicialmente en 1808 por Christian Kramp (1760 -
1826) en Elements d’aritmétique universelle. Por su parte, del
simbolo permutation

< :

se tiene el registro de su primer uso en 1815, hecho por
Augustin-Louis Cauchy (1789 - 1857). Por ultimo, el simbolo

1

3
a c

2
b

binomial * m ” que significa

(2)

fue utilizado por primera vez en 1827 en Vorlesungen iiber

n n!

m

29

g m!(n—m)!
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hohere Mathematik de Andreas von Ettingshausen (1796 -
1878).

3. Relaciones binarias.

Entre las operaciones con relaciones binarias, se encuentra
el famoso simbolo igual “=" que significa “es lo mismo que”,
introducido en 1557 por Robert Recorde (1512 - 1558) en The
Whetstone of Witte. Este simbolo no debe confundirse con el
simbolo igual por definicion “:=" que significa “es igual por
definicién a”, que es una alternativa para “=ps ”, fue introdu-
cido por primera vez en 1894 por Cesare Burali-Forti (1861 -
1931) en Logica matematica.

Otros de los simbolos que estdn enmarcados en las rela-
ciones binarias son el mayor que “> " que significa “estricta-
mente mayor que” y el simbolo menor que “<”, que significa
“estrictamente menor que”, de los cuales se sabe que fueron
usados por primera vez en Artis analyticae praxis de Tho-
mas Harriot (1560 - 1621), que se publicé en 1631 después de
su muerte. Casi cien ands después, en 1734, Pierre Bouguer
(1698 - 1758), puso una linea debajo de las desigualdades pa-
ra formar los signos “<”y “>” que significan “menor o igual
que” y “mayor o igual que”.

Adicionalmente, encontramos al simbolo congruencia “=
”, el cual fue acreditado a Johann Carl Friedrich Gauss (1777
- 1855), ya que en 1801 declar6

“—16 =9(mod.5)”,

lo que significa que dieciséis negativo es congruente con nue-
ve médulo cinco. Durante el mismo periodo, Adrien-Marie
Legendre (1752 - 1833) traté de emplear su propia notacién
para congruencia; sin embargo, fue un poco descuidado por-
que usé el “=" dos veces para referirse a la congruencia y una
vez para la igualdad.

4. Algunos simbolos de légica ma-
tematica y teoria de conjuntos.

En esta seccidn, encontramos simbolos como “.-.”” que sig-
nifica “por lo tanto” y aparecid por primera vez impreso en
1659 en Teusche Algebra de Johann Zahn (1622-1676). Tam-
bién lo es simbolo implicacion “— ”, fue usado por primera
vez en 1922 en Neubergriindung der Mathematik por David
Hilbert (1862 - 1943), y el simbolo “=> " que significa “l6gi-
camente implica eso” fue empleado inicialmente en 1954 en
Theorie des ensembles de Nicholas Bourbaki (un grupo de
matematicos principalmente europeos).

Por su parte, estd el simbolo equivalencia “<— ”, que apa-
recié por primera vez en 1933 en Die Aristotelische Theorie
der Moglichkeitsschliisse de Albercht Becker (1907-7), y el
simbolo “ <= ” que significa “si y solo si” fue usado en
1954 en theorie des ensembles de Nicholas Bourbaki.

En cuanto a los cuantificadores, aparece el simbolo cuan-
tificador universal “v” que significa “para todo” visto por pri-
mera vez en 1935 y publicado en Untersuchungen ueber das

logische Schliessen de Gerhard Gentzen (1909 - 1945). El
simbolo cuantificador existencial “3” que significa “existe”
aparecié por primera vez en 1897 en Formulaire de mathema-
tiqus de Giuseppe Peano (1858 - 1932).

Por anadidura, el signo estd incluido “C ” que significa
“este conjunto es un subconjunto de” y el signo incluye “ O ”
significa “este conjunto tiene como subconjunto a” aparecie-
ron en 1890 en Vorlesungen iibre die Algebra der Logik de
Ernst Schroder (1841 - 1902). El simbolo es en “€ ” que sig-
nifica “es un elemento de” apareci6 por primera vez en 1985
en Formulaire de mathematiqus de Giuseppe Peano (1858 -
1932). Peano us6 originalmente la letra griega € (que es la pri-
mera letra de la palabra latina est, que significa “es”), pero fue
Betrand Russell (1872 - 1970) en 1903 en su libro Principles
of mathematics quien introdujo la version estilizada moderna.
Por su lado, el simbolo negacion de es en “¢ ” que significa
“no es un elemento de” aparecié por primera vez en 1939 en
Theorie des ensembles de Nicholas Bourbaki.

Entre otros simbolos que vale la pena sefialar en esta sec-
cion, esta el simbolo llaves encerrando los elementos de un
conjunto

“{

que fue usado por primera vez en 1907 en Untersuchungen
tiber die Grundlagen der Mengenlehre de Ernst Friedrich Fer-
dinand Zermelo (1871 - 1953). El simbolo p para una propo-
sicién fue usado por primera vez en 1897 en Studi di logica
matematica de Giuseppe Peano (1858 - 1932).

Asimismo, la negacion, conocida por su simbolo “~ 7, fue
usado por primera vez en 1897 en Studi di logica matematica
de Giuseppe Peano (1858 - 1932), aunque ~ p para “negacién
de p” aparece por primera vez en 1908 en Mathematical logic
as based on the theory of types de Bertrand Arthur William
Russell (1872 - 1970). El simbolo disyuncion V>, que signifi-
ca “0” fue usado por primera vez en 1906 en The theory of im-
plication de Bertrand Arthur William Russell (1872 - 1970),
y pV q que significa “p o q” aparece en 1908 en Mathema-
tical Logical as based on the Theory of Types de Bertrand
Arthur William Russell (1872 - 1970). El simbolo conjuncion
“A”, que significa “y” fue usado por primera vez en 1930 por
Arend Heyting (1898 - 1980).

También se sabe que el simbolo union “U” que signifi-
ca “tomar los elementos que estdn en cualquier conjunto”,
y el simbolo interseccion “N” que significa “tomar los ele-
mentos que los dos conjuntos tienen en comun”, aparecen
por primera vez en 1888 en Calcolo geometrico secondo
I’Ausdehnungslehre di H. Grassmann precedente dalle opera-
zioni della logica deduttiva de Giuseppe Peano (1858 - 1932).

A su vez, el conjunto vacio designado por el simbolo “0”,
significa “el conjunto sin ningtin elemento” y se usé por pri-
mera vez en 1939 en el libro Eléments de mathématique de
Nicholas Bourbaki, que fue tomado simultineamente de los
alfabetos Norwegian, Danish y Faroese por el miembro del
grupo André Weil (1906 - 1998).Es muy importante también,
mencionar al simbolo infinito “e” que denota “una cantidad
de magnitud arbitrariamente grande”, el cual fue introducido
por primera vez en 1655 en el libro De Sectionibus Conicus
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de John Wallis (1616-1703).

Incluso, el simbolo omega “®” que denota “primer nime-
ro ordinal de la segunda clase”, utilizado inicialmente en 1883
en Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre de
Georg Cantor (1845 - 1918). Gracias a este matematico, se
sabe de la existencia de los simbolos “¥(” que denota “ el
ndmero cardinal transfinito mds pequeio” y “¥” que denota
el “el siguiente nimero cardinal superior” aparecié por prime-
ra vez en 1895 en Mathematische Annslen del mismo Georg
Cantor (1845 - 1918).

5. Algunas notaciones de calculo.

En célculo aparecen alguno simbolos como el de funcion
“f(x)”, siendo utilizada por primera vez en 1734 en Com-
mentarii Academiae Scientiarum Petrpolitanae de Leonhard
Euler (1707 -1783), quien también introdujo el simbolo su-
ma “Y.” en 1755. También se sabe del simbolo diferencial
“dx,ddx,d*x,d’x,---”, comenzé siendo empleado en 1675
por Wilhem Gottfried von Leibniz (1646 - 1716). Por esta
linea, se encuentra el simbolo derivada

@’7
dx ’
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donde y = f(x) y f una funcién, fue visto por primera vez en
1675 por Wilhem Gottfried von Leibniz (1646 - 1716), y los
simbolos “f’” que significa “primera derivada”, “f”” que sig-
nifica “segunda derivada”, “f”’”,-- -, donde f(x) una funcién,
fue utilizado inicialmente por en 1797 en Théorie des fon-
ctions analytiques de Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813),
y el simbolo “D,y” se introduce en 1800 en De calcul des
dérivations et des usages dans la théorie des suites et dans le
calcul différentiel de Louis Francois antoine Arbogast (1759 -
1803); el simbolo derivada parcial “9L™, ‘3—{ donde f(x,y)
una funcién, aparecié por primera vez en 1786 en Memoi-
re sur la maniére de distinguer les maxima des minima dans
le calcul des variations de Adrien-Marie Legendre (1752 -
1833).

Por otra parte, el simbolo integral indefinida ““ [, apareci6
en 1675 en Analyseos tetragonisticae pars secunda de Wil-
hem Gottfried von Leibniz (1646 - 1716). El simbolo integral

definida
b
|

fue utilizada por primera vez en 1822 La Theorie analytique
de la chaleur de Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830).

Sumado a lo anterior, estd el simbolo limite “lim”, in-
troducido por primera vez en 1786 por Simon Antoine Jean
L’Huilier (1750 - 1840) en su trabajo Exposition élémentai-
re des principes des calculs supérieurs, aunque en princi-
pio la abreviacién de limite fue “lim.” que gradualmente se
llegd a escribir “lim”, que es lo que se utiliza en la actuali-
dad. El simbolo limite “lim,_,,”, que indica ‘“‘el limite cuando
x se aproxima a a” fue usado por primera vez en 1908 por
Godfrey Harold Hardy (1877 - 1947), aunque anteriormente

Karl Weierstrass (1815 - 1897) en 1841 ocupaba la notacién

2

13 F¢
Timy—, .

6. Algunos niimeros en matematicas.

Como no iniciar con 7@, que denota el nimero
3,141592653589- - -, siendo empleado por primera vez en
1706 en Synopsis palmariorum mathesios de William Jones
(1675 - 1749). Sin embargo, fue Leonhard Euler (1707 - 1783)
quien popularizé por primera vez en 1748 el uso de la letra
para este nimero en su libro Introductio in Analysin Infinito-
rum. Otro famoso,

. L,
e = lim(1+2)
representa el nimero 2,718281828459 - - -, y aparecio inicial-
mente en Meditatio in Experimenta explosione tormentorum
nuper instituta de Leonhard Euler (1707-1783). De Euler tam-
bién se conoce i = /—1 (la unidad imaginaria) y se us por
primera vez en 1777 en su obra Institutionum calculi integra-
lis. 'Y no menos famoso

n
) 1
Y= r}gll(kgl % - lnn)»
que denota el nimero 0,577215664901---, y aparecié por
primera vez en 1792, gracias a Lorenzo Mascheroni (1750 -
1800) en Adnotationes ad Euleri Calculum Integralem.

Conclusiones.

Sin una notacién bien desarrollada, las distintas areas de
la matemadticas no podrian realizar su gran funcién en las ma-
temadticas modernas. La historia del desarrollo de los simbolos
en matematica no solo es interesante, sino que puede servir
como guia en la invencién de nuevos simbolos.
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Dialogo desde la incertidumbre que somos
Una version de las actuaciones de Werner Heisenberg durante la Segunda Guerra Mundial.

Confundido en el baile de las taciturnas sombras que azaro-
samente dibuja el fuego de la chimenea de mi estudio, en una
fria noche de invierno de Munich, descubro un espectro de mi
mismo, tal vez cuarenta aflos mds joven, aguardindome, no
con la ataraxia de un contertulio, sino con la implacabilidad
de un verdugo en el patibulo; lo que pasa es ahora evidente:
ihe perdido la razén!

(Soy acaso mi propia versién de Mefistéfeles o del
Erlkonig '?, ;ha venido esta quimera a anunciarme una locura
senil?, ;esta vision de mi pasado viene a pedirme cuentas?, ;ja
cuestionarme?

Me acerco y tomo asiento, para ver la aparicién a una mis-
ma altura, nos separa apenas una pila de documentos de tra-
bajo que proceden de la Universidad y de las diversas Acade-
mias Cientificas de las que soy miembro. La juventud es casi
siempre la mejor versién de nosotros mismos, me veo orgu-
lloso, imperturbable, es mi imagen de cuando he superado la
tercera década de mi vida y cuando a la vez me encuentro en
el cenit de mi carrera, habiéndolo logrado todo: el respeto de
la comunidad cientifica al aportar de manera indiscutible par-
te de los fundamentos de la mecéanica cuantica, cuando des-
cifré una de las claves fundamentales del universo mediante
la postulacién del principio de incertidumbre, cuando obtuve
el premio Nobel, antes de los treinta y tres afios, edad rele-
vante para la cristiandad, religion que recoge a los luteranos,
como yo.

Es facil hoy recordar esos afios y los posteriores, lo dificil
es hacerlo sin amargura. He amado enteramente a mi nacién, y
de eso se me acusa; desde que practiqué el montafismo en los
Wehrkraftverein > he amado el suelo de mi patria, en mis in-
terpretaciones en el piano he demostrado mi profunda aficién
por la musica de cdmara de Beethoven y Mozart, también por
los lieder de Schubert 3, me he involucrado apasionadamente
con el desarrollo de la ciencia de mi pais; lo confieso, jhe sido
un nacionalista comprometido!, ;es esto acaso un crimen?

Los aspectos mds relevantes de mi vida y de mi cien-
cia contienen paralelismos mayores a cualesquiera de las si-
metrias que se teorizarian posteriormente en la fisica cudntica;
por ejemplo: el orden en que ocurren los hechos es determi-

nante para entender y demostrar mi noble intencién; no seria
esta la tnica vez en que el orden de los factores si altera el
resultado.

Abordé el problema del desarrollo de una mecénica que
explicara la naturaleza cudntica de la materia con una orienta-
cion cientifica positivista, observando el comportamiento del
electron en términos de sus niveles de energia, relacionan-
do las cantidades observadas y agrupando en arreglos dichos
parametros.

De manera sistematica el dlgebra que se deducia de las re-
laciones antes mencionadas no poseia la propiedad de conmu-
tatividad; luego de recibir el consejo de mis colegas (princi-
palmente de Paul Dirac) empleé la muy desconocida para mi
en aquel entonces: dlgebra de matrices; la que resulté ser muy
conveniente no solo para operar los cdlculos sino también,
para que pudiera identificarse una funcién vectorial de onda
asociada a la matriz que contiene los parametros de la particu-
la; lo que constituye la primera coincidencia directa entre mi
teoria de Mecdnica Matricial y la teorfa de Schrodinger en la
que su ecuacién pertenecia también a un espacio vectorial.

Por otra parte, el principio de incertidumbre formulado por
mi, expone de manera explicita un limite cuantitativo para el
grado de exactitud en la determinacién de la posicién y la can-
tidad de movimiento de cualquier ente fisico, no como una
consecuencia de la tecnologia empleada en la medicién, sino
como una propiedad cudntica de la materia en la que, pares
de magnitudes fisicas observables y relacionadas, antagoni-
zan en el momento en que una de ellas se determina con pre-
cision. En términos matematicos: el producto de las desvia-
ciones* en la medida de la posicién y en la de la cantidad de
movimiento para una particula, es mayor o igual a un medio
de la constante de Plank reducida:

Ax-NApy > ﬁ

2
Las implicaciones filosdficas de esta ley fundamental son
multiples, tal vez la mds conocida es el fin del romantico
suefio Laplaciano de conocer con completo determinismo el
devenir del mundo fisico a partir de una exacta observacién

!Figuras miticas del demonio y el rey de los elfos (respectivamente), que visitan a los que estdn préximos a morir, presentes en los escritos de Johann

Wolfgang von Goethe y en la tradicién musical alemana.
2Una suerte de jévenes exploradores.
3Todos compositores austro-germanos.

“4Resultantes del hecho de que el estado cudntico del sistema se caracteriza por tener asociado una distribucién de probabilidad.
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del mismo, esto a causa de la imposibilidad de una medicién
perfecta. La incertidumbre es una palabra que no solo se halla
omnipresente en mi ciencia, sino también acompaiia las dife-
rentes hipotesis acerca de mi actuar, de mi escala de valores,
de las decisiones politicas en mi vida.

Sigue esta sombra inmutada, sentada frente a mi, con un
gesto sereno, viéndome, puro es su 0jo, y en su boca no se
oculta niusea alguna >, es mi imagen de los afios en los que
aun no habia instaurado el Nacional Socialismo un cambio
en el orden econdmico-cultural aleman, el inicio del Tercer
Reich, antes de que todos debiéramos enfrentarnos a decisio-
nes dificiles, y antes de que la ética de los vencedores de la
Segunda Guerra Mundial nos pusiera una conveniente letra
escarlata en la frente.

Si esa imagen me acusa de filo-nazi, tal acusacién no es pa-
ra mi, una novedad. Con el inicio del periodo del gobierno Na-
cional Socialista, un importante nimero de cientificos -entre
muchos otros grupos sociales- abandonaron Alemania con el
fin de evadir los dictados que mdas adelante se convertirian en
las Leyes de Nuremberg; siendo yo un cientifico famoso y de
gira por los Estados Unidos se me abrieron las puertas para
continuar mi carrera docente en estas latitudes. Se me acusa
de no haber abandonado a mi pafs.

He recibido intensamente el calificativo de ‘““simpatizante
Nazi” por parte de los detractores de la Alemania Nacional
Socialista, sin que antes se tenga en cuenta que para el Go-
bierno de Adolf Hitler inicialmente fui una especie de “detrac-
tor solapado” por negarme a pertenecer al NSDAP ©, y hasta
fui calificado como “judio blanco” 7 por trabajar en ciencias
naturales de forma tedrica y sin recurrir de manera inmedia-
ta a la experimentacién, campo en el que inicialmente se en-
contraba un significativo nimero de fisicos con ascendencia
semita.

Como lo he dicho, jsoy un nacionalista! Y me sent{ siem-
pre comprometido a aportar en el desarrollo cientifico de Ale-
mania, haber abandonado mi pais me hubiera convertido en
un traidor, Alemania siempre ha sido para mi algo mds gran-
de que el gobierno de turno.

Es cierto que durante la guerra dirig{ el programa estratégi-
co militar, que buscaba el desarrollo de una reaccion en cade-
na como consecuencia de la desestabilizacién del nicleo del
uranio 235, lo que podria servir para la generacién controlada
de energia en un reactor, o eventualmente, para la produccién
de una bomba de fisién nuclear. Este episodio de mi vida pue-
de ser uno de los mas polémicos, por el contrario, yo lo en-
cuentro como la emancipacién de cualquier culpa que se me
endilgue.

Niels Bohr y yo trabajamos juntos en Copenhague entre
los afios 1924 a 1927, un periodo altamente productivo para

SParifrasis de los atributos que Nietzsche atribuye a Zaratustra, el despierto.

ambos. Bohr reprochaba carifiosamente mi insolencia al atre-
verme a corregirle con altivez, lo que en mi actuar engreido
era una constante en esta época, como puede verse en los ca-
lificativos despectivos que di a la Mecanica Ondulatoria de
Schrodinger, que asociaba a su ecuacién un componente pro-
babilistico del comportamiento de las particulas cudnticas -
finalmente Pauli demostré que esta ecuacion era equivalente
a mi teorfa de Mecdnica Matricial-. También corregi el nom-
bre que en griego dio Yukawa a la particula que teéricamente
pronosticd, la llamé “mesotrén” cuando la acepcién “tr” no
es pertinente semanticamente en la palabra mesos en el grie-
go antiguo 8, por lo que el nombre de la citada particula pasé
corregirse como: meson.

En cualquier caso, ambos, Bohr y yo, representdbamos dos
de los rostros mas visibles en la mecdnica cudntica y como
consecuencia, seriamos la primera opcién para el desarrollo
de la ciencia del atomo.

En 1941 y luego de anos de no verle, me dirigi desde Berlin
a la Copenhague ocupada para visitar a Bohr; sabiamos que
las SS ? tenfan sembrados de micréfonos todos los posibles
objetivos de interés, por lo que cualquier afirmacién que pu-
diera ser calificada como “traicién” debia ser expuesta por mi
parte en un lenguaje criptico.

En mi encuentro con Bohr quise darle a entender que mi
participacion y la del muy competente equipo de cientificos
alemanes '° que dirigfa en el proyecto de energia nuclear para
el Tercer Reich, tenia como objetivo real y subrepticio evitar
que Alemania obtuviera una bomba atémica y, que mi interés,
era que las iniciativas de armamento nuclear que se estaban
desarrollando en la cooperacién anglo-estadounidense llega-
ran también al estancamiento; era mi intencion librar al mun-
do del terror nuclear.

En favor de demostrar mis intenciones puedo decir que,
durante el desarrollo del proyecto en Alemania, mi compor-
tamiento fue sumamente erritico, por un lado manteniendo
viva la esperanza del logro de los objetivos del proyecto nu-
clear frente a Albert Speer !! - para evitar ser removido de
la Direccién del proyecto y que mi lugar fuera ocupado por
un cientifico con intenciones menos loables -, y a la vez, por
otra parte, comentando la casi imposibilidad de obtener un di-
ferencial positivo de energia en la reaccién en cadena a los
oficiales que tenfan a su cargo la gestién de los recursos en la
investigacién y desarrollo de la Alemania en guerra, esto, para
que eventualmente descartaran la financiacion del proyecto.

También tengo como prueba de mi posicién contraria al
escalamiento nuclear de la guerra, el hecho de que durante mi
reclusion y la de la élite cientifica alemana a mi cargo en las
cémodas instalaciones aliadas de Farm Hall, que en el mo-
mento en que fuimos enterados de la explosion del primer ar-

OE] Partido Nacionalsocialista Obrero Aleman, conocido como Partido Nazi.

7El asedio aqui mencionado fue realizado principalmente por los alemanes Premio Nobel en Fisica, Philipp Lenard y Johannes Stark.

8 Ademis de que la esmerada educacién que Heinsenberg recibié durante su adolescencia en el Gymnasium le formé en lenguas clasicas, su padre que
era Doctor en griego y latin; para motivarle le regal6 al joven Werner una copia de la tesis doctoral del Kronecker escrita en lenguas cldsicas; mds que el
transformo filolgico del obsequio, lo que a Heisenberg le impacté fue la Teoria de Nimeros expuesta.

9El ejército de élite Nazi, Las Schutzstaffel o Escuadras de Proteccion.

19Entre los miembros mds destacados del equipo se encontraba Otto Hahn, Premio Nobel de Quimica y primero en lograr la fisién de un dtomo de uranio.
"Ministro de Armamento y Produccién de Guerra Aleman durante la segunda guerra mundial.
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tefacto nuclear en Hiroshima, convoqué a mis compafieros de
presidio a una reunidn urgente para el dia siguiente, en la que
expuse célculos detallados de la masa critica necesaria para
el desarrollo del artefacto explosivo atémico; aun cuando tu-
ve algunos errores en la ecuacién de difusion, este nivel de
conocimiento era contrario al grado de atraso en el que inten-
cionalmente mantuvimos al programa nuclear alemén.

Lamentablemente en 1941 en Copenhague, Bohr se encon-
traba muy afectado por la invasién de su pais por parte del
mio, y no logré ver en mi a un aliado sino a un espia que
queria manipularle, para conocer el avance de los aliados en la
produccion de la bomba atémica y para hacerles desistir de su
desarrollo, mediante estratagemas y engafios, por lo que inte-
rrumpid nuestra reunién y el didlogo para el resto de nuestras
vidas, dejandome solo en el empefio de evitar que el mundo
en guerra poseyera un arma colosal.

Luego de esta fallida reunién, Bohr - de ascendencia en
parte judia -, huy6 de la Dinamarca ocupada a América del
Norte, y en palabras del Director del Proyecto Manhattan '?
Robert Oppenheimer, Bohr aporté de manera determinante
al desarrollo de la bomba atémica, Enrico Fermi '3 también
afirmaria que el mecanismo para la detonacién de la segunda
bomba de fisién (esta de plutonio en Nagasaki) fue también
ideado por Bohr.

Entonces, ;de qué me acusan?, ;quiénes me acusan?

Los vencedores de la segunda guerra mundial, los aliados,
me acusan de participar en el equipo cientifico designado por
el Alto Mando Aleman para el desarrollo de la energia nu-
clear, en honor de la discusién y en franca lid, asumiré lo que
no estd demostrado y es que si intenté el desarrollo de la bom-
ba atémica; de ser asi, me acusan de haber intentado producir
un artefacto explosivo atémico para el Gobierno Alemén - mi
pais -, en guerra con los aliados y dividido en dos frentes; di-
cho sea de paso, mi pais fue vencido principalmente por las
acciones en el frente del este, es decir, por la Unién Soviética.

Quienes me acusan son los fabricantes de la bomba atémi-
ca, los que la lanzaron en dos ocasiones sobre el pais Nipdn,
ya derrotado en las campaiias del pacifico. La primera detona-
cion ocurrid en Hiroshima, una ciudad de casi 400.000 habi-

tantes civiles sin importancia estratégica o militar. Para 1950
la cifra estimada de muertos en Hiroshima como consecuen-
cia de la bomba atémica fue de cerca de 200.000 personas,
una tercera parte fallecié de forma instantdnea, los demds en
penosa agonia, unas mas extensas que otras.

Los que me acusan lanzaron tres dias después una segun-
da bomba atémica en la ciudad de Nagasaki, ocasionando a
la larga cerca de 140.000 muertes, en su mayoria civiles, esto
cuando el imperio del Japén ya se habia rendido y tenia como
unica condicién que prevaleciera el legado de su Emperador
Hirohito; este artefacto nuclear se detond para probar expe-
rimentalmente la eficacia del plutonio frente al uranio, y para
ademds darle un claro aviso a la URSS, pafs que luego de ven-
cer a Alemania ya no seria “necesario” como aliado y para el
cual, occidente ya tenia preparada una nueva guerra: la guerra
fria; impulsada por los mismos intereses que sirvieron a las
otras dos guerras mundiales.

La guerra es el mecanismo catalizador de los mas intensos
sentimientos humanos, los mejores y los peores; esta apari-
cién de mi pasado, inocente del terror de un conflicto bélico
es para mi también un catalizador, dando paso acelerado a una
introspeccién propia del final de los dias de un hombre, en la
que se hace evidente el verdadero significado de mis actos.

(Qué valor tiene ser denominado bueno y justo por un mal-
vado?

(,Qué valor tiene la injuria de un tirano?

Dayron Fabidn Achury-Calderon
dayronf.achuryc@konradlorenz.edu.co

Acerca del autor: Fabidn Achury-Calderén es ingeniero
de la UDFJC y estudiante de tltimo semestre de matemati-
cas de la Fundacién Universitaria Konrad Lorenz. Se ha in-
teresado por estudiar la interaccién de las matematicas con
otras ciencias. Asesora compaiifas en asuntos financieros y
de direccion estratégica. Le apasiona la épera, el ballet y las
ciencias sociales. Sus pasatiempos favoritos son la lectura y la
coleccion de registros de radio internacional. Disfruta recorrer
museos cuando viaja y admite que se conmueve con facilidad.
Algun dia espera aprender a tocar piano.

12Proyecto de la bomba atémica de los aliados durante la segunda guerra mundial, desarrollado en Estados Unidos.
BDirector Asociado del laboratorio de los Alamos, sitio de la prueba de la bomba atémica del proyecto Manhattan.
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Ajedrez, sinénimo de inteligencia, astucia, paciencia, es-
trategia y mas habilidades de indole intelectual, es un juego
de muy larga tradicién, que al dia de hoy se conoce y se prac-
tica en todo el mundo. Sus origenes, cuentan los historiadores,
se dieron en la India en algin momento dentro del siglo VII,
aunque no fue hasta 1749 que el compositor francés Frangois-
André Danican, también campe6n de ajedrez de la época por
ciertos certdmenes que se organizaban en aquel entonces en
Paris, public6 un tratado titulado Analyse du jue des echecs,
que al dia de hoy es considerado como el primer “manual” ofi-
cial de ajedrez, que al ser traducido a diversos idiomas, aportd
significativamente para llevar el ajedrez a los mas diversos
publicos [HW92].

Précticamente todo lo que pasa en un juego de ajedrez,
puede ser explicado con matematicas, y las aplicaciones y re-
laciones entre ajedrez y matemadticas a lo largo de la historia,
se encuentran de todos los colores y sabores. De todas estas,
nos ocuparemos de una, conocida como el problema de las
n reinas. Pero para llegar hasta alld, remontémonos a 1850
cuando de manera oficial Franz Nauck, publica en la revista
Berliner Illustrirte Zeitung, una historia alrededor del proble-
ma de las 8 reinas[RVZ94], consistente en ubicar de todas las
maneras posibles en el tablero de ajedrez de 8 x 8 casillas,
8 reinas de tal manera que no estuvieran amenazadas entre
ellas, teniendo en cuenta que en ajedrez, una reina captura a
las demds piezas, moviéndose en lineas rectas y diagonales a
lo largo y ancho del tablero (ver Figura 1).

Figura 1: Movimientos de ataque de la reina en un tablero
usual de ajedrez .

El problema de las 8 reinas cobrd tal popularidad, que el
mismisimo K.F. Gauss intent6 su solucién y conjeturd que
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existian 72 diferentes soluciones, pero en 1874, J.W. Glaisher
[GJ74] demostré que existian un total de 92 diferentes solu-
ciones al problema. Aunque posteriormente se probd, que de
estas 92, solamente 12 son esencialmente distintas, es decir,
a partir de ellas las demads se obtienen mediante traslaciones,
simetrias y rotaciones.

Vamos a construir una de las soluciones del problema de
las 8 reinas, con una estrategia, que hasta donde hemos con-
sultado, parece original, aunque sinceramente seria sorpren-
dente que alguien de los muchos que han trabajado en el pro-
blema, no se haya percatado de lo que les mostraremos. Pero
primero observemos que el poder de la reina, radica en que
posee los movimientos de casi todas las demads piezas del aje-
drez, ya que puede desplazarse a lo largo de todas las rectas
horizontales y verticales como las torres, y a lo largo de todas
las diagonales como los alfiles. El tinico movimiento que no
estd en su arsenal, es el del caballo, el movimiento en forma
de L. Veamos cémo este peculiar desplazamiento nos permi-
tird llegar a una solucién del problema. Comencemos con una
reina ubicada como se indica en el tablero de la Figura 1, y no
perdamos de vista que esta primera reina, divide el tablero en
8 regiones habilitadas para ubicar mds reinas, 4 de ellas con
3 casillas y las otras 4 con 6 casillas; suena a que debemos
ubicar las otras 7 reinas, una, en cada una de estas regiones.

Figura 2: Desde la posicion inicial de la primera reina, ubica-
mos dos mds siguiendo el movimiento en L del caballo.

Recordemos que en notacion algebraica, nuestra primera
reina esta en la casilla d4. La segunda reina que vamos a ubi-
car, serd a partir de la primera en un movimiento del caballo,
con lo cual usaremos la casilla bS y de nuevo a partir de esta,
en movimiento del caballo, ubicamos una tercera reina en la
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casilla a3 (ver Figura 2). Hemos usado dos de las 8 regiones
disponibles. Pueden seguir bajo esta 16gica y se convenceran
de que les faltara “cinco para el peso”.

Para ubicar la cuarta reina, hagamos uso de algo de geo-
metria, trasladando el tablero de la Figura 2 hacia la derecha,
de tal manera que podemos identificar su lado derecho con su
lado izquierdo, como se muestra en la Figura 3.

Figura 3: Identificando lados del tablero, podemos continuar
ubicando reinas codificando sus posiciones con movimientos
del caballo.

La cuarta reina la ubicaremos en la casilla g2, que se obtie-
ne de realizar un movimiento del caballo desde la posiciéon a3
del tablero trasladado, y moviéndonos desde g2 podemos ubi-
car la quinta reina en la casilla el (ver Figura 4). Observemos
que la regién compuesta de las casillas b1, c1, ¢2 ha quedado
inhabilitada para ubicar alguna reina.

Figura 4: 5 reinas distribuidas de acuerdo al movimiento del
caballo.

Ahora traslademos el tablero de la Figura 4 hacia arriba,
de tal manera que podemos identificar su lado inferior con su
lado superior, como se muestra en la Figura 5. De esta manera
ubicaremos la sexta reina en la casilla f7, a partir de un mo-
vimiento del caballo desde la casilla el del tablero traslada-
do verticalmente. Inmediatamente podemos ubicar la séptima
reina con un movimiento mas del caballo desde la posicién

de la sexta reina, en la casilla h6. Las siete reinas que hemos
ubicado, estan representadas en la Figura 6.

Figura 5: Trasladamos el tablero en la direccién de las co-
lumnas, de tal manera que logremos con un movimiento del
caballo de un tablero al otro, ubicar una nueva reina.

Figura 6: 7 reinas distribuidas de acuerdo al movimiento del
caballo.

Observemos que en las regiones en las que hemos ubicado
alguna reina, ya no se disponen de casillas que no estén ame-
nazadas por alguna de las siete reinas. Hagamos una nueva
traslacion horizontal de este dltimo tablero hacia la izquierda,
identificando de nuevo el lado izquierdo con el derecho. De
esta manera observamos que la séptima reina ubicada en la ca-
silla h6 del tablero trasladado, queda conectada mediante un
movimiento del caballo con la segunda reina del tablero origi-
nal, en la casilla bS5, esto es, hemos obtenido una trayectoria,
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una Orbita, (como la que describen los planetas en su movi-
miento alrededor del Sol) que conecta siete reinas por medio
de movimientos del caballo, que no se atacan mutuamente. De
manera mas precisa, hemos obtenido una trayectoria cerrada
con paso de caballo que da las posiciones de siete reinas en el
tablero de ajedrez que no se atacan una con otra (ver Figura
7).

Figura 7: Después de cuatro traslaciones del tablero sobre si
mismo, las flechas amarillas muestran como se obtiene una
trayectoria cerrada con saltos de caballo para ubicar siete rei-
nas.

Figura 8: En el tablero central solamente hay una casilla libre
de ataques de las demas reinas.

Finalmente, después de ubicar de manera correcta siete rei-
nas, estamos a un paso de resolver el problema, si no es evi-
dente, extendamos las lineas de ataque de todas las reinas ya
ubicadas, simplemente para observar que queda una tnica ca-
silla libre del ataque de cualquier reina, la casilla 8.

De esta manera hemos obtenido una muy elegante solu-
cion al problema de las 8 reinas, compuesta de una trayecto-
ria cerrada que recorre las casillas d4, bS, a3, g2, el, f7, h6
haciendo uso del movimiento del caballo y la casilla ¢8.

Figura 9: Una solucién al problema de las 8 reinas.

(Podré el movimiento del caballo, estar de alguna mane-
ra, detrds de otras de las 12 soluciones esenciales del pro-
blema de las 8 reinas?, ;las posiciones de alguna de las
12 soluciones esenciales, se podrdn recorrer en su totali-
dad con una trayectoria dada por el movimiento del caballo?
El lector interesado en interactuar con este tablero y descu-
brir mas soluciones, encontrard diversos sitios en la red pa-
ra este propoésito, en este sitio http://www.hbmeyer.de/
backtrack/achtdamen/eight .htm#up podrd jugar y ver
qué tan dificil es encontrar otras soluciones. Dificil puede te-
ner diversas connotaciones, teniendo en cuenta que esta de-
mostrado que existen 92 posibles soluciones al problema de
las 8 reinas, pero por otro lado alrededor de 10'* formas de
acomodar arbitrariamente las 8 reinas.

El problema de las n reinas no es mas que la generaliza-
cién del caso que hemos estado discutiendo, considerar un
tablero de ajedrez de tamafo n X n y ubicar en él, de todas
las formas que sea posible, n reinas sin que ellas se ataquen
mutuamente dos a dos [GIN17], y teniendo en cuenta que el
problema tiene mal contados 170 afios de historia, que al dia
de hoy, el tablero mas grande para el que se conocen todas
las soluciones sea de 27 x27 (googlear the Q27 project), dice
mucho de la dificultad del mismo. También lo justifica que su
solucién implique, ser considerado para recibir un premio de
un millén de ddlares. ;Interesado?, aqui hay mds informacion
https://www.youtube.com/watch?v=W0Z4wDt-iYA...
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