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Una breve historia imaginaria

. , *
Camilo Ramirez Maluendas
camramirezma®@unal.edu.co

1. Resumen.

En este escrito relatamos cronldégicamente varias situaciones
que han permitido madurar y formalizar a los objetos que co-
nocemos como niimeros imaginarios o complejos. Comenza-
remos introduciendo la evidencia més antigua que se conoce
del célculo de la raiz cuadrada de una cantidad negativa, la
cual involucra al griego Herén de Alejandria, hasta el concep-
to formal del los nimeros complejos dado por William Rowan
Hamilton.

2. Arranca la historia.

La evidencia escrita mds antigua que se conoce del calculo de
una raiz cuadrada de una cantidad negativa data de aproxima-
damente del afio 75 d. C. Esta apareci6 en el libro Estereo-
metria, escrito por el griego Heron de Alejandria (siglo I d.
C).

(Como aparece la raiz cuadrada de una cantidad negativa?
Pues bien, el griego queria calcular la altura de una pirdmi-
de truncada de base cuadrada (veéase Figura 2), donde a = 28
unidades y b = 4 unidades eran las medidas de los lados de
los cuadrados inferior y superior, respectivamente, y ¢ = 15
unidades era el valor de la arista inclinada.

Figura 1: Pirdmide truncada.

Sabemos que la férmula para hallar dicha altura es h =
, (a—b
- (%

*Profesor Asociado Universidad Nacional de Colombia sede Manizales.

2
) , Herén también lo sabia. En la solucion de

su problema, Herdn escribi6 (en términos modernos)

\/(15)2 —~ (282—4>2 = /125 -2(144),

= V125— 144 — 144 = /81 — 144.

De la anterior igualdad concluimos que el valor de la altura de
la pirdmide es h = /—63. Sin embargo, en el siguiente paso
Her6n calculé & = /144 — 81 (véase e.g., [NRI], [Nah98, p.
4], [Smi25, p. 261]). ;A lo mejor fue un escribano el que co-
metid el error de escritura!

Otro griego que se encontrd en circunstancias muy pareci-
das fue Diofanto de Alejandria (siglo III d. C.). En su obra
Aritmética, de aproximadamente el afio 275 d. C., Diofan-
to deseaba encontrar la medida de los lados de un tridngulo
rectangulo con drea 7 unidades cuadradas y perimetro 12 uni-
dades (véase Libro VI, problema 22 [Ras84]). Si x y y denotan
las medidas de los lados de dicho tridngulo rectdngulo, enton-
ces el problema se plantea de la siguiente manera en términos
algebraicos

xy

> 7y PHyr=(12—x—y)%

Del método de sustitucion aplicado en las anteriores igualda-
des obtenemos la ecuacién de segundo grado

172x — 24x* — 336 = 0. (1)
Si usamos la férmula general cuadratica concluimos que las
soluciones de la ecuacion (1) son

434167

. 12

Sin embargo, Diofanto escribié que la ecuacién (1) no podria
resolverse a menos que la mitad del coeficiente de x multipli-
cado por si mismo, menos 24 x 336 sea un cuadrado. Obvia-
mente, 5
(1722) —(24)(336) = —668

ino es un cuadrado! Puesto que no podemos encontrar un real
tal que su cuadrado sea —668.

Después de Diofanto, tal parece que no era aceptada la posibi-
lidad de que un objeto fuese la raiz cuadrada de una cantidad
negativa. Alrededor del afio 850 d. C. el matemadtico hindd



Mahaviracarya' establecié la siguiente ley para tratar a las
raices de las cantidades negativas en su tnico libro Ganita
Sara Samgraha:

“Como en la naturaleza de las cosas (cantidades) negativas
no son cuadrados (cantidades), por lo tanto, no tienen raiz
cuadrada”. Véase e.g., [Smil3, p. 312].

Asi mismo, el conocido matemético y astrénomo hindid Bhas-
kara Acharia (1114-1185) en su libro Bijaganita escribi6:

“...nunca puede haber un cuadrado negativo como se ha de-
mostrado”. Véase e.g., [Str23, p. 15].

Fue hasta el afio 1545 en que el italiano Gerolamo Cardano
(1501-1576) publicé su obra Ars magna, en ella introdujo por
primera vez los objetos de la forma a4 +/—1b en el dlge-
bra, con a y b reales [vdW8S5, p. 56]. En esta obra, el italiano
plante6 un método desarrollado por Scipione del Ferro (1465-
1526) y Targaglia® (1501-1557) para encontrar las soluciones
de las ecuaciones de tercer grado. También, propuso un méto-
do desarrollado junto con Ludivoco Ferrari para hallar las so-
luciones de las ecuaciones de cuatro grado. ;Cudl o cudles
son las raices de una ecuacion de tercer grado? La ecuacién
general cibica es de la forma

ay’ +by* +cy+d =0.

b
Podemos introducir la variable x = y + 4 en la expresion
a

anterior y obtenemos la forma reducida

X+ px+q=0, 2)
donde

263 —9abc +27a2d
27a3

Ahora, realizamos el cambio de variable x = u + v, entonces

_ 3ac— b2
342

y 4=

X = (u+v)? =’ +v +3uPv+3v%u,

=1+ +3uv(u+v) = u +v* + 3uvx. )
De esta ultima expresion obtenemos
X =3ux—ud = =0. @
De la comparacion de las ecuaciones (2) y (4) tenemos que
PR,

En (5), en la primera ecuacién despejamos v en términos de p
y u. Luego, sustituimos en la segunda ecuacién y asi obtene-

mos 3
6 3 P

——==0.
u +q 77

'El maestro Mahavira.
2 Asi era apodado el matematico italiano Niccolo Fontana debido a su tar-
tamudez.

Esta dltima ecuacién la podemos resolver mediante la férmula
3

cuadrética, pues hacemos z = uw’ y tenemos 2+ qz — P _ 0.

27
[ 2 3
3 q q 14
f— :——:l: — —
Z=1u > 4—1—27,

tomamos la raiz positiva® y tenemos que

Entonces

3

3 q ¢ . p
Y Y LGy 6
u > + 1 + 77 (6)
Dado que v = —g — u® (véase ecuacién (5)), entonces
2 3
34 q p
Sy Y 7
Y 2 Va7 )
Finalmente, como x = u + v, entonces
3 q P p 3 g ¢ | P
Sy B SRR (SRR . SR L S AR
* \/2+ 4+27+\/2 ity ®

iEsta es la formula de Cardano!
En el Capitulo 37 del Ars magna, Cardano deseaba encontrar
dos ndmeros cuya suma fuera 10 y su producto fuera 40, en
términos algebraicos, queria encontar los valores x y y tales
que

x+y=10y xy=40.

El realiz6 ciertas operaciones bésicas y obtuvo los términos
54++vV—15y 5—+/—15 (véase [Car93, p. 219]) como sulu-
ciones a las ecuaciones. Luego, Cardano verificé que estos
objetos satisfacian las condiciones requeridas. El escribié:

“Putting aside the mental tortures involved, multiply 5 +
V=15 and 5 — /=15, making 25 — (—15) which is +15.
Hence this product is 40... This is truly sophisticated.” Véase
[vdW85, p. 56].

El italiano Rafael Bombelli (1526-1572) fue otro matemati-
co que también estudié las raices de las ecuaciones cubi-
cas y cuadraticas. En su obra L’ Algebra publicada en 1572
[Bom72] llamé al objeto ++/—1 piit di meno 'y a —/—1 meno
di meno. Ademas, presentd ocho reglas para la multiplica-
cién de raices con cantidad negativa \/—1% (véase Figura 2
y [F1a03, p. 25]):

En el Capitulo 2, Bombelli soluciond la ecuacién X =15x+4
usando la férmula de Cardano: El encontrd la raiz

x= {24+ V=121 + {2 V=121,

la cual llam6 una raiz sofisticada. Sin embargo, también not6
que x = 4 era una raiz de la ecuacion. Ahora, Bombelli se in-
teresd en investigar qué era la raiz cibica de un nimero ima-
ginario, queria encontrar valores a y b tal que

V24v—121=a++vV—b.

3Si consideramos la rafz negativa obtendremos el mismo valor para x.
4El simbolo v/—1 fue introducido por Albert Girard (1595-1632) su obra
Invention Nouvelle en I’Algébre publicado en 1629.
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1. Piaovia pin di meno fa pin di meno.

2. Meno via pin di meno fa meno di meno,
1. Pl vic meno di meno fa meno di meno.
4. Meno via meno di meno fa piidi meno
5. Piti di meno via pin di meno fa meno.
6. Pitk i meno via meno di meno fa pii.

7. Meno di meno via piic di meno fa piit.

8 Meno di meno via meno di meno fa meno.”

=
(—1)»’_1—
L (-v=1) = -
(-1 (—v=1)
V=1 -1
V=l (=V-1)
(= v=1) v=1

(\’_}(\’_1) -1

TJ,LE,“DTJE

Figura 2: Reglas para la multiplicacion de raices con cantidad negativa dadas por Bombelli.

(Coémo hallé Bombelli a y b? De la anterior expresién dedujo
que

24+ V=121 = (a+v—b),

=&+ (V=b)* +3a*V—b+3a(v~b)?, (10)
=a® —3ab+ (3a* —b)v/—b.
Seguidamente, igual6 los coeficientes y obtuvo
2=a’—3ab (11)
y
V=121 = (3a> —b)v/—121. (12)

El concluyé que si estas dos tltimas igualdades se satisfacian,
entonces la siguiente igualdad también era cierta

V2 —vV—121=a—bV—1,

(13)
Luego, multiplicé las ecuaciones (9) y (13) y obtuvo
25=v125=a*+b. (14)

Asf sustituy6 (14) en la ecuacién (11) y obtuvo la ecuacién
cubica
4a® —15a =2,

la cual tenia como solucién a = 2. Finalmente, reemplazé en
la ecuacion (11) y encontr6 que b = 1.
Bombelli encontré los complejos conjugados’

V2+v-121=2+4v-1 y y/2—

tal que al sumarlos obtenia el valor 4.

En 1637, el francés René Descartes (1596-1650) publicé su
trabajo La Géométrie [Des54], en el cual describi6 sus ideas
geométricas aplicadas al dlgebra. Una de ellas fue la posibi-
lidad de asociar longitudes a los segmentos y hallar la longi-
tud de un segmento que satisfaciera una ecuacion de segundo

—121 —v-1,

SEl término conjutado fue introducido por Augustin Louis Cauchy en
1821 (véase [Gre76, p: 103]).

grado. En el libro I (véase [Des54, p. 14]), Descartes queria
construir un segmento cuya longitud satisfaciera la ecuacién

X =ax—b?,

siendo a y b reales positivos. De la férmula cuadratica sabe-
mos que las soluciones de esta ecuacién son

1 1
x:Ea:t\/Zaz—bz.

Descartes, para hallar estas raices, construyé NL un segmento
de linea recta de longitud %a y LM un segmento de linea recta
de longitud b como se muestra en la Figura 3-a. Luego, traz6
la linea recta paralela a NL que pasa por el punto M vy, la
circunferencia con centro en N y radio NL = %a. El not6 que
esta circunferencia cortaba a la linea recta en dos puntos Q y
R (véase Figura 3-b.). Entonces, concluyé que las longitudes
de los segmentos MQ y MR eran las raices de la ecuacién, i.e.,

MQ = %a— WVMR: %a—f— \/W. (Por qué?

—_R®

1 1_—]Q
L M L M
a. Segmentos NL y LM. b. Puntos de interseccion Q y R.

Figura 3: Construccion geométrica de las raices de la ecua-
cion x* = ax — b*.



Del teorema de Potencia de un punto; el cual dice: si una tan-
gente y una secante se cortan en un punto exterior al circulo,
entonces el cuadrado de la tangente es igual al producto de la
secante por su segmento exterior; Descartés dedujo que

MQ-MQ = (LM)?*. (15)
A partir de esta ultima igualdad planted el siguiente razona-
miento. Si la longitud del segmento MQ fuese MQ = x, en-
tonces la longitud del segmento MR debia ser MR = a — x.
Entonces la ecuacién (15) la reescribié como: x(a —x) = b? o
x? = ax — b?. De esta igualdad pudo interpretrar que la longi-
tud del segmento MQ satisfacia la ecuacién x> = ax — b.

Contrariamente, si la longitud del segmento MR fuese MR =
x, entonces la longitud del segmento MQ debia ser MQ = a —
x. Entonces, la ecuacién (15) la reescribié como: x(a —x) = b?
0 x*> = ax— b?. De esta tiltima igualdad pudo interpretar que la
longitud del segmento ?We satisfacfa la ecuacion x> = ax — b.
Notese que la construccién geométrica de Descartes estaba
basada en el hecho %a > b, de lo contrario la circunferencia
no intersectarfa a la recta que pasa por Ry Q vy, las raices de
la ecuacién serian de la forma a ++/—b. A esta observacién

Descartes escribio:

“Et si le cercle, qui ayant son centre au point N passe par le
point L, ne coupe ni ne touche la ligne droite MOR, il n’y a
aucune racine en l’équation, de facon qu’ on peut assurer que
la construction du probleme proposé est impossible.” Véase
[Des54, p. 15].

Por esta razon, a las raices sofisticadas se les empezé a cono-
cer como numeros imposibles. Descartes también les acufi6 el
calificativo de imaginarios desde que expreso en el libro /11:

“...on ne fcaurait les rendre autres qu’ imaginaires.” Véase
[Des54, p. 174].

Podriamos pensar que Descartes traté de encontrar un sig-
nificado geométrico a las cantidades imaginarias o imposi-
bles, pero sus escritos indican que no tuvo éxito. Otro intento
por construir geométricamente la cantidad v/—1 apunta hacia
el matematico inglés John Wallis® (1616-1703), en su obra
Trataise of Algebra (1685), Capitulo LXVI, conociendo los
ndmeros negativos, a cada punto de una linea recta le aso-
ci6 un tnico nimero real y viceversa. jEsta es la representa-
cién geométrica de la recta real que conocemos! Parece ser
que Wallis tenia idea de dénde construir geométricamente los
nimeros imaginarios, pues escribid:

“Where v implies a Mean Proportional between a Pofitive
and a Negative Quantity. For like as \/bc fignifies a Mean
Proportional between +b and +c; or between —b and —c;
(either of which, by Multiplication, makes +bc) tween —b and
+c; either of which being Multiplied, makes —bc. And this as
to Algebraick confiderantion, is the true notion of fuch Imagi-
nary Root, \/—bc.” Véase [Wal85, p. 290]

®Introdujo también el simbolo que conocemos como infinito co.

En el capitulo LXVII, Wallis represent6 la cantidad /—81
como la longitud del segmento de linea recta BC cercana al
eje perpendicular PC (véase Figura 4), el cual conocemos co-
mo el eje imaginario. Este trabajo fue un gran progreso a la
interpretacion geométrica de las raices imaginarias.

A e mEm e .-

Figura 4: Construccion de Wallis.

Uno de los artifices del cdlculo infinitesimal también estudié
las raices imaginarias. El aleman Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) probé6 en 1676 la relacién

Vi+v3y1-v3=v6.

Ademads, en 1702 factoriz6 la expresion x* +a* como (véase
[Smi25, p. 264])

it (s ) ()

Con ayuda de la sustitucién trigométrica, nosotros nos con-

vencemos que la primitiva de la funcién es arcotan(x),

. ¥ +1
es decir,

1
/ )mdx = arcotan(x) +C.

En 1702, el matematico suizo Johann Bernoulli (1667-1748)

como la suma de

descompuso la funcion fraccionaria — 1
X

otras dos fracciones mas “sencillas”

1 1 1 1
2+l 2y/—1 (x—ﬁ_x+ﬁ>

y, expresé la funcion arcotangente (salvo constantes) en
términos del logaritmo complejo’

1

——d.
x2+1 &

arcotan(x) = /

s v a)w o
1 x—+/—1
T (x+ﬁ>'

"Desde el punto de vista histérico, podemos pensar que alli surgié este
logaritmo.




Doce afios después, en marzo 1714 el inglés Roger Cotes
(1682-1716) publico el articulo titulado Logometria en Phi-
losophical Transactions of Royal Society,® en é, presenté una
férmula interesante

In (cos(9) +v=Tsin(9)) = V=19,

la cual es equivalente a la conocida férmula de Euler cos(¢) +

A7)

isin(¢) = €.
(Como obtuvo Cotes esta relaciéon? En términos modernos, él
2 2
X .
tomo la elipse — + % =1, donde a y b son las longitudes
a

de los semi ejes. Ahora, la curva que se obtiene al intersectar
la elipse con el primer cuadrante del plano cartesiano (véase
Figure 5-a) la gir6 alrededor del eje y y generd una superficie
S, la cual es la parte superior de un elipsoide (véase Figura
5-b).

Luego, calcul6 el drea de la superficie S y obtuvo las relacio-

nes
2 2 h2
b m(””‘ b)) (18)

A(S) = ma <a+ o b

sia>b,o

2 _
A(S) =ma <a+ bizsm_l (\/W)) ;o (19)

b*—a b

si a < b. Sin embargo, Cotes noté que cualquiera de las ex-
presiones (18) o (19) era correcta para ambos casos: a > by
a<b,ie,

b? a+va*—b?
mal|a+ 5 In =
a’—b? b

b2 o /b2 — 2
Ta| a+ ——————sin _ .
B2 — 42 b

El siguiente paso de Cotes fue definir la cantidad ¢ de la si-
guiente manera

1/b2_a2 B
b =

y luego, reescribi6 la ecuacion (20) como sigue

Ta <a+ \/c%ln (cos(d)) - \/Tsin(d)))) =

b* g )

Ta|a+ —————=sm ~ (sin .

(0 g sin” Gin(0)

De esta ultima igualdad obtuvo la expresién
—V=1p=I (cos(¢) V- sin(¢)) ,

la cual era equivalente a la relacién (17)

In (cos(¢) + \/jlsin(d))) =v—-19¢.

8Para una completa versién inglesa Logometria véase [Gow83].

(20)

Ve R
b

sin(9) = cos(9) = 7.

2y

La férmula de Cotes le permitié al matemadtico francés
Abraham de Moivre (1667-1754) introducir en 1730 la co-
nocida relacion

(cos(¢) ++/—1sin(¢))" = cos(ng) +/—1sin(ng).

Ademds, si consideramos ¢ = 7 y reemplazamos en la ecua-
cién dada por Cotes obtendremos

n_ln(\/TI)

2 V=1’

una maravillosa manera de representar ¥ mediante el loga-
ritmo complejo. jEsta representacion ya era conocida por
Leonhard Paul Euler (1707-1783) y Johann Bernoulli! (Véase
[F1a03, p. 82]). El 18 de octubre de 1740, Euler escribié una
carta a Johann Bernoulli contdndole que encontrd la solucién
a la ecuacion diferencial

Y'+y=0, y0)=2 y Y (0)=0,

la cual escribié como
(x)= eV VT

y(x)=2cos(x) y ¥

Asi, Euler introdujo las relaciones® (véase [Nah98, p. 143])

sin() V10 _ V19 cos(9) V10 4 o= V-19

1 == ==
N 2

Euler también desarroll6 la notacion a + bv/—1 =

€ (cos(9) + v/—Tsin(¢)) = CevV 102221 y Ja funcién
logaritmo complejo In(a + by/—1) = C + /—1(¢ +2A7),
donde A es un entero positivo o cero [Kli72, p. 411]. La
notacién i que actualmente usamos para designar v/—1 fue
introducida también por Euler en su articulo De formulis
differentialibus angularibus maxime irrationalibus, quas

tamen per logarithmos et arcus circulares integrare licet. M.
S. Academiae exhibit. die 5. Maii 1777. Alli Euler escribio:

“...formulam /—1 littera i in posterum designabo,...”

El problema de la representacion geométrica de las raices
imaginarias se abordé con mayor éxito el 10 de marzo de
1797. En esta fecha el noruego Caspar Wessel (1745-1818)
presentd su trabajo titulado On the Analytical Representation
of Direction. An Attempt Applied Chiefly to Solving Plane and
Spherical Polygons'® [Wes99] a La Real Academia de Cien-
cias Danesa, que fue publicado dos afios después. En él, re-
presenté geométricamente a una raiz imaginaria a + bi, me-
diante un segmento dirigido'" y, describi6 la adicién y mul-
tiplicacién de dichos segmentos dirigidos'?. Desde el punto

9El trabajo de Euler con este resultado fue publicado en 1748.

108y trabajo estd escrito en danés, sin embargo este libro contiene la tra-
duccién en la lengua inglesa del ensayo escrito por Casper Wessel, presentado
ala Real Academia de Ciencias Danesa.

1 Actualmente los conocemos como vectores.

12Este trabajo dio apertura al nombre de los niimeros imaginarios.



a. Interseccion de la elipse y el primer cuadrante.

b. Parte superior de un elipsoide.

Figura 5: Construccion de la superficie S.

de vista geométrico, la suma de segmentos dirigidos corres-
pondia a la regla del paralelogramo. En la Figura 6-a se ilus-
R‘, la cual es-
cribimos formalmente mediante A +IQ’=A . Para definir el
producto entre segmentos dirigidos, Wessel tom6 como re-
ferencia una linea recta y alli marcé dos puntos, el origen
0 y otro E. Luego, defini6 la multiplicacién de los segmen-

tra la suma de los segmentos dirigidos A

tos dirigidos OA y OB como el segmento dirigido 0? el cual
tenia longitud el producto de las magnitudes de los segmen-
tos dirigidos OA y OBy, direccién la suma de las direccio-
nes de los segmentos dirigidos & y 0?, es decir, el segmen-
irigido OC debi od |oAl . loB 3 .
to dirigido OC debia tener longitud |OA| - |O y sentido

m(/COE) = m(/AOE) +m(/BOE)'* (véase Figura 6-b).

A o E
a. Regla del paralelogramo.

Figura 6: Operaciones con vectores.

( Cémo descubrié Wessel la multiplicacién de nimeros com-
plejos? Lo hizo desde las siguientes observaciones descritas
en el Cuadro 1.

. Cémo asocié Wessel a cada imaginario a + +/—1b un seg-
mento dirigido? Primero tom¢ el plano euclidiano, trazé dos
lineas rectas que se intersectan en un punto 0 -el origen- y
formando cuatro angulos rectos (los ejes real e imaginario) .
Luego, ubicé sobre dichas rectas los puntos 1, —1, /—1
y —+/—1 (véase Figura 7), entonces al niimero imaginario

‘)
a++/—1b le asocié el segmento dirigido OA (véase Figura

13E1 stmbolo || denota longitud.

14E] simbolo m denota la medida del dngulo.

15Los historiadores generalmente atribuyen a Wessel ser el primero en aso-
ciar un eje perpendicular -eje de los imaginarios- al eje real (véase [Nah98, p.
53)).

7) con longitud r := v/a* 4 b? y direccién

arcotan (X) —m; siy<0,x<0;
X
- siy<0,x=0;
2 Y
¢ = ( arcotan (7) ; six > 0;
” ' siy>0,x=0
= ax: 5
2 . Y
arcotan (7) 4+ siy>0,x<0.
x
A
<,\\“
R
V=1 4
} }
-1 °
va4d

Figura 7: Ilustracion de la construccion de /—1 de Wessel.

b. Multiplicacion de vectores.

Asi, Wessel escribié a = rcos(¢), b = rsin(¢) y a+
V—=1b = r(cos(¢) ++/—1sin(¢)). Luego, demostrd que si
c++/—1d =r (cos(e) ++/—Tsin(ax)), entonces la multipli-
cacién de nimeros imaginarios estaba dada mediante la ex-
presion

(a—!—\/—ilb) . (c—|—\/—71d) = rr,(cos((]) +a)
+V—1Isin(¢ +a)),
= (ac—bd—&—\/—il(ad—i—bc)) .

Y la suma de niimeros imaginarios estaba dada mediante la
expresion

(a—i— \/le) + (c+ led) =rcos(¢) +r cos(a)
+v-1 (rsinq) +r sin(a)) ,
=a+c+V—-1(b+d).

(Quién fue Jean Robert Argand? Era un contador parisino
(1768-1822). Esencialmente, sabemos poco de la vida de



Multiplicacién

Representacion geométrica (un segmento dirigido)

)()

Con longitud 1 y direccién 0°.

Con longitud 1 y direccién 180

Con longitud 1 y direccién 0°.

Con longitud 1y direccién 90°.

Con longitud 1y direccién 0° 4270° = 270°.

Con longitud 1y direccién 180 +90° = 270°.

Con longitud 1 y direccién 180° + 270? = 360° +

90? = 90°.

Con longitud 1 y direccién 90° 4+ 90° = 180°.

Con longitud 1y direccién 90° 4+-270? = 360° = 0°

Con longitud 1 y direccién 270° +90? = 360° = 0°

(1
(1)
(=
(
(
(1)
(=
(V=
(V-
(=
(=

Con longitud 1 y direccién 270° +270° = 360° + 180° = 180°.

Cuadro 1: Observaciones de Wessel.

este hombre. Desconocemos si contaba con educacién ma-
temdtica. Sin embargo, sabemos que Argand produjo un fo-
lleto en 1806, titulado Essai sur une maniere de présenter les
quantités imaginaires dans les constructions géométriques'®
[Arg71], en el cual no incluy6 el nombre del autor. Este pan-
fleto cay6 en manos de Adrien-Marie Legendre (1752-1833),
quien a su vez se lo mencioné a través de una carta a Franco-
is Francais (1768-1810), un profesor de matematicas con un
amplio bagaje militar. Cuando murié Francais, su hermano
Jaques (1775-1833) hered6 sus documentos. Jaques también
tenia amplios conocimientos militares y matematicos, €l era
profesor en Ecole Impériale d’ Application du Génie et de I
Artillerie in Metz. Efectivamente, Jaques encontr6 la carta de
Legendre dirigida a su hermano en la cual le describi6 los re-
sultados matemadticos de Argand. En esta misiva Legendre no
menciond a Argand. Motivado por estas ideas, Jaques publicé
un articulo en 1813 en la revista Annales de Mathémathiques,
en el cual introdujo las ideas basicas de la geometria comple-
ja. En el dltimo pérrafo del documento, Jaques reconoci6 la
carta de Legendre a Francais y pidi6 al autor desconocido que
se relevara. Argand se enterd de la noticia y se lo comunicé a
Francais. Entonces, en el siguiente nimero de la revista, Fran-
cais notificé que Argand era el primero que habia desarrolla-
do la geometria de los imaginarios (ninguno de los dos habia
oido hablar de Wessel [Nah98, p. 74]).

En su articulo, Argand da una interpretaciéon de los nimeros
imaginarios a4+ by/—1 como un punto en el plano y describié
las reglas geométricas de la multiplicacién y adicién de los
ndmeros imaginarios. Argand también intepret6 /—1 como
una rotacién de 180°.

El principe de las matematicas Karl Friedrich Gauss (1777-
1855) también dio valiosos aportes a los conocidos, de mo-
mento, como los nimeros imaginarios, pues en abril de 1831,
Gauss los renombré como los ndmeros complejos (véase
[Gau73, p. 102]). En el afio de 1799 present6 su tesis doc-
toral titulada Demonstratio nova theorematis omnem functio-
nem algebraicam rationalem integram unius variabilis in fac-

16Del francés al castellano Ensayo sobre una forma de representar las can-
tidades imaginarias mediante construcciones geométricas.

tores reales primi vel secundi gradus resolvi posse '’ (véase
[Gau99]), en ella introdujo la primera de cuatro demostracio-
nes, que publicé durante toda su vida, del teorema Fundamen-
tal del Algebra. {Qué nos dice este teorema?

Teorema Fundamental del Algebra. Consideremos la colec-
cion {ag,...,a,} de n+ 1 niimeros complejos tales que n > 1
y ag # 0. Tomemos el polinomio p(z) = a,7" + ...+ ao, enton-
ces existe un niimero complejo zo € C tal que p(z9) = 0.

En 1816, Gauss introdujo dos nuevas pruebas para este teo-
rema en su escrito titulado Demonstratio nova altera theo-
rematis omnem functionem algebraicam rationalem integram
unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus
resolvi posse. Comm. Recentiores (Gottingae), 3:107-142,
1816. In Werke III, 31-56. Marsden, J. E. en el libro Ba-
sic Complex Analysis p. 151 presentd la prueba del Teore-
ma Fundamental de Algebra usando esencialmente las ideas
dadas por Gauss en esta publicaciéon. Basicamente, la estra-
tegia consistié en demostrar esta afirmacién procediento por
contradiccién. Supuso que el polinomio p(z) no tenia raices y
constry6 la nueva funcién f(z) = %), la cual resultaba ser en-
tera y acotada. Luego, aplic6 el Teorema de Liouville y dedujo
que la funcién f debia ser constante ergo, el polinomio p(z)
también era una constante. Este hecho era una contradiccion,
pues el polinomio p(z) no era constante. Este razonamiento lo
llevé a concluir que debia existir un elemento zg € C tal que
p(20) = 0.

En abril de 1831, Gauss presentd (véase [Gau73, p. 102]) sus
ideas geométricas de los complejos en la Real Sociedad de
Gotinga, las cuales coincidian con las de Argand. Tal parece,
que Gauss ya habia desarrollado estas nociones desde 1796
(jmucho antes de Wessel!), sin embargo, como muchos otros
de sus trabajos, no los publicé hasta que sus ideas estuviesen
maduras [Nah98, p. 82].

Con el matematico francés Augustin Louis Cauchy (1789-
1857) se dio inicio al estudio de la funciones de variables
que son complejo valuadas, es decir, funciones con regla de

1"Del latin al castellano Nuevas pruebas del teorema donde cada funcién
integral algebraica de una variable puede resolverse en factores reales de
primer o segundo grado.



correspondencia f(x+iy). En el afio de 1814 presenté a la
Academia de Ciencias Francesa el escrito Mémoire sur les
intégrales définies que contenia sus aportes al desarrollo de
la teoria de funciones complejas [Ett22]. En sus memorias,
Cauchy probé que si una funcién compleja f es analitica en
una region G ““con ciertas caracteristicas”, entonces la integral
de f alo largo de la frontera de cualquier rectingulo que esta
contenido en G es cero. Cauchy también estudi6 las funciones
complejas que son discontinuas en puntos aislados y obtuvo
una férmula, la cual es la esencia del céalculo de los residuos.
(Quién introdujo la definicién de nimeros complejos que
usualmente aprendemos en un curso elemental de variable
compleja? El concepto apareci6 en 1837, fue introducido por
el irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865) cuando pu-
blicé Theory of Conjugate Functions or Algebraic Couples:
with a Preliminary Essay on Algebra as a Science of Pure Ti-
me [Ham37]. Alli definié una pareja ordenada (a,b) de niime-
ros reales a y b, 1a suma y multiplicacidn de parejas ordenadas
como

(a,b)—|—(c,d) =
(a,b)(c,d) =

(a+c,b+d);
(ac—bd,bc+ad).

Ademads, Hamilton definié la raiz cuadrada de una pareja or-
denada. Luego, identificé el nimero real a con la pareja orde-
nada (a,0) y calculé

V—1=1/(-1,0)=(0,1).

De esta tltima igualdad, €1 escribi6

“...be concisely denoted as follows, /=1 = (0,1). In the
theory of single numbers, the symbol /—1 is absurd, and de-
notes an impossible extraction, or a merely imaginary num-
ber; but in the theory of couples, the same symbol /—1 is sig-
nificant, and denotes a possible extraction, or a real couple,
namely (as we have just now seen) the principal square-root
of the couple (—1,0) .

(Qué ha sucedido después de Hamilton? Atin son demasiadas
las anécdotas fascinantes que faltan por relatar. Sin embargo,
invitamos a los lectores a nutrir Una breve historia imagina-
ria.
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La mausica de los primeros tres minutos del universo

Ana Milena Cruz *
anamile0792@gmail.com

1. El Big Bang.

No es un secreto que como seres humanos nos caracterizamos
por ser bastante curiosos con respecto a todo lo que nos rodea
y la razén del por qué existimos. Debido a esto, se han con-
cebido diversos mitos creacionales hasta llegar a elaboradas
teorias que van mas alla de nosotros y nuestro mundo. Algu-
nas ellas buscan hipétesis menos filosdficas, cuya intencién es
responder como se originé el Universo. Entre estas se encuen-
tra la Teoria del Big Bang, la cual adquiri6 popularidad hace
menos de un siglo.

Un descubrimiento importante que le dio peso a esta teoria
fue la observacion que el astronomo Edwin Hubble hizo en
1920 al ver que las galaxias a nuestro alrededor se alejaban
[Wei00]. Esto lo logré utilizando el Efecto Doppler de la luz,
el cual afirma que si una fuente que emite determinada onda
luminosa se aleja de nosotros, cada vez recibiremos una onda
de mayor longitud y su color tenderd al rojo. En contrapo-
sicidn, si esta se acerca, la longitud de onda parecerd menor
y su color tendera al azul [Wei0O]. En este momento, com-
prendo que es dificil imaginarlo porque cuando miramos las
estrellas en la noche percibimos un color similar entre todas.
Por esto, debemos tener en cuenta que el ojo humano es capaz
de ver solo un pequeno porcentaje de longitud de onda y este
fenémeno es llamado el Espectro Visible por el Ojo Humano.
Las longitudes de onda menores e imperceptibles para noso-
tros son cada vez mas cortas y tienden al azul con respecto
al espectro electromagnético. De igual forma, las longitudes
mads largas tienden al rojo.

Espectro visible por ¢l ojo humano (Luz)

|450nm |500nm [S50nm  (60Omm | 650 nm

Figura 1: Espectro electromagnético .

Teniendo esto en cuenta, lo que Hubble descubri6 fue que la
mayoria de galaxias tenian un corrimiento al rojo. Esto no
nos da un lugar especial en el Universo, pues segtin el princi-
pio cosmolégico llamado asi por el astrofisico Edward Arthur
Milne, simplemente nosotros, al igual que las otras galaxias,
observamos que nos alejamos unas de otras.

Otro descubrimiento del cual se debe hablar es la Radiacién
de Fondo de Microondas. En 1964, los astronomos Penzias
y Wilson encontraron un ruido pardsito que no cesaba con
el tiempo ni con la direccién en la que se dirigiera la antena
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que lo percibia. Esto les llevo a pensar que aquel ruido pro-
venia de un volumen bastante amplio del Universo. Mientras
esto ocurria, el teérico P.J.E. Peebles exponia una hipétesis
cuya idea sostenia que debia haber un fondo de ruido de ra-
dio remanente de lo que fue el universo primitivo ([Wei0OO0],
pag. 51). Esto, unido con el descubrimiento de Penzias y Wil-
son, permitié obtener mds adelante lo que llamaremos la fo-
tografia mds antigua de nuestro Universo, con una tierna edad
de 700.000 afios, durante los cuales los fotones, antes impo-
sibilitados para viajar mas alld de lo que era aquél universo
denso, pudieron hacerlo y lograron viajar dejando su rastro
visible en aquella imagen.

Figura 2: Radiacion de fondo de microondas (NASA, 2014).

Ahora que se conoce esta informacidn, se intentard detallar
lo que posiblemente sucedié antes, durante y unos minutos
después de la gran explosion.

2. Los Tres Primeros Minutos del Uni-

verso.

Hace eones hubo una gran explosién simultidnea en todo lo
que comprendia un espacio, que aun hoy en dia es dificil
clasificar como finito o infinito. En este momento la tempe-
ratura del Universo era de unos 100.000 millones de grados
Kelvin y las particulas mds abundantes eran los Electrones,
Positrones, Neutrinos Fantasmales, Antineutrinos y Fotones,
las cuales danzaban velozmente en aquella ardiente y densa
sopa que contaba con un equilibrio entre materia y antima-
teria. Se cree que en algin punto hubo un desbalance y esto
provocé una mayor cantidad de materia que de antimateria.
Gracias a eso, es posible que usted como lector esté frente a
este articulo, pues todo lo que conoce estd formado de materia
([Wei00], pag. 77), de otra forma, quiza no existirfa. Sin em-
bargo, en aquel entonces las particulas que forman actualmen-
te los nticleos atémicos que conocemos eran pocas. De hecho,



habfa aproximadamente un protén y un neutrén por cada mil
millones de aquellas otras particulas mencionadas anterior-
mente ([Wei05], pag. 17). Todas ellas producian reacciones al
colisionar. Cuando un neutrino y un neutrén chocaban, daban
como resultado un electrén y un protén; cuando un positrén y
un electrén colisionaban, se formaban dos fotones, y cuando
antineutrinos y protones chocaban daban, lugar a un positrén
y un neutrén. Estas reacciones también ocurrian a la inversa.
Pasados 0,11 segundos, la temperatura descendié a 30.000 mi-
llones de grados Kelvin. Esto debid provocar que las reaccio-
nes entre particulas aumentaran paulatinamente. 1.09 segun-
dos después, la temperatura era de 10.000 millones de grados
Kelvin. Electrones y positrones empezaron a aniquilarse mu-
cho mads répido de lo que podian ser creados durante la coli-
si6n entre dos fotones.

A los 13,82 segundos, la temperatura disminuy6 a 3.000 mi-
llones de grados Kelvin, la temperatura perfecta para que se
empezaran a formar los primeros niicleos atémicos estables
tales como el Helio 4, Tritio, Helio 3 y Deuterio. Sin embar-
g0, sélo el Helio 4 era capaz de mantenerse a esta temperatura,
a los demds les costaba y para el Deuterio era practicamente
imposible, de hecho, en cuanto se formaba, se deshacia nue-
vamente.

En cuanto pasaron tres minutos, la temperatura llegd a los
1.000 millones de grados Kelvin, lo que permitié una unién
mds duradera entre protones y neutrones. Por esta razén, el
Tritio y el Helio 3 lograron mantenerse. No fue sino hasta los
9.000 millones de grados Kelvin, que finalmente el Deuterio
lo consiguid.

Si nos detenemos un poco, nos daremos cuenta de que las on-
das estuvieron presentes desde el principio del universo, de
hecho podemos imaginar el Big Bang como una onda expan-
siva que generd una explosion y que sigue su camino atin has-
ta nuestros dias, segin lo que se ha podido observar. A con-
tinuacién, hablaremos de la musica que deriva del sonido y
que finalmente se compone de ondas sonoras, las cuales nece-
sitan un medio por el cual transportarse para llegar a un des-
tino determinado. Por esto, empezaremos hablando de cémo
se plasma la informacién que esta emite en un medio tangible.

3. El musico Pitagoras.

La escritura musical es fundamental en la mayoria de los ca-
sos a la hora de componer y es por eso que se hace necesario
hablar de la gramdtica musical, explicando algunos elemen-
tos fundamentales para comprenderla. En cuanto a las notas
musicales, se puede decir que existen muchas mas de las que
se utilizan usualmente, tales como Do, Re, Mi, Fa, Sol, La,
Si, junto a sus respectivos sostenidos y bemoles; estas son los
microtonos que serian las notas que podrian encontrarse en-
tre Do y Reb, Reb y Re, y asi sucesivamente. Sin duda frente
a esto puede surgir la duda de por qué razén se utilizan ca-
si siempre las mismas notas y la razon tiene que ver con la
afinacién pitagorica.

Pitdgoras descubrié que si tomaba una cuerda y la partia por
la mitad, generaba la misma nota que la cuerda completa, pero
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Figura 3: Ubicacion de octavas en el piano, del Do al Do.

una octava mads arriba, lo que significa que sonaba la misma
nota aunque mds aguda. Si doblaba el tamafio de la cuerda
original, también producia la misma nota, esta vez, una oc-
tava abajo, lo que generaba el mismo sonido pero mas grave.
Esto implica que podia seguir doblando la cuerda infinitamen-
te o cortandola infinitamente y cada vez sonaria la misma nota
mds aguda o mds grave. Teniendo esto en cuenta, decidi6 di-
vidirla de otra forma, asi que tomd dos tercios de la misma y
esto produjo la quinta del sonido original de la cuerda. Para
entenderlo mejor, se puede pensar la cuerda, con un sonido
original en Do, y cuando se toman dos tercios de la misma y
se pulsa, el sonido que emite es un Sol. Si a partir del Sol se
cuenta una quinta se formarfa un Re, desde el Re un La y asi
sucesivamente hasta llegar nuevamente al Do. Las octavas y
quintas partiendo de una nota en particular tienen el nombre
de intervalos, los cuales son distancias especificas entre dos
notas como es el caso entre Do y Sol. También existen los
unisonos, las segundas, terceras, cuartas, sextas y séptimas.
(ver esto en https://youtu.be/P7iC-fbdKmQ)

Figura 4:
te.

Ubicacion de quintas en el piano, del Do en adelan-
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Figura 5: Circulo de quintas.

Cuando se organizan en orden las notas que provienen de las
quintas partiendo del Do se forma la escala mayor. Si se em-



pieza desde una nota diferente siguiendo el mismo orden con-
secutivo, se obtienen modos que permiten diferentes sonori-
dades, dependiendo lo que se quiera transmitir musicalmente.
Como ejemplo, se podria decir que el modo jénico o la escala
de siete sonidos partiendo de Do transmite fuerza, alegria de-
terminacién y grandeza, en cambio, el modo edlico que seria

la misma escala pero partiendo de la, transmite melancolia, «

oscuridad y tristeza. No es coincidencia que la musica de ci-
ne utilice esto a su favor para componer la musica de ciertas
peliculas, bien sean de terror, suspenso, super heroes, etc. Un
ejemplo es Star Wars, que relaciona sus personajes con los
modos. Cada personaje tiene un tema musical particular y es-
te emplea un modo u otro dependiendo de si esta alegre, triste,
en peligro, etc, de hecho, un ejemplo muy claro y significativo
se puede ver cuando se utiliza el modo dérico, que esta en el
medio de los modos mayores y menores para simbolizar a La
Fuerza, que se encuentra entre la luz y la oscuridad (ver esto
en https://youtu.be/VEVIAF 2tUM).

Volviendo a la cuerda, si de esta se toman tres cuartos, se ge-
nera una cuarta o un Fa, pensando que la cuerda completa
emite un Do. Es asi que se obtuvieron los tres grados basicos
utilizados ampliamente en la miisica, los cuales son el primer
grado o ténica (Do), el cuarto grado o subdominante (Fa) y
el quinto grado o dominante (Sol). La musica tonal que en su
mayoria es la que nos rodea todos los dias, gira en torno a
estos grados con algunas variaciones, siempre pasando por la
subdominante y dominante para generarnos una tensioén que
luego requiere una resolucién llegando a la ténica.

La distancia que hay entre las notas que componen la escala
mayor se dividen en tonos y semitonos. De un modo més sen-
cillo, se pueden entender los tonos observando un piano. En
la Figra 3, se muestra una seccién del teclado compuesto por
teclas blancas y negras. A la distancia que hay de una tecla
blanca a otra tecla blanca siempre y cuando haya una tecla

negra en la mitad, se le conoce como tono. Si en medio de ““%0 ;"""

las dos teclas blancas no hay una tecla negra, la distancia en-
tre ambas compone un semitono. Lo mismo ocurre entre dos
teclas negras que comparten una tecla en la mitad (tono), o
cuando se cuenta la distancia entre una tecla blanca y una ne-
gra (semitono). Gracias a esto, los intervalos pueden adquirir
un valor mayor, menor, disminuido o aumentado respectiva-
mente, sumandoles o restindoles semitonos. Por ejemplo, de
Do a Re se forma una segunda, que al no tener ninguna alte-
racion, toma el nombre de segunda mayor. Si desde el Re se
resta medio tono, este se convierte en Re bemol (Reb) y se
construye una segunda menor. La tercera mayor se compone
de dos tonos de distancia, si en vez de esto, la distancia es
de un tono y medio, esta seria una tercera menor. Si la terce-
ra se compone de un tono, serd una tercera disminuida y si
estd formada por dos tonos y un semitono, se llamara terce-
ra aumentada. Esto mismo se puede efectuar con los demads
intervalos, con la excepcién de las cuartas y quintas que s6lo
llevan el nombre de justas, aumentadas o disminuidas, sien-
do justas cuando no tienen ninguna alteracién en cuanto a los
tonos y semitonos que las conforman.

Ahora que se conoce un poco acerca de intervalos y semito-

Figura 6: Exposicion de algunos intervalos en el piano.

nos, sera mas facil acceder al tema de los acordes, que son
tres 0 mas notas escritas generalmente de forma vertical y que
suenan simultdneamente, existiendo algunas excepciones en
las que su sonido no es simultdneo pero si siguen un patrén
vertical. Los acordes hacen parte de la armonia de la musi-
ca y establecen giros, bien sea por la ténica, subdominante,
dominante y demds grados, para generar unas bases sobre las
cuales la melodia se moverd. Los acordes se forman a partir
de la unién de terceras. La primera tercera parte de cualquier
nota y a esta le sigue otra, a la cual se le pueden incluir al-
gunas mds. Un acorde bdsico se forma de dos terceras. Si la
primera tercera es mayor y la segunda es menor, serd un acor-
de mayor, por otro lado, si la primera es menor y la segunda
es mayor, serd un acorde menor. Es asi que también se pueden
formar acordes aumentados y disminuidos.

Acorde de Do Mayor Acorde

Figura 7: Acorde de Do Mayor y acorde de Do menor.

Las notas, intervalos y acordes se escriben sobre cinco lineas y
cuatro espacios que llevan el nombre de pentagrama. Las no-
tas se escriben sobre cualquiera de las dos opciones, siempre
dependiendo de una clave inicial que predispone el nombre
que va llevar cada linea o espacio.

sinta Hnsa

—E Grien

Sezendo expac Lercera linea

riETE BETECD Srgunda linea

& Primera Enea
Pentagrama

Figura 8: Pentagrama

Existen tres claves basicas que indican en qué lugar del penta-
grama se escriben notas musicales especificas, dependiendo a
su vez del instrumento al que se dirijan. Estas son la Clave de
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Sol (Indica Sol para la segunda linea), Clave de Fa (Indica Fa
para la cuarta linea) y Clave de Do. Esta ultima es movible,
sin embargo, solo hablaremos de Do en tercera, debido a que
es la mas conocida y no se usé para la composicion final (Do
en tercera indica Do para la tercera linea). Las claves de Sol
y Fa fueron altamente utilizadas ya que son esenciales para la

escritura del piano.

Clav:') de Sol Clave de Fa Clave de Do

il

Figura 9: Claves .

A la S Do ReMi Fa

o Sol Fa Mi

Fa Sol I;a

0
v

Mi Re Do Si La g

Re Mi Fa Sdl

Do St La gol Fa

Figura 10: Asignacion de notas de acuerdo a las claves .

En algunas ocasiones, las lineas y espacios del pentagrama no
son suficientes para escribir todas las notas que se necesitan.
Por esta razon, se afiaden lineas adicionales sobre las cuales
(o usando los espacios entre ellas) se escriben notas

[= =]

f
F d |
F 4 |
| i [
LS I
J =
Lineas
Adicionales

Figura 11: Lineas adicionales.

A medida que el discurso musical va tomando forma, las no-
tas se ubican sobre el pentagrama que esta dividido en seccio-
nes llamadas compases. Estos, por lo regular, son antecedidos
por una métrica que establece cudntas figuras debe haber por
compas.

4. Musica para el universo.

Después de esta breve introduccién a la teoria musical, llega-
mos al momento en que el Big Bang se hizo musica. La com-
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Figura 13: Métrica y compases .

posicioén que quiso acercarse a este majestuoso acontecimien-
to lleva el nombre del libro que la inspir6, Los Tres Primeros
Minutos del Universo [Wei00]. En cuanto al Big Bang, Wein-
berg describe segundo a segundo lo que posiblemente ocurrié
antes, durante y después del primer centésimo de segundo, o
antes, durante y después de aquel momento en el que el tiem-
po empez6 a correr en nuestro Universo. Este punto es crucial
porque fue entonces cuando se establecieron los ingredientes
principales que darian forma al Cosmos.

Asi se decidi6 que la composicidn final abarcaria el momento
antes del primer centésimo de segundo, cuando habia fuertes
interacciones entre particulas elementales; el primer centési-
mo de segundo o la gran explosién, momento en que toda
particula se aleja de toda otra particula; los 0,11 segundos
después de la gran explosion, cuando materia y antimateria
colisionan para concebir otras particulas; los 1,09 segundos,
durante los cuales hay un exceso de choques entre positrones
y electrones en relacién a la reaccién que podria crear a los
mismos como lo es el choque entre fotones; y de los 13,83
segundos a los 3 primeros minutos, momento en el cual se
empiezan a formar los primeros nicleos atémicos. Sin duda,
vale la pena mencionar que al momento de realizar la parte de
la composicién que hablaria de los dltimos tres minutos, hubo
gran expectativa porque se pensaba en los primeros nticleos
que luego harian parte de d&tomos y serfan cruciales para que
millones de afios después los seres humanos pudieran existir
y se preguntaran sobre el Universo. Mientras esta cadena de
acontecimientos ocurria, se podria decir que las particulas ele-
mentales eran las actrices principales, por esta razén, fueron
relevantes durante la composicién. Mdas adelante, se detalla
cémo a partir de esto, se determinaron elementos musicales
que darfan lugar a la composicién final.

Ademads, es importante recalcar que se utilizé como inspira-
cién al autor David Walters para encontrar las notas que repre-
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Figura 14: Webern, op. 3, no. 1, mm. 4-6. Pitch intervals (Wal-
ters, 2001).

sentan a las particulas elementales, en referencia al momento
en el que él explica cémo se analizan obras relacionadas con
la teoria de conjuntos (en miisica), escribiendo nimeros posi-
tivos o negativos en los intervalos escritos en dichas partituras.
Por ejemplo, en la Figura 14, se destacan dos intervalos de un
semitono. A uno se le agrega un simbolo negativo (recuadro
verde) y al otro uno positivo (recuadro rojo), de acuerdo a la
direccion en que se dirige el intervalo, bien sea negativo para
el intervalo descendente o positivo para el intervalo ascenden-
te.

Volviendo al tema de los primeros minutos del Universo, 0,11
segundos después de la gran explosion las particulas elemen-
tales tales como antineutrinos ( ), positrones (e+), fotones (Y),
electrones (e-), neutrones (n) y las que serian importantes en
la elaboracion de los primeros nticleos atémicos, como los
protones (P) y neutrones (n), empiezan a aniquilarse para pro-
ducir otras particulas del mismo tipo. En lugar de desaparecer,
su energia da lugar a otras particulas o antiparticulas. Tenien-
do en cuenta este fenémeno, se tom¢ la decisién de asignar
nimeros positivos o negativos a cada una, contemplando su
naturaleza de antimateria (-) o materia (+). La Unica particula
diferente es el fotén por su naturaleza neutral (Es tanto ma-
teria como antimateria), por esto se le asigna el nimero O
([Wei00], pag. 77, [Wei05], pag. 13).

Antineutrino + Protén = Positrén + Neutron

Positron + Electron = Foton + Foton
Neutrino + Neutrén = Electron + Proton

Figura 15: Reacciones entre particulas elementales.

Lo que se muestra en la Figura 15, son las principales reac-
ciones después de los 0,11 segundos, consecuencia de la co-
lisién entre las particulas elementales. Cuando las flechas se
encuentran, simbolizan la colisién, cuando estas se dirigen a
dos particulas en concreto, simbolizan el resultado. Debido

a que las reacciones pueden suceder al contrario, en la parte
superior de la recta se observan flechas con un color mas cla-
ro y flechas que sefialan en direcciones contrarias a lo que se
escribi6 en la parte inferior de la misma.

Recordando el valor que se le da a los intervalos ascendentes
o descendentes en la teoria de conjuntos segin Walters, se
asigné un lugar en el pentagrama a las notas que simbolizarian
las particulas elementales de la siguiente forma:

Del choque entre dos fotones (Y) surge un positrén (e+) y un
electrén (e-). Al fotdn se le da el lugar de Do central, debido a
que es la mitad entre los dos pentagramas que se usan para la
escritura del piano. Como es una particula neutra, se ubica en
el centro, las demas se acomodan sobre esta o debajo de esta,
segun su naturaleza de materia o antimateria respectivamente.
Partiendo del fotdn, se escribe un intervalo de +1 desde es-
te para dar lugar al electrén (Re bemol) y un intervalo de -1
desde el mismo para simbolizar al positrén (Si).

Siguiendo la secuencia en la cual de la particula inferior a la
superior, existia una distancia de dos semitonos, se asigné un
intervalo de +2 desde el electron (Re bemol) para dar lugar
al protén (P). En cuanto al antineutrino ( 7), este siguid la se-
cuencia de un semitono entre el fotén y el positron, partiendo
de este con un -1 para tomar el lugar de Si bemol. Debido a
que en la siguiente reaccion estaba presente el neutrén (n), se
le asigné un lugar en la partitura posteriormente.

Finalmente, el neutrino (V) tomé lugar en el intervalo faltante
que habia entre el electrén (Re bemol) y el protén (Mi bemol),
con un +1 desde del electrén para llevar el nombre de Re. El
neutrén partié desde el protén con un +1, completando las
distancias de semitono entre notas, para convertirse en un Mi.

#ﬁ.
A3V, o T
.J '110—_V ) '\_ﬂ i O_ .

v

= *
- =1 =

Figura 16: Particulas y notas.
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Pensando en la gran explosién y en el momento que toda
particula se aleja de toda otra particula ([Wei05], pag. 16),
el resultado sonoro debia dar una sensacion menos predecible
y mas aleatoria. Por esta razén, en un primer momento se le
asignd un valor de duracién determinado a cada nota funda-
mental (de menor a mayor), tomando como referente el Seria-
lismo Integral y lo que se investigé acerca de este en [Mor99].
Es asi como la siguiente figura aparecio en el camino, ddndole
una duracidn caracteristica a cada nota fundamental. Se deter-
miné que entre mas aguda fuera la nota, mayor seria su dura-
cién:

El segundo movimiento de la composicién busca hacer alu-
sién a los choques entre particulas, pasados 0,11 segundos.
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Figura 17: Duracion asignada a notas elementales , [Crul9].

Por esto, se pens6 en la posibilidad de expresar tales coli-
siones por medio de intervalos. Teniendo en cuenta que ca-
da particula contaba con una nota representativa, se forma-
ron intervalos con las mismas, de acuerdo a los choques y
reacciones expuestos en la Figura 15. En la tabla de la Figura
18, se muestra el choque entre particulas con sus notas carac-
teristicas y el resultado de las mismas después del signo (=).
Algunos de estos intervalos se utilizaron para realizar tercer
movimiento (recordemos que cada reaccion puede suceder a
la inversa ([Wei05], pag. 75).

tidad de protones y neutrones que componian a cada nucleo,
se formaron terceras menores, mayores, acordes disminuidos,
aumentados y menores.

He= 2P+ 2n = 2 Terceras menores + 2 TEFCeras mayores = X%+ X*

H = P+ 2n ——s 1 Tercera menor + 2 Terceras mayores =  Tercera menor + X*

He= 2P+ n—> 2 TErceras menores + 1 Tefcera mayor = X"+ Tercera mayor

H P+ n = 1 Tercera menor +1 Tercera mayor X menor

Figura 20: Niicleos y acordes caracteristicos.

Nibcleos Acordes v Terceras

“He G*+ Gb*, Ab™+ G+, A7+ Ab® Bb™+ A*, B*+ Bb*, O+ B Dbe+ C*

H Gm (Tercera) + Gb™, Abm (Tercera) + G, Am (Tercera) + Ab®, Bbm
{Tercera) + A*, Bm (Tercera) + Bb*, Cm (Tescera) + B*, Dbm (Tercera) + C*

*He G® + Gh(Tercera), Ab®+ G (Tercera), A® + Ab (Tercera), Bb®+ A (Tercera),
B?+ Bb (Tercera), C*+ B (Tercera), Db*+ C

‘H Gm, Abm, Am, Bbm, Bm, Cm, Dbm

E 2: ) Sa Just ) da Jua = 4a Just ( 5a Just ‘: s: :+
:jED ) Jam ) 2aM = 2aM C Tam ': Es:::-
:;:gb D 3adim ) 6aAum = o unison ( g::

Figura 21: Al final solo se utilizaron algunos de estos acordes,
por decision de la compositora..

Del proceso surgié una composicion de cuatro movimientos.
Un movimiento es la parte de una obra que tiene un inicio y un
final. Generalmente hay mas de un movimiento para que pue-
da llevar este nombre. Para familiarizar aiin mas este término,

Figura 18: Colisiones e intervalos , [Crul9].

Debido a que del choque entre antineutrino y protén se pro-
ducen los mismos intervalos que en su reaccién, se asigné a
este choque la 52 justa y a su resultado la 42 justa. Lo mismo
se llevé a cabo con el choque entre neutrino y neutrén:

V=Bb B=e+
P=Eb } Sa Just = da Just f; E=n

VeD Db= e-
n=E } Jam = 2am l: Eb=P

se puede tomar como ejemplo una serie, que aunque cuenta
una historia general, estd compuesta por capitulos. A conti-
nuacion, se hablard con mas detalle de cada movimiento que
conforma la Composicién de Los Tres Primeros Minutos del
Universo:

1. Particulas Elementales, es un movimiento lento forma-
do por dos secciones que contrastan entre ellas. Repre-
senta lo que sucedié antes, durante y después del pri-
mer centésimo de segundo, a mas de 100.000 millones
de grados Kelvin.

= Del compas 1 al 14, se presenta la seccién A. Por

Figura 19: Colisiones e intervalos , [Crul9].

El cuarto y tltimo movimiento de la composicién intenta re-
crear el momento en el que se empiezan a formar los prime-
ros nuicleos atémicos a los 13, 82 segundos después de la gran
explosion. Estos fueron Helio 4 (4He), Tritio (3H), Helio 3
(3He) y Deuterio (2H) ([Wei05], pags. 96 y 97). Teniendo en
cuenta que cada uno estaba formado por una cantidad deter-
minada de protones y neutrones, se hizo una relacién inter-
valica nuevamente. Dado que del fotén (Do) al proton (Mi
bemol) hay una tercera menor, a esta se le asigné el nombre
de protdn; del fotén (Do) al neutrén (Mi) hay una tercera ma-
yor, la cual tomo el nombre de neutrén. De acuerdo a la can-

medio de su volumen sonoro en constante aumen-
to, junto con las disonancias de sus acordes, se
expresan las interacciones fuertes entre particulas
antes del primer centésimo de segundo, debido a
que habia una gran presion entre ellas que crecia y
pedia a gritos un descanso, el cual seria la gran ex-
plosién o Big Bang. Ademds, cada dos compases
se escribid una nota nueva, la cual muestra el valor
musical asignado a cada particula elemental.

Del compas 15 al 17, se introduce un episodio que
seria la gran explosién en un compds de silencio,
debido a que no habia un medio por el cual podria
transportarse el sonido. Su eco se puede escuchar
un compds después.
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= Del compds 18 al 36, se escribi6 la seccion B, en la
que se muestra el momento en que toda particula se
aleja de toda otra particula, acomodando las notas
de las particulas fundamentales en orden aleatorio
y utilizando sus duraciones caracteristicas para lo-
grar un ambiente cadtico.

= Del compds 36 al 43, vuelven a presentarse las
particulas elementales junto a sus alturas y dura-
ciones especificas.

2. Colisiones, es un movimiento de dos secciones con bas-

tantes matices ritmicos debido al aumento de colisiones
con la disminucién en la temperatura. Las alteraciones
presentes en las notas que lo conforman se relacionan
con la formacién de intervalos vista en las figuras 5 y
6. Este movimiento expone los primeros choques entre
particulas elementales y sus resultados a los 0,11 segun-
dos después de la gran explosion a una temperatura de
30.000 millones de grados kelvin.

= Del compés 1 al 13, la seccién A es de ciclo re-
gular y muestra las colisiones entre particulas con
intervalos simultdneos y en forte. Los resultados
estdn dados en intervalos dispuestos sucesivamente
de una nota a la otra y en piano.

= Del compds 13 al 18, la velocidad de las notas au-
menta cada vez mds de acuerdo al aumento de co-
lisiones con respecto a la disminucidén en la tempe-
ratura.

= Del compas 19 al 22, la seccién B muestra la for-
macién de intervalos en figuras con duraciones me-
nores.

= Del compés 23 al 25, la seccién B1 se basa en ideas
de B y los compases del 26 al 31 exponen a B2 con
ideas ritmicas de B y B1. Finalmente, del compéas
32 al 39 se escriben una vez mas, intervalos alusi-
vos a colisiones y resultados entre particulas.

3. Aniquilacién, es un movimiento rapido de dos secciones

muy contrastantes entre ellas. Muestra el momento en
que electrones y positrones empiezan a colisionar mas
répido de lo que pueden ser creados.

= Del compiés 1 al 3, se presenta el motivo principal
con intervalos de terceras disminuidas y sextas au-
mentadas, que representan los choques entre elec-
trones y positrones en la figura 5 y las duraciones
caracteristicas de las notas inferiores segtn la figu-
ra4.

= Del compds 1 al 20, la seccién A es de textura ho-
mofénica y la disminucién de duraciones ritmicas
simboliza el aumento de colisiones entre electrones
y positrones.

= Del compas 21 al 26, las duraciones aumentan para
dar paso a la siguiente seccién.

= Del compés 27 al 38, la seccién B representa los
choques entre fotones poco frecuentes en ese mo-
mento, con intervalos de unisono y octava de acuer-
do a la figura 5 y duraciones mads largas entre las
notas.

= Del compds 39 al 44, contraatacan las terceras dis-
minuidas y sextas aumentadas.

= Del compéds 45 al 54, se presenta A prima que
seria A con algunas variaciones y el final se da del
compds 55 al 58 con una extension del 59 al 62.

4. Vida, es un movimiento lento y rdpido en algunas de las

partes que lo componen y se divide en cuatro secciones
contrastantes entre si. Representa el momento en el que
se empiezan a formar los primeros niicleos atémicos, de
los 13, 82 segundos a los primeros tres primeros tres mi-
nutos del universo. Todas las secciones utilizan algunos
acordes presentes en la Tabla 1 de acuerdo a los forma-
dos con respecto a cada niticleo.

= Del compds 1 al 18, se expone la seccion A, repre-
sentando al Helio 4. Debido a que este era estable
después de los 13, 82 segundos, la seccién también
lo es de principio a fin llevando una idea musical
estable.

= Del compas 19 al 38, se presenta la seccioén B, re-
presentando al Tritio en cuanto a su inestabilidad en
este momento debido a que no lograba mantenerse
a los 3000 millones de grados kelvin. Musicalmen-
te tiene un aumento ritmico y lleva una idea musical
que no se desarrolla y termina abruptamente.

= Del compds 39 al 58, se presenta la seccién C, re-
presentando al Helio 3. A causa de que también era
inestable, musicalmente se busco la sonoridad de
un caminante cojo en el acompafiamiento escrito
en clave de fa, junto a una melodia que no llega a
desarrollarse.

= Del compés 59 al 79, se presenta la seccién D, re-
presentando al Deuterio, el cual era un niicleo muy
inestable en este momento, puesto que asi como se
formaba de rapido, se destruia. Por esta raz6n mu-
sicalmente la melodia no se desarrolla y cuando in-
tenta retomar, desaparece. El acompafiamiento ter-
mina solo e intenta continuar al final sin éxito, co-
mo se puede observar del compds 76 al 79.

5. La composicion descrita hasta este punto, se puede co-

sultar en YouTube en los siguientes sitios:

= Ana Milena Cruz - Particulas Elementales - Los
Tres Primeros Minutos del Universo.

= Ana Milena Cruz - Colisiones - Los Tres Primeros
Minutos del Universo.

= Ana Milena Cruz - Aniquilacién - Los Tres Prime-
ros Minutos del Universo.

= Ana Milena Cruz - Vida - Los Tres Primeros Minu-
tos del Universo.
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Juegos y matematica
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1. Introduccion.

Un sinndmero de juegos dieron inicio a ramas de las ma-
temadticas. Como un ejemplo podemos citar que, en 1654, el
jugador Antoine Gombaud, cuyo noble titulo era Chevalier de
Meéré, se acerc6 a su amigo Blas Pascal con algunas pregun-
tas sobre los juegos de azar, incluido el problema del juego
no terminado. Después de pensarlo un poco, Pascal encontré
una solucién posible, pero no estaba completamente seguro
de que su razonamiento fuera correcto. En consecuencia, en-
vi6 sus ideas a Pierre de Fermat para ver si su compatriota
estaba de acuerdo con el argumento. El breve intercambio de
cartas que se produjo, y una carta en particular, representé uno
de los avances mas profundos en la historia del pensamiento
matematico.

Hoy usarfamos la palabra probabilidad para referirnos al en-
foque de la discusion de Pascal y Fermat, pero ese término no
se introdujo hasta casi un siglo después de la muerte de los
matematicos. En su lugar, hablaron de “peligros” o ntimero
de oportunidades. Gran parte de su dificultad era que ain no
tenian la nocién de probabilidad matemadtica, porque estaban
en proceso de inventarla.

De hecho, la capacidad de calcular probabilidades transformé
la practica de las estadisticas, cambidndolas de la mera re-
copilacion y tabulacién de datos al uso de datos para extraer
inferencias y tomar decisiones informadas.

Como en el caso de la teoria de las probabilidades, hay jue-
g0s que nos permiten introducir o desarrollar conceptos ma-
temadticos. En este articulo hablaremos de uno de los temas
mads importantes de las matematicas: las secuencias de nime-
ros o sucesiones, el pilar fundamental del anélisis matematico.
Una sucesién {a, } es una coleccién ordenada de niimeros de-
finidos por una funcién f en un conjunto de enteros secuen-
ciales. Los valores a, = f(n) se denominan términos de la se-
cuencia, y n se llama indice. De manera informal, pensamos
en una secuencia a, como una lista de términos:

(1

ai,az,ds,aq...,dp, -

La secuencia no tiene que comenzar en n = 1. Puede comen-
zar en n = 0,n = 2, o cualquier otro entero. Cuando a, se da
por una férmula, nos referimos a @, como el término gene-
ral. Mostraremos tres juegos que nos permiten determinar el
término general de una sucesion.

“Docente Fundacién Universitarfa Konrad Lorenz.
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2. La torre de Hanoi.

Las Torres de Hanoi es un juego matemadtico inventado en
1883 por el matemdtico francés Edouard Lucas. Este juego
de mesa, con un solo jugador, consiste en un nimero de dis-
cos de radio creciente que se apilan insertindose en una de
las tres varillas de un tablero. El objetivo del juego es pasar la
pila de la varilla de la izquierda a la varilla de la derecha, con
ayuda de la varilla del medio, en el menor nimero posible de
movimientos. La regla es que nunca un disco de mayor radio
puede estar sobre un disco de menor radio.

A

Figura 1: Torre de Hanoi de feria matemdtica.

.

El problema es muy conocido en ciencias de la computacién
y aparece en muchos libros de texto como introduccién a la
teoria de algoritmos. Hallar el menor nimero de pasos para
mover los 2 discos de la varilla de la izquierda a la varilla de
la derecha.

Figura 2: Movimientos de torre de Hanoi para dos discos.



II

Figura 3: Movimientos de torre de Hanoi para tres discos.

Si se inicia con dos discos, observamos que el niimero de pa-
sos es tres (Figura 2)

Figura 4: Movimientos de torre de Hanoi para cuatro discos.

Hallar el menor nimero de pasos para mover los tres discos
de la varilla de la izquierda a la varilla de la derecha. Si se
inicia con tres discos, observamos que el nimero de pasos es
siete (Figura 3). Hallar el menor nimero de pasos para mover
los cuatro discos de la varilla de la izquierda a la varilla de
la derecha. Si se inicia con cuatro discos, observamos que el
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menor nimero de pasos es quince (Figura 4). Hallar el menor
nimero de pasos para mover los cinco discos de la varilla de
la izquierda a la varilla de la derecha

Figura 5: Primeros 16 movimientos de torre de Hanoi para
cinco discos.

Si se inicia con cinco discos, observamos que el menor nime-
ro de pasos es treinta y uno (Figuras 5 y 6).



Figura 6: Siguientes 16 movimientos de torre de Hanoi para
cinco discos.

Consignamos la informacién hasta ahora obtenida en la tabla
de la Figura 7.

=== N EN N N N
de 0s
ero
minimo de i 7 15 31 ?
pasos

Ndmero
minimo de |ileEt =il |S=l= =P =il | B=z'=1 | s1==q |2’ =i
pasos

Figura 7: Resultados generales de movimientos en la torre de
Hanoi.

3

La férmula para encontrar el nimero de movimientos necesa-
rios para transferir n discos de la varilla de la izquierda a la
varilla de la derecha es:

a,=2"—1.

2

Férmula que se puede demostrar por induccién matematica.

3. Sapos y ranas.

En este juego, cada jugador puede persuadir a una de sus cria-
turas, ya sea para moverse a una casilla vacia o para saltar
sobre una criatura opuesta, en una casilla vacia. Los sapos se
mueven solo hacia el este, las ranas solo hacia el oeste. El jue-
go se debe jugar de acuerdo con la regla de juego normal de
que un jugador que no puede mover pierde.

Figura 8: Juego cldsico de sapos y ranas en feria matemdtica.

(Cudntos movimientos minimos son necesarios para inter-
cambiar los sapos y las ranas si se cuenta con uno de cada
especie?

Figura 9: Movimientos de sapos y ranas con uno de cada es-
pecie.

Si se inicia con uno de cada especie, observamos que el menor
nimero de movimientos es tres (Figura 9). ;Cuantos movi-
mientos minimos son necesarios para intercambiar los sapos
y las ranas si se cuenta con dos de cada especie?

Figura 10: Movimientos de sapos y ranas con dos de cada
especie.
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Si se inicia con dos de cada especie, observamos que el menor
nimero de movimientos es ocho (Figura 10). {Cudntos movi-
mientos minimos son necesarios para intercambiar los sapos
y las ranas si se cuenta con tres de cada especie?

Figura 11: Movimientos de sapos y ranas con tres de cada
especie.

Si se inicia con tres de cada especie, observamos que el me-
nor nimero de movimientos es quince (Figura 11). ;Cudntos
movimientos minimos son necesarios para intercambiar los
sapos y las ranas si se cuenta con cuatro de cada especie? Si
se inicia con cuatro de cada especie, observamos que el menor
nimero de movimientos es veinticuatro (Figura 14).

Cantidad de
cad: 1 @

ml'n.im_ode 4-1 9-1 16 —1 P
movimiento
s
Nimero
minimo de 2_ 2_ 2 2
movimiento @)1 ®3) -1 iy 1 Br=il
s
Nimero
minimo de a+ 1)2_1 @2+ 1)2_1 G 1)2_1 4+ 1)2_1 o 1)2_1

movimiento
s

Figura 12: Recopilacion de movimientos de sapos y ranas.

(Cudntos movimientos minimos son necesarios para inter-
cambiar los sapos y las ranas si se cuenta con n de cada es-
pecie? Para responder a la pregunta, consignamos la infor-
macidén hasta ahora obtenida en la tabla de la Figura 12. En
conclusién, el niimero minimo de movimientos que se deben
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realizar cuando se tienen n animales de cada especie es

ap=(n+1)2—1. (3)

4. El triangulo asesino.

Se trata de que dos jugadores, alternadamente, unan dos pun-
tos cualesquiera de un determinado arreglo de puntos. En
alglin momento, inminentemente, uno de ellos terminara for-
mando un tridngulo de su mismo color, cuyos vértices sean
puntos de este arreglo. En el momento en que un jugador lo-
gre formar el tridngulo, pierde. Esta aparente contradiccion en
las condiciones del juego, lo hace mds atractivo para los juga-
dores. Esta situacidon puede aprovecharse para que, de mane-
ra informal, se planteen problemas como: ;Cudntas lineas se
pueden formar en total, sin importar el color? ;Cudntas tiradas
son posibles solo en el contorno? ;Cuantas tiradas son posi-
bles de manera que queden dentro del contorno? ;Cual seria
el aspecto del arreglo con todas las tiradas posibles?

2 +1=3

Figura 13: Segmentos para un arreglo de tres puntos .

El trabajo de matematizacion se puede iniciar con el siguien-
te planteamiento: ;Cudntos segmentos es posible trazar en un
arreglo de n puntos? Para ello, es conveniente recurrir a pro-
blemas mads sencillos, como contar el nimero de segmentos
que se pueden trazar a partir de un punto determinado y des-
pués los del punto adyacente, hasta terminar con todos los
puntos. Si tenemos un arreglo de tres puntos, podemos contar
el nimero total de segmentos que se pueden trazar con ayu-
da de la Figura 13. Si tenemos un arreglo de cuatro puntos,
podemos contar el niimero total de segmentos que se pueden
trazar con ayuda de la Figura 15.

3+2+1=6

Figura 15: Segmentos para un arreglo de cuatro puntos .



Figura 14: Movimientos de sapos y ranas con cuatro de cada especie.

El niimero de segmentos es 6. Si tenemos un arreglo de cinco
puntos, podemos contar el nimero total de segmentos que se
pueden trazar con ayuda de la Figura 16.

)

4+3+2+1=

Figura 16: Segmentos para un arreglo de cinco puntos.

El nimero de segmentos es 10. Si tenemos un arreglo de seis
puntos, podemos contar el nimero total de segmentos que se
pueden trazar con ayuda de la Figura 17.

&

5+4+3+2+1=15

Figura 17: Segmentos para un arreglo de seis puntos.

El niimero de segmentos es 15. Si tenemos un arreglo de siete
puntos, podemos contar el nimero total de segmentos que se
pueden trazar con ayuda de la Figura 18.

6+5+44+3+2+1=21

Figura 18: Segmentos para un arreglo de siete puntos.

El ndimero de segmentos es 21. Consignamos la informacién
hasta ahora obtenida en la tabla de la Figura 19. La serie que
calcula la suma de los primeros nimeros naturales se expresa
en una férmula que descubrié Carl Gauss:

n(n—i—l).

14+2434...+n= >

“)

De acuerdo con este problema, podemos expresar el nimero
de segmentos en funcién del nimero de puntos del arreglo
particular. En el caso del arreglo hexagonal, la secuencia de
nimeros que se suman es del 1 al 5, donde el maximo (5),
es una unidad menor que el total de puntos del arreglo. En
general, si tomamos un arreglo de n puntos, la secuencia de
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el I R B AT A
puntos

Numero
minimo de S 6 10 15 21 ?
segmentos

Nimero 22+ 1) 33 +1) 1+243 ¢4 554+ 1) 6(6+1)
minimo de 1+2:T 1+2+3:T 44+ > 5
segmentos 2

Figura 19: Recopilacion de segmentos obenidos, apartir de un niimero de puntos dado.

nimeros que sumaremos es:

14243+...+(n—1). (5)

Por lo que la serie de Gauss nos permite obtener una férmula
para conocer el nimero de segmentos sin tener que dibujarlos.
Para un arreglo de n puntos, entonces, el nimero de segmentos
es:

(n=D((n=1))+1)

14+24+3+..+(n—1)= 5 , (6
simplificando obtenemos
-1
1+2+3+...+(n—1):%, 7

Asi, el nimero de segmentos que podemos trazar en un arre-
glo de n puntos es

®)
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El alpinismo es una metdfora muy estimada para la investiga-
cién matemadtica. La comparacidn es casi inevitable: el mun-
do helado, el aire frio y la implacable dureza del montafiismo
reflejan el paisaje implacable de nimeros, férmulas y teore-
mas. Y asi como un escalador enfrenta sus habilidades contra
un objeto inflexible -en su caso, una pared de piedra- un ma-
tematico a menudo se encuentra involucrado en una batalla
individual de la mente humana contra la 16gica rigida.

En matematicas, el papel de estos picos mds altos lo juegan las
grandes conjeturas -afirmaciones claramente formuladas que
probablemente son verdaderas, pero para las cuales atin no se
han encontrado pruebas concluyentes. Estas conjeturas tienen
raices profundas y amplias ramificaciones. La buisqueda de
su solucién guia una gran parte de las matemadticas. La fama
eterna espera a los primeros que las conquisten.
Sorprendentemente, las matemadticas han elevado la formula-
cion de una conjetura a un alto nivel de arte. La ciencia mas
rigurosa aprecia las formas mds suaves. Una declaracion bien
escogida pero no probada puede hacer que su autor sea mun-
dialmente famoso, a veces incluso mas que la persona que
proporciona la prueba definitiva. La conjetura de Poincaré si-
gue siendo la conjetura de Poincaré, incluso después de que
Grigori Perelman demostrara que es verdad. Después de todo,
Sir George Everest, el agrimensor general britdnico de la In-
dia a principios del siglo XIX, nunca escalé la montafia que
hoy lleva su nombre.

Como toda forma de arte, una gran conjetura debe cumplir
una serie de criterios estrictos. En primer lugar, debe ser ’no
trivial”, es decir, no demasiado f4cil de probar. Los matemati-
cos dirdn cosas como Un problema vale la pena abordarlo s6lo
cuando se defiendez ”’Si no es frustrante, probablemente estas
trabajando en un problema que es demasiado facil”. Si una
conjetura se prueba dentro de unos meses, entonces quizas su
creador deberia haberla meditado un poco més antes de anun-
ciarla al mundo.

El primer esfuerzo para componer una coleccién completa de
los mayores desafios matemadticos fue realizado a finales del

*Fundacién Universitarfa Konrad Lorenz.

siglo pasado por David Hilbert, quien ha sido caracterizado
como el dltimo matemadtico universal. Aunque su lista de 23
problemas ha sido muy influyente, en retrospectiva fue un po-
co confusa.

Incluia favoritos de todos los tiempos como la hipdtesis de
Riemann, considerada a menudo como la més grande de las
grandes conjeturas, una que ha permanecido como el Eve-
rest de las matemdticas durante mds de un siglo. Cuando se
le pregunt6 a Hilbert qué seria lo primero que le gustaria sa-
ber después de despertar de un suefio de 500 afios, inmedia-
tamente escogid esta conjetura. Capta una intuicién esencial
sobre la distribucion de los nimeros primos -los atomos de la
aritmética- y su establecimiento tendrd vastas consecuencias
para muchas ramas de las matematicas.

Pero Hilbert también enumerd objetivos mucho mds vagos y
abiertos como .¢! tratamiento matemdtico de los axiomas de
la fisicaz .¢! desarrollo ulterior del célculo de las variaciones”.
Otra de sus conjeturas, la relativa a la relaciéon de dos polie-
dros de igual volumen, fue resuelta en el mismo afio que la
anunci6 por su alumno Max Dehn. Mientras que Hilbert des-
cribié muchos picos altos, este resultd ser mas bien una colina.
Las cumbres mds altas no se conquistan en un solo esfuer-
zo. Las expediciones de escalada establecen cuidadosamente
los campamentos base y fijan las cuerdas, y luego se dirigen
lentamente hacia la cima. Del mismo modo, en matematicas
a menudo es necesario erigir estructuras elaboradas para ata-
car un problema importante. Un asalto directo es visto como
tonteria e ingenuidad. Estas construcciones matemadticas au-
xiliares pueden a veces tardar siglos en construirse y, al fi-
nal, a menudo resultan ser més valiosas que el propio teorema
conquistado. El andamio se convierte entonces en una adicién
permanente a la arquitectura de las matemaéticas.

Un ejemplo maravilloso de este fenémeno es la prueba del
Ultimo Teorema de Fermat por Andrew Wiles en 1994. Fer-
mat escribié su conjetura en el margen de la Aritmética de
Diofantus en 1639. Su prueba requiri6 el desarrollo de mas
de tres siglos de herramientas matematicas. En particular, los
matematicos tuvieron que construir una combinacién muy
avanzada de teoria de niimeros y geometria. Este nuevo cam-
po -la geometria aritmética- es ahora una de las teorias ma-
temdticas mas profundas y de mayor alcance. Va mucho mas
alla de la conjetura de Fermat y se ha utilizado para resolver
muchas cuestiones pendientes.

Una gran conjetura también tiene que ser profunda y estar en
el centro mismo de las matematicas. De hecho, la metafora
de escalar una cumbre no capta adecuadamente el impacto to-
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tal de una prueba. Una vez probada la conjetura, no es tanto
el punto final de un arduo viaje como el punto de partida de
una aventura ain mayor. Una imagen mucho més precisa es
la de un paso de montafia, el punto de silla de montar que
permite atravesar de un valle a otro. De hecho, esto es lo que
hace que la hipétesis de Riemann sea tan poderosa y amada.
Desbloquea muchos otros teoremas e ideas, y sugiere amplias
generalizaciones. Los matematicos han estado ocupados ex-
plorando el exuberante valle al que da acceso, a pesar de que
ese valle sigue siendo, estrictamente hablando, hipotético.

Ademads, debe haber pruebas sustanciales para una conjetura.
Es famoso el hecho de que Niels Bohr definié una gran verdad
por la propiedad de que su opuesto es también una

gran verdad. Pero este no es el caso para una gran conjetu-
ra. Ya que generalmente hay mucha evidencia circunstancial
que apunta a su verdad, la negacién es vista como muy im-
probable. Por ejemplo, los primeros 10 billones de casos de la
hipétesis de Riemann han sido comprobados numéricamen-
te utilizando ordenadores. ;Quién, en este momento, puede
dudar de su validez? Pero todo este material de apoyo no sa-
tisface a los matemdticos. Exigen certeza absoluta y quieren
saber por qué la conjetura es cierta. S6lo una prueba conclu-
yente puede dar esa respuesta. La experiencia demuestra que
uno puede ser facilmente engafiado. Los contraejemplos pue-
den estar lejos de la orilla, como el que encontré Noam El-
kies, un matematico de la Universidad de Harvard, refutando
la conjetura de Euler, una variacion de la conjetura de Fermat
que afirma que una cuarta potencia nunca puede ser escrita
como una suma de otras tres cuartas potencias. ;Quién habria
adivinado que el primer contraejemplo implicaba un niimero
de 30 digitos? (20,615,6734 = 2,682,4404 + 15,365,6394 +
18,796,7604).

Las mejores conjeturas suelen tener origenes modestos, como
la nota casual de Fermat en el margen, pero sus implicacio-
nes y ramificaciones crecen con los afios. También ayuda si el
desafio se puede plantear de manera concisa, preferiblemen-
te con una férmula que contenga sélo unos pocos simbolos.
Una buena conjetura debe caber en una camiseta. La conje-
tura de Goldbach, por ejemplo, dice: Cada entero mayor a 2
puede ser expresado como la suma de dos primos..Fste proble-
ma, formulado en 1742, sigue sin resolverse. Se hizo famoso
gracias a la novela El Tio Petros y la Conjetura de Goldbach
(2000), del autor griego Apostolos Doxiadis, entre otras cosas
porque el editor ofrecié un millén de délares como un truco
publicitario a cualquiera que pudiera probarlo en los dos afios
siguientes a la publicacién del libro. La concisién de una gran
conjetura se suma a su belleza percibida. Incluso se podria de-
finir la estética matemética como impacto por cada simbolo”.
Sin embargo, esta belleza elegante puede ser engafiosa. Las
declaraciones mds cortas pueden requerir las pruebas mas lar-
gas, como lo demuestra una vez mas la observacion engafiosa-
mente simple de Fermat.

Quizéas deberiamos afiadir a esta lista de criterios la respuesta
del famoso matematico John Conway a la pregunta de qué es
lo que hace una gran conjetura: “Deberia ser escandalosa.Una
conjetura atractiva es también algo ridicula o fantastica, con

un alcance y consecuencias imprevistas. Idealmente, combina
componentes de dominios lejanos que no se han conocido an-
tes en una sola frase, como los sorprendentes ingredientes de
un plato de autor.

Finalmente, es bueno darse cuenta de que la aventura no siem-
pre termina con éxito. Asi como un montafiista puede enfren-
tarse a una grieta insuperable, los matemadticos también pue-
den fracasar. Y si fracasan, fracasan absolutamente. No existe
tal cosa como una prueba al 99 por ciento. Durante dos mile-
nios, se intentd demostrar que el quinto postulado de Euclides
-el notorio “postulado de las paralelas”que afirma aproxima-
damente que dos lineas paralelas no pueden cruzarse- puede
derivarse de los otros cuatro axiomas de la geometria planar.
Luego, a principios del siglo XIX, los

matematicos construyeron ejemplos explicitos de geometria
no euclidiana, refutando la conjetura.

Sin embargo, este no fue el fin de la geometria. De manera
perversa, la refutacion de una gran conjetura puede ser inclu-
$0 mejor noticia que su €xito, ya que el fracaso deja claro que
nuestro imaginario mapa del mundo matemadtico estd seria-
mente equivocado. La derrota puede ser productiva, al revés
de una victoria pirrica. La geometria no euclidea demostré ser
un precursor importante del espacio-tiempo curvo de Einstein,
que desempefia un papel muy importante en la comprension
moderna de la gravedad y el cosmos.

Del mismo modo, cuando Kurt Gédel public su famoso teo-
rema de incompletitud en 1931, mostrando que en cualquier
sistema matemdtico razonable hay afirmaciones verdaderas
que no pueden ser probadas, esencialmente respondi6 nega-
tivamente los problemas de Hilbert sobre la consistencia de la
aritmética. Pero el teorema de incompletitud -a menudo vis-
to como el mayor logro 16gico desde Aristételes- no anuncié
el fin de la 16gica matematica. En su lugar, indujo un floreci-
miento que incluso condujo al desarrollo de ordenadores mo-
dernos.

Asi que, al final, la bisqueda de soluciones a las grandes con-
jeturas tiene algo més en comun con las expediciones de esca-
lada a los picos mds altos. S6lo cuando todo el mundo estd a
salvo en casa, tanto si se alcanza el objetivo como si no, queda
claro el alcance total de la aventura. En ese momento, es hora
de que se cuenten las historias heroicas de la ascension.
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