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Sobre el mayor espectaculo del mundo

John A. Arredondo
alexander.arredondo@konradlorenz.edu.co

1. Introduccion.

En el pasado mes de agosto en Rio de Janeiro, se celebro el
evento mas importante de las matematicas, el Congreso Inter-
nacional de Matematicos, un evento con mas de cien afios de
tradicién, donde ademds de demarcar y enrutar el estado ac-
tual de las matematicas, se entrega el premio méas prestigioso
de esta disciplina, la Medalla Fields. En este articulo discu-
tiremos algunos de los acontecimientos mas importantes que
han sucedido en la historia de este evento.

2. Asi en el fatbol como en las ma-
tematicas.

Cada cuatro afios, cada vez con mayor resonancia, el planeta,
o por lo menos una gran parte de este, por conviccién o por
dafio colateral, se paraliza ante el acontecimiento mas impor-
tante en el mundo del fitbol, la Copa Mundial de la FIFA.
Desde 1950, y salvo en 1982, unos dias después de la final de
la copa del mundo, una parte un poco mas pequeiia del pla-
neta, se paraliza ante el acontecimiento mds importante en el
mundo de las matemadticas, el Congreso Internacional de Ma-
temadticos, organizado por la Unién Matematica Internacional.

Figura 1: Estampilla conmemorativa del primer mundial de
fiitbol de la historia.

La historia de los mundiales de futbol, comienza en 1930 con
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Uruguay como sede y como campedn de un evento que al-
bergd a 13 paises. Que la primera version de semejante even-
to se realizard en suelo suramericano no tiene nada que ver
con el talento que para este deporte hemos demostrado los la-
tinos, fue puramente debido a los ideales de un francés, don
Jules Rimet, presidente de la FIFA de esa época [5]. Para
ese entonces, el Congreso Internacional de Matematicos ya se
habia celebrado en ocho ocasiones, su nacimiento se dio en
1897, en la ciudad de Zirich, basicamente por el ideal de dos
de los mas grandes matemaéticos del siglo XIX, Félix Klein
y George Cantor, el primero de ellos uno de los organiza-
dores del evento. Como tenia que ser, alli se reunieron casi
todos los grandes matemadticos de la época, e hicieron lo que
se hace en este tipo de eventos, mostraron los resultados més
recientes y sobresalientes en matemadticas, discutieron ideas,
acordaron lazos de unién, pero sobre todo, la finalidad del
congreso, era trazar el rumbo que debian seguir los matemati-
cos, conocer aquellos problemas que debian ser abordados y
solucionados, algo asi como anticipar quién serd el Mbappé
del préximo mundial. Para hacernos una idea, en aquel 1897,
Adolf Hurwitz inst6 a la comunidad matematica a responder
las siguientes preguntas:

= ;/Qué es una curva?
= ;Qué es una curva simple cerrada?

= ;Qué es una curva en general?
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Figura 2: La curva de Lévy es un ejemplo de un fractal, un
objeto estrechamente relacionado con el problema de la defi-
nicion de curva en general.

Parece increible, pero a pesar de que las curvas se han estu-
diado desde los tiempos de la Grecia antigua, para comienzos



del siglo XX su definicién precisa seguia siendo un misterio
[12]. En muchas ocasiones las mateméticas pueden llegar a
ser tremendamente dificiles.

Si tuviéramos que elegir ctal ha sido la mejor Copa Mun-
dial de fttbol, con seguridad, y al margen de los fanatismos,
dirfamos que fue México 70. ;La razén?, el mejor equipo
de todos los tiempos de los mundiales, Brasil, el tinico equi-
po que ha puesto a cinco nimeros diez en el campo al mis-
mo tiempo, jugando en un 4-3-3. Pelé, Jairzinho, Rivelinho,
Gerson, y Tostao. Si, Pelé, fue su coronacién definitiva y su
despedida de los mundiales. El evento tuvo la mejor atajada
de la historia, un cabezazo contra el suelo de Pelé, que inmor-
taliz6 a Gordon Banks. Fue en este mundial que por primera
vez se transmitieron imagenes a color para el resto del plane-
ta, los satélites habian llegado para quedarse. Y una final en
la que se enfrentaban el bien y el mal, el jogo bonito contra el
catenaccio, y como en las historias felices, gand el bien [8].

Figura 3: Brasil 70, el mejor equipo en la historia de los mun-
diales.

Si tuviéramos que elegir cdal ha sido la mejor edicién del
Congreso Internacional de Matematicos, con seguridad, y al
margen de los fanatismos, dirfamos que fue el segundo, Paris
1900. Por sobre todas las cosas, porque en aquella ocasién
el comité organizador del evento, encargd a uno de los ma-
tematicos mds prominentes del momento, David Hilbert, pa-
ra que redactara una lista de problemas que sefialaran el ca-
mino que los mateméticos debian recorrer en el siglo que re-
cién vefia la luz. Fue de tal trascendencia aquella lista, que al
poco tiempo de la conferencia en la que Hilbert la presentd, ya
se denominaban los 23 problemas de Hilbert [13], la solucién
de algunos de ellos llevé a la invencién de nuevas ramas de
la matematica, requiri6 el esfuerzo de algunas de las mentes
mds brillantes del siglo XX, llevé las matemadticas a campos
de aplicacién insospechados, y lo més increible, 118 afios des-
pués, algunos siguen sin solucién [9].

3. Elsanto grial.
El éxtasis en una copa del mundo llega unos minutos después

de la gran final, cuando el capitdn de la seleccién ganadora
levanta el trofeo mds codiciado del planeta. Desde Uruguay
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Figura 4: La hipdtesis de Riemann es el problema sin resolver
mds famoso en las matemdticas. En la lista de problemas de
Hilbert era el niimero 8. El problema consiste en demostrar
que la parte real de cualquier cero no trivial de la funcion
zeta de Riemann es 1/2.

1930 hasta México 1970, se entregaba el trofeo Jules Rimet,
pero en aquel afio, en el cual Brasil se convirtié en el primer
tricampeo6n, el trofeo se le entregd a perpetuidad, y la FIFA
disefio un nuevo trofeo, conocido como Copa Mundial de la
FIFA, el cual se sigue entregando hasta nuestros dias. En las
primeras ediciones del Congreso Internacional de Mateméti-
cos no se hacian distinciones particulares, el solo hecho de ser
parte del evento era y es un honor. Pero en la séptima edicién
de 1924 realizada en Toronto, un matematico francés llamado
John Charles Fields, quien a la vez era el anfitrién principal,
al ver que los recursos destinados para la organizacién del
evento no habian sido gastados en su totalidad, sugirié6 que
dicho dinero fuera utilizado para la creacién de un premio en
reconocimiento a la labor de un matematico. Fields murié en
1932, justo en el afio en el que se celebraria el noveno Con-
greso Internacional, pero en un ultimo esfuerzo por impulsar
su idea, decreté en su testamento que se legara su herencia pa-
ra financiar este premio. Fue asi que en ese afio en Zurich, al
final del ICM, se nombré un comité presidido por Costantin
Caratheodory para establecer de una vez por todas el premio,
que se llamaria Medalla Fields en honor de quien mds insistié
en su creacioén. En el décimo Congreso Internacional de Ma-
temadticos de 1936 en Oslo, se otorgd a dos matematicos, por
primera vez la Medalla Fields, ellos fueron el estadounidense
Jesse Douglas, quien resolvié un famoso problema, que entre
otras cosas, describe como se forman las pompas de jabdn,
y el gran matemdtico finlandés Lars Ahlfors, el no necesita
presentacion.

La siguiente entrega tuvo que esperar catorce afios, al igual
que la copa del mundo, los dos eventos se vieron interrum-
pidos por el terrible impacto de la Segunda Guerra Mundial.
Brasil 50 para la Copa Mundial, Cambridge USA 50 para el
Congreso Internacional de Matematicos, y desde entonces ca-
da cuatro afios hay una cita para estos dos eventos. Brasil 50
tiene nombre propio, Maracanazo, y Cambridge 50, bueno, las
matemadticas son un poco menos pasionales. Hasta la fecha la
Medalla Fields se ha entregado en 60 oportunidades y la copa
del mundo se ha levantado en 21 ocasiones.

4. Mas que un club.

El futbol es un juego de equipo, pero es inevitable que den-
tro de cada equipo alguien sobresalga mds que los demds, y



Figura 5: Jesse Douglas fue galardonado con la Medalla
Fields por su trabajo sobre el problema de Plateau, el cual
consiste en que dada una curva cerrada en el espacio, se de-
be hallar la superficie que contiene esta curva y tal que el
drea abarcada por la curva sea minima.

asi, usualmente, cada equipo tiene una figura prominente. En
la historia de los mundiales, en cada edicién sobresale un ju-
gador en particular, no necesariamente del equipo campedn,
aunque hay que decir que en este caso, de hecho, hay un ju-
gador de todos los mundiales, Pelé. Es el tnico jugador que
ha ganado tres copas del mundo, la primera cuando sélo tenia
17 afios, siendo el jugador mds joven que ha sido campeén
del mundo, gracias al titulo de Brasil en Suecia 58, el cual
retuvieron en Chile 62, que llevo a Pelé a ser el mas joven bi-
campeon del mundo de la historia, y curiosamente, es el tinico
que ha ganado la copa del mundo bajo el apelativo de vete-
rano, esto fue en México 70 a los 30 afios, justo un afio antes
de retirarse de la seleccion de Brasil. La lista la podemos con-
tinuar con Maradona en México 86, Lothar Matthaus en
Italia 90, Xavi e Iniesta en Sudafrica 2010, Paolo Rossi en
Espaiia 82, Beckenbauer en Alemania 74, Zidane en Francia
98, Garrincha en Chile 62 y un largo etcétera.
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Figura 6: Edson Arantes do Nascimento, mds conocido como
Pelé, ha sido el mejor jugador en la historia de los mundiales.

Las matematicas son un juego individual, por lo menos, en
cuanto a los grandes resultados que la componen, desde tiem-
pos antiquisimos, estos han sido producto del ingenio de una
mente singular, cuya influencia posteriormente permea a to-
dos los demaés. En Ia historia de los Congresos Internaciona-
les de Matematicos, en cuanto a galardonados con la Medalla
Fields, podemos hablar de algunos que han sobresalido mas
que otros: el primer galardonado de nacionalidad japonesa
Kunihiko Kodaira, en Amsterdam 1954, dentro de sus mu-
chos logros se destacd el ser responsable de la resurreccién
de la geometria con un nuevo lenguaje y nutrirla de técnicas
de andlisis, de su ingenio se desprenden el famoso «teorema
de anulacion de Kodaira» para variedades complejas compac-
tas y el «teorema de inmersién de Kodaira» para variedades
kiahlerianas compactas de clase entera (ver [11]).

Figura 7: En matemdticas variedad es un término para ca-
racterizar objetos como curvas, superficies y sus similares en
dimensiones mayores. En palabras simples una variedad es
un objeto que localmente posee las mismas propiedades que
el espacio Euclidiano n dimensional.

René Thom, galardonado en Edinburgo 1958, se destacé por
tratar de explicar matematicamente las catdstrofes y estable-
cer las bases de la teoria del caos, también por introducir el
concepto de cobordismo en topologia, en un evento de ma-
temdticos uno de sus colegas dijo, «gracias a René por to-
das las puertas que abrid, pero sobre todo, gracias por todas
las que dejé medio abiertas» [4]. John Milnor, galardona-
do en Estocolmo 62, principalmente por estudiar una propie-
dad diferenciable de esferas en dimension siete, pero en ge-
neral, todo lo que lleve su nombre se caracteriza por elemen-
tos de sorpresa y belleza suprema. En la literatura cientifica
se encuentran esferas exéticas de Milnor, fibraciones de Mil-
nor, nimero de Milnor, teoria kneading de Milnor-Thurston y
ademads existe una Conjetura de Milnor en teorfa de nudos, en
teoria K, en teoria combinatoria de grupos y en dindmica ho-
lomoérfica. Ademads de sus resultados, los libros que ha escrito
son de culto y obligatoria consulta. Alguien escribi6 sobre él
«su prosa matemdtica es simple, sobria y sumamente bella.
Su estilo en prosa es para las matematicas lo que Hemingway
es para el inglés o Simenon para el francés.» [2]. Alexan-
der Grothendieck, galardonado en Moscu 1966, es princi-



Figura 8: El dibujo mds representativo del caos, las trayecto-
rias del atractor de Lorenz, asemejan las alas de una mari-
posa. De ahi la frase acuriada «el aleteo de una mariposa en
Japon, puede producir un huracdn en Hawai».

palmente conocido por sus «nadie sabe exactamente cudntos
aportes a la matematica tedrica», lo que si es seguro, es que
fue el matematico mas brillante del siglo XX, y un dia, cuan-
do todo lo que escribi6 sea entendido, estard en el olimpo de
las matemadticas. Ademds de sus aportes cientificos, se des-
tacd por su férrea personalidad contra el statu quo cuando la
Real Academia de Ciencias Sueca lo galardoné con el pre-
mio Crafoor, lo rechazé diciendo «dado el declive en la ética
cientifica, participar en el juego de los premios significa apro-
bar un espiritu que me parece insano». William P. Thurston,
galardonado en Varsovia 1983, es el gedmetra mds importante
e influyente de los ultimos 50 afios, sus aportes a la teoria de
variedades y fibraciones son trascendentales, pero sobre todo,
fue €1 quien mostré que la geometria hiperbdlica prevalece en
el mundo. Cuando su libro Three-dimensional geometry and
topology fue premiado por la AMS, se hizo bajo la cita «La
de este texto es una matemdtica emocionante y vital. El li-
bro de Thurston es casi tnico en la comprensién intuitiva de
las ideas geométricas sutiles que proporciona. Ha sido enor-
memente influyente, tanto para estudiantes de posgrado como
para investigadores experimentados. Ciertamente, el ejército
de personas que estdn trabajando en el programa de geometri-
zacion consideran este libro como la inspiracion inicial para
su trabajo. Un libro que ha desempefiado un papel tan impor-
tante y dindmico en las matematicas modernas es eminente-
mente merecedor del Premio del Libro AMS» [6, 7]. Edward
Witten, galardonado en Kioto 1990, es el dnico fisico que
ha ganado la Medalla Fields, y esto en reconocimiento a sus
trabajos con un alto contenido de elementos de geometria y si-
metrias en teoria cudntica de campos que han llevado al desa-
rrollo de sofisticadas ideas para explicar nuestro universo, co-
mo la teoria de cuerdas. Terence Tao, galardonado en Madrid
2006, es simplemente un genio, es el participante mas joven
de la historia de la Olimpiada Internacional de Matematica,
fue por primera vez en 1986 con 10 afios y gané una medalla
de bronce, en los dos afios siguientes también fue el més jo-
ven y gan6 medalla de plata y oro. Obtuvo el grado de doctor
en matematicas a los 20 afios en Princeton. Se dice que es un
solucionador de problemas, cuyo espectacular trabajo ha teni-

Figura 9: El modelo mds conocido de la geometria hiperboli-
ca, es el disco de Poincare. El infinito se encuentra en el borde
del disco. Aqui en una famosa representacion del artista Es-
cher.

do un impacto en areas tan diversas de las matematicas como
Andlisis de Fourier de orden superior, la conjetura de Dirac-
Motzkin, la ecuacion de Navier-Stokes, brechas en nimeros
primos y el problema de discrepancia de Erdds que resolvid
en 2015. No hay otro matematico contemporaneo con contri-
buciones tan impresionantes en dreas tan dispares. Su blog en
Internet What’s new, es una delicia.

Figura 10: Terence Tao a la edad de 10 arios, discutiendo un
problema matemdtico con Paul Erdds, uno de los matemdticos
mds singulares del siglo XX.

Cédric Villani, galardonado en Hyderabad 2010, por sus tra-
bajos en el campo de las ecuaciones diferenciales parciales,
en particular por sus aportes en amortiguamiento de Landau
y la ecuacién de Boltzmann. En la actualidad es uno de los
mayores divulgadores de las matematicas a todo nivel, y pro-
bablemente, el mateméatico mds conocido del planeta debido
a sus numerosos e influyentes videos en YouTube. Artur Avi-
la, galardonado en Seil 2014, es el primer latinoamericano en
obtener la medalla Fields, de hecho toda su carrera hasta obte-
ner el doctorado por parte del Instituto de Matematica Pura y
Aplicada IMPA, la realizé en Brasil, hoy en dia es el director
de dicho instituto. Su trabajo mds celebrado ha sido en siste-



Figura 11: Simplemente, Cédric Villani.

mas dindmicos, también se le conoce por resolver un famoso
problema cuyo premio eran 10 martinis. Maryam Mirzak-
hani, galardonada en Seul 2014, es la primera mujer en la
historia en recibir esta distincién. Gan6 dos veces la medalla
de oro de la Olimpiada Internacional de Matemadtica, en 1995
lo hizo alcanzando un puntaje perfecto. Su carrera se destacod
por poner la geometria al servicio de los sistemas dindmicos
y viceversa, realizando contribuciones fabulosas en el estudio
de superficies hiperbdlicas, a su vez, aplicadas al estudio de
los billares. Murié de cancer en 2017 a la edad de 40 afios [1].

Figura 12: La belleza de las matemdticas solo se revela a sus
seguidores mds pacientes... Maryam Mirzakhani.

5. Reyes sin corona.

En el futbol no siempre gana el mejor. Johan Cruyff fue el ca-
pitén de la seleccién holandesa en Alemania 74, el archifamo-
so equipo conocido como la naranja mecénica. Johan fue tres
veces ganador del Balén de Oro de la FIFA, el mejor futbolis-
ta de sus tiempos y para muchos, el hombre més influyente en
la historia de este deporte. En aquel mundial, a pesar de lle-
gar a la final, no pudieron derrotar al equipo aleman. Michel
Platini es el segundo mejor jugador de la historia de Francia,
el primero es Zidane, aunque gano tres veces el Balon de Oro
y fue campedn de Europa con la seleccion francesa en 1984,
nunca logré alzar el trofeo de campedn del mundo a pesar de

asistir a tres mundiales. Paolo Maldini es considerado el me-
jor defensor de todos los tiempos, pese a sus 7 titulos de Serie
Ay sus 5 trofeos de la Liga de Campeones con el Milan, equi-
po que retird la camiseta nimero 3 que siempre utilizé, nunca
pudo hacer historia con Italia en los Mundiales.

Figura 13: Messi, la copa se escapa una vez mds.

Lionel Messi, simplemente el mejor jugador de la historia del
fatbol, en tres mundiales consecutivos se ha quedado sin el
titulo de campedn para su pais Argentina. En matematicas,
no siempre gana el mejor. Posiblemente uno de los problemas
mds importantes en la historia de las matematicas es el ulti-
mo teorema de Fermat, un resultado de teoria de nimeros que
dice: Si n es un niimero entero mayor que 2, entonces no exis-
ten niimeros enteros positivos x,y y z, tales que se cumple la
igualdad

xﬂ+yn:Zﬂ

El teorema, que en realidad fue una conjetura desde 1637,
cuando Pierre de Fermat lo dio a conocer sin demostracién
alguna, fue completamente demostrado hasta 1995 por el ma-
tematico ingles Andrew Wiles, nada mas 358 afios después.
La primera vez que Wiles anunci6 su demostracién, lo hizo
en una serie de conferencias en el Insituto Isaac Newton en la
Universidad de Cambridge, justo en el limite de edad estipu-
lado para recibir una Medalla Fields, que como se establecio
desde 1966 debia ser de 40 afios, si todo estaba bien, seria
sin lugar a dudas galardonado en el Congreso Internacional
de Matematicos de Ziirich de 1994. Sin embargo, en una pri-
mera revision se encontr6 un error en la prueba de Wiles, para
cuando logré subsanarlo y la comunidad matemaética aceptd
la demostracion, ya era 1995, tenia 42 afios, nunca recibi6 la
medalla Fields. Sin embargo es considerado uno de los mas
grandes matemdticos contemporaneos [9]. André Weil fue
uno de los mds grandes matemdticos del siglo XX, ni mas
ni menos fundador del grupo Bourbaki, aporté en numerosas
areas, principalmente en geometria algebraica, suyos son el
teorema de Mordell-Weil, la cohomologia de Galois, la prue-
ba del teorema de Riemann-Roch, la prueba de la hipétesis de
Riemann para funciones zeta locales, los espacios uniformes
y la conjetura que lleva su nombre llevé a resultados impre-
sionantes a varios matematicos destacados. Todo apunta a que
por disputas regionalistas dentro de los directivos de la Unién
Matematica Internacional no fue galardonado [3]. Vladimir



Arnold, simplemente un Messi de las matematicas, de hecho,
si quieres ser matematico, empieza leyendo cualquier cosa de
Arnold. ;Por qué nunca fue medallista Fields?, sélo podemos
decir, que las matemadticas son hechas por seres humanos, a
pesar de que estas son exactas, aquellos no lo son tanto.

6. La anécdota.

El primer trofeo de la Copa Mundial de la FIFA, y que se en-
tregd a los campeones de este torneo hasta 1970, es conocido
como Copa Jules Rimet, cuyo disefio es la imagen alegérica
de Niké, la diosa griega de la victoria. A pesar de las usua-
les medidas de seguridad que se toman al exhibir objetos tan
codiciados, fue robado dos veces. La primera un 20 de marzo
de 1966 en Londres, sin embargo, el 27 del mismo mes una
mascota de nombre Pickles, lo encontrdé mientras su duefio le
daba un paseo en un parque. Nunca se supo nada acerca de los
autores del robo, ni por qué fue abandonado posteriormente.
Como Brasil gané por tercera vez el mundial en 1970, obtuvo
la posesion definitiva del trofeo Jules Rimet, y un 20 de di-
ciembre de 1983 fue robado de la sede de la Confederacién
Brasilefia de Fitbol y pocos dias después cuatro argentinos
fueron detenidos por el robo y confesaron haberlo fundido
para obtener el oro del que estaba hecho. Sin embargo afios
después uno de ellos cambid su declaracién, indicando que
el trofeo habia sido robado por encargo y que no sabia nada
de su paradero. Hasta el dia de hoy no se sabe realmente que
ocurri6 con el trofeo.

Figura 14: La Copa Mundial de la FIFA y la Copa Jules Ri-
met.

El premio que otorga el Comité Internacional de Matemaéticas
cada cuatro afos en el congreso Internacional de Matemaéti-
cos es la medalla Fields, la cual fue disefiada por Robert T.
McKenzie en 1933. Es una medalla enchapada en oro, en una
cara tiene la cabeza del matematico griego Arquimedes y la
inscripcién «Transire suum pectus mundoque potiri», que tra-
duce: Ir mas alld de uno mismo y dominar el mundo. En la
otra cara tiene la figura de una esfera inscrita en un cilindro y

la inscripcién «Congregati ex toto orbe mathematici ob scrip-
ta insignia tribuere», que traduce: los matematicos de todo el
mundo se reunieron para dar esta medalla por escritos exce-
lentes.

Figura 15: El mensaje en la Medalla Fields. Escribir correc-
tamente en matemdticas, la demostracion suprema del enten-
dimiento.

Aunque la medalla esta avaluada en unos 5000 dolares, apa-
rentemente es s6lo del interés de la comunidad matematica,
y en una exhibicién o entrega las medidas de seguridad en
torno a ella no deberian ser muy excesivas, esto dejo de ser
asi desde el dltimo Congreso Internacional de Matematicos,
en Rio de Janeiro 2018. Increiblemente a uno de los galardo-
nados, Caucher Birkar, le fue robada la medalla, mientras
se tomaba algunas fotos con colegas y fanaticos. A pesar de
que los aparentes culpables del robo quedaron registrados en
las cdmaras de seguridad, la medalla no fue recuperada y el
comité organizador, en el quinto dia del evento, realiz6 una
ceremonia de reposicion de la medalla, lo cual convierte a
Birkar, en el inico matematico en haber recibido la Medalla
Fields dos veces.

7. El epilogo.

Hoy en dia la FIFA es la corporacion deportiva mas poderosa
e influyente del planeta, y a pesar de que constantemente esta
rodeada por un manto de oscuridad y corrupcidn, ha conver-
tido a su torneo insignia, la Copa Mundial, en el evento de-
portivo mds importante en el planeta. En contraste, la Unién
Matematica Internacional es una corporacion cientifica mas,
de hecho, desconocida para muchos de los mateméticos del
mundo. Su evento insignia, el Congreso Internacional de Ma-
tematicos, en los ultimos afios no trasciende mas alla del mor-
bo por saber quién ganara la Medalla Fields, la cual, fuera del
circulo matematico, es usualmente acuilada como el Nobel de
los matemadticos, como si este reconocimiento por s{ mismo
no fuera suficientemente trascendental para la humanidad. En
contraste, las matemadticas por si mismas permean cada vez
mas a todos los estamentos del pensamiento, ya no son sélo
una curiosidad de tablero (de hecho nunca lo han sido), estan
presentes en todas las actividades cientificas y quienes la ejer-
cen ya no son bichos raros, ahora estdn a la vanguardia en el



mundo laboral. La Unién Matemética Internacional y, en ge-
neral, los matematicos del mundo, estamos en deuda con las
matematicas, debemos pensar cémo evangelizar matematica-
mente a todo el mundo... Después de todo, eso, pensar, es el
mayor espectaculo del mundo.
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1. Introduccion

Sumar es una de las operaciones fundamentales en la ma-
tematica. Dados cualesquiera dos niimeros reales (o comple-
jos), se puede obtener un tercero, igual a la adicién entre los
dos. Si se dota a R (los reales, el conjunto que contiene a todos
los nimeros) con la suma y el producto, se obtiene el cuerpo
(R,+,-), con todas las propiedades naturales de la suma y el
producto de nimeros, con las que el lector estard familiariza-
do.

A pesar de la simplicidad de esta operacion, se pueden definir
objetos muy interesantes con ella. Sin embargo, antes de ver
uno de estos, primero se debe conocer qué es una sucesion, y
algunas de sus propiedades.

1.1.

Definicion 1.1 (Sucesién infinita). Una sucesion infinita es un
conjunto de niimeros indexados mediante niimeros naturales
(0,1,2,3,...), y se denota como

Sucesiones

{an}n€N7
con ay, siendo el elemento n—ésimo de la sucesion.

Se suele definir la sucesién como una funcién cuyo dominio
es N[1], es decir, es una asignacién de elementos desde los
naturales hasta un conjunto de nimeros; vale la pena observar
que ambas definiciones son equivalentes, puesto que indexar
elementos en un conjunto es construir una funcién que le asig-
na a cada nimero natural un elemento del conjunto. Algunos
ejemplos de sucesiones son:

Ejemplo 1.1. La sucesion de los niimeros naturales, definida
como
ap =n.

Es decir, el elemento n-ésimo de la sucesion es el natural n.
Los elementos de esta sucesion son:

0,1,2,3,4,...
Ejemplo 1.2. La sucesion

1
T n+1°

an
Explicitamente, los elementos de esta son:

1

7 ) ) 00

N —
Q| —
-

*Estudiante de matematicas, Fundacién Universitaria Konrad Lorenz.

Trabajar con estos elementos infinitos puede parecer engorro-
s0, pero si se define adecuadamente sus propiedades, se pue-
de llegar a resultados elegantes. La primera definicién natural
proveniente de las sucesiones es la idea de convergencia. In-
tuitivamente, podemos decir que la sucesion del ejemplo 1.2
tiende a cero cuando n es cada vez mds grande. Una manera
alternativa de decir la proposicidn anterior es:

Para cualquier niimero mayor que cero € se puede encontrar
un natural de modo que a, = # sea menor que E.
Recomiendo que se tome un tiempo para ver que ambas pro-
posiciones significan lo mismo. Formalmente, esta proposi-
cién se sustenta gracias a la propiedad arquimediana, enun-
ciada a continuacién

Proposicion 1.1 (Propiedad arquimediana [2]). Si a,b € R
son nimeros reales con a > 0 (a mayor que cero), entonces
existe un niimero natural n tal que

na > b.

Con esta idea intuitiva de convergencia, se procede a definirla
en términos estrictos.

Definicion 1.2 (Convergencia de una sucesion). Una sucesion
converge hacia r si para todo € > 0, existe un n € N tal que
para todon' > n

lay —r|< &.

Con esta definicién, se pueden llegar a resultados que co-
rresponden al andlisis matematico, como las sucesiones de
Cauchy y la completez de un conjunto. Para los objetivos del
texto basta con saber qué significa que una sucesion converja
a algo, para definir una serie.

1.2. Series

La idea de sumas infinitas nace con las paradojas de Zendn,
cuando se empieza a inquirir acerca del espacio o tiempo in-
finitamente divisibles. Un ejemplo de esto es la suma de los
inversos de las potencias de 2,

1 1 1 1

2+4+8+ 16+'”’
que geométricamente deberia converger a la unidad, porque
dicha suma se puede ver como la suma de fracciones del 4rea
de un cuadrado, como indica la figura 1.
(Pero como saber si una serie (suma infinita) converge? Ob-
serve que una serie puede definirse como una sucesién de su-
mas parciales, como se expone a continuacion
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Figura 1: Suma geométrica[3].

Definicion 1.3 (Serie). Considere la sucesion {a, }nen. De-

cimos que la serie asociada a esta sucesion es la sucesion
{bn}nen, donde

n
bn = Za,-.
i=0

La serie de esta sucesion se denotard como
.
Y a
n=0

n
Nota: El simbolo ) representa la suma desde i = 0, pasando
i=0
pori=1,2,...,ndelo que esté adentro de él. Por ejemplo,

n
Zai:ao+a1+a2+-~~+an.
i=0

Y dado que se defini6 una serie como una sucesion de sumas

parciales, la convergencia de sucesiones se extiende para la

convergencia de series, es decir:

Una serie Y, a;. converge a r si para todo € > 0, existe un
i=0

niimero n € N tal que para todo n' > n ocurre que

<E.

n/
$a-r
i=0

La serie con la que empezamos la discusion,

iy |
L5

n=0

|

resulta converger a uno, como se espera de la representacion
geométrica de la misma. Dediquese a confirmar que la defini-
cién de serie coincide con la suma explicita de los inversos de
las potencias de dos. Para verificar que la serie efectivamente
converge, se usa una truco matemdatico conocido como suma
telescopica. Definase

N =
™=
02| =

S, =
0

4

y mediante operaciones basicas se obtiene que
1 1 1
si(1-3) =5 (1-31):

1

de modo que

Observe que la sucesioén {S,},en converge a 1, como es de
esperarse. Con estas herramientas y después de haber practi-
cado con ellas con la serie geométrica, se puede ir de lleno al
tema central de este texto, la serie armonica.

2. Serie Armonica

Debe su nombre al concepto de sobretonos, o arménicos en
la escala musical: la longitud de onda de los sobretonos de
una cuerda vibrante son %, %, %, etc., de la longitud de onda
fundamental de la cuerda. Matematicamente se define como

Observe que es la serie asociada a la sucesion del ejemplo 1.2.

2.1.

La serie arménica crece tan lentamente que uno puede llegar a
pensar que converge, si uno suma el primer millén de términos
de la serie no obtiene mds de 15. Sin embargo se probard que
no es asi.

Para ello, se supondrd que converge y se llegard a una con-
tradiccién. Este método es bastante usado en la matematica
contempordnea, y se fundamenta en suponer que lo que se
quiere probar no ocurre, llegando a una imposibilidad 16gi-
ca, con lo que se concluye que lo que uno quiere probar debe
ocurrir para evitar absurdos.

Suponga entonces que la serie arménica converge a un valor,
digamos A, de modo que

Divergencia de la serie armonica

2 3 4
2 2 2 2
- +Z+8+§+'
G G GG



lo cual es una contradiccion, porque ningiin nimero puede ser
mayor que él mismo. Asf, la serie armonica diverge[5].

2.2. Series sub-armoénicas

Dada la divergencia de la serie arménica, cabe preguntarse si
se pueden tomar elementos de la sucesion con la que se cons-
truye la serie arménica para que su subserie converja. Es claro
que si se toman los inversos de los pares sigue divergiendo,
puesto que

1 1 1 1 1 1 1 &1
+7+7+~~:7(1+7+7+7+...>:727.
2n=1n

* 8 2\ 2 3 4

| —
)=
@)}

Es decir, se retorna a la serie arménica. Lo mismo sucede
con la subserie arménica conformada por los inversos de los
ndmeros impares. El lector atento habra observado que la se-

rie geométrica
o 1
Yo
n=1 2

es también una subserie de la serie armoénica. Como se probo
antes, esta si converge. En general, cualquier serie de la forma

converge si |x|< 1!. Otra subserie realmente interesante es la
de los inversos de los nimeros primos. La densidad de los
ndmeros primos es cada vez mds pequeia mientras se avanza
hacia adelante en los naturales, pero esto no impide que

Z 1
p es primo p

diverja. Euler y Erd6s tienen las pruebas mds geniales de este

hecho, pero el nivel de estas escapa del propdsito divulgativo

del presente texto. Basta con que el lector sepa que

p<n 1 n—so0
Z — —— In(In(n))
p es primo

Es decir, la suma de los inversos de los primos menores que
un nimero n tiende més a ser el logaritmo del logaritmo de
n[5], cada vez que n se hace mas grande. En el limite cuando
n — oo, In(In(n)) diverge. El logaritmo es una de las funcio-
nes crecientes usuales de mas lento crecimiento, por lo que
el logaritmo del logaritmo es muchisimo mas lenta en crecer.
Asfi, la subserie de los inversos de los nimeros primos diverge,
pero muy lentamente.

Otro resultado que vale la pena mencionar, pero que no se
probard, es que si se considera la subserie conformada por los
inversos de los nimeros que no contengan un digito (conoci-
das como series de Kempner), digamos el 7, dicha subserie
si converge.

'El valor absoluto de un niimero x es —x si x es negativo, y él mismo si
no lo es.

Y por tltimo, si se considera la serie arménica oscilante:
- (=D
n;) n+1’
se puede demostrar que converge mostrando que el logaritmo
de x+ 1 se puede escribir como

oo

n
In(x+1) = Z(_1)"+1%,
n=1

y que esta serie converge para x = 1, de modo que

ot n+1

2.3. Constante de Euler-Mascheroni

Es imposible hablar de la serie arménica sin mencionar la
Constante de Euler-Mascheroni. Para introducirla, considere
la sucesion

{Sn— ln(n)}nENf{O}u

n
donde S, = )}, % Esta sucesion es decreciente y estd acotada
i=1
por debajo por 0. Es decir, para todo n € N— {0},

Sy —In(n) > 0.

Algo que no se comentd, pero que es facil de demostrar
e intuitivo es que toda sucesién creciente (decreciente) y
acotada superiormente (inferiormente) converge. Asi, {S, —
In(n)}nen—{o) converge a un valor que se denotard como ¥, y
se escribird de la siguiente manera

Y= ,}I_I&S" —In(n)

Y es aproximadamente 0,577. El interés particular de este
ndmero es que su naturaleza se desconoce. No se sabe si es
racional o irracional, la caracteristica mas relevante de cual-
quier nimero real.

3. Una generalizacion: Las p-series

Si se cree que se tuvo suficiente con la serie arménica y sus
derivados, uno se puede preguntar acerca de la naturaleza de
las series de la forma
|

n=1 nt’
donde k es un nimero natural mayor que 1. Es claro que con
k =1 se obtiene la serie arménica. Como primera aproxima-
cién al problema, se analizard el caso en el que k = 2. Primero,

observe que esta serie converge, porque

1
- <1+
ngln2 ng'z”("*l)
> 1 1
B G
+n§‘2n—ln
1
=1+1- 1lim -
n—oo n

=2.
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La primera linea encuentra justificacién debido al hecho na-
tural de que si se tiene un nimero natural mayor que dos n,
ocurre que n> > n(n— 1) (recomiendo que haga ejemplos para
convencerse de este resultado). Con esto se deduce que

1
n2

1

< nn—1)"

De la segunda a la tercera linea se us6 de nuevo el truco de las
sumas telescdpicas, verifique por qué.
Asi, como se menciond cuando se hablé de la Constante de
Euler-Mascheroni, dado que la sucesién de sumas parciales
es creciente y se encuentra acotada (en este caso por 2), la
serie debe converger. Cronolégicamente, la familia Bernoulli
(la familia mas prolifica de matemadticos) demostré que la se-
rie converge, pero no a dénde. Este problema adquiri6 fama,
conociéndose como el problema de Basilea, una ciudad suiza.
Euler, mediante las funciones trigonométricas y su expansion
en series de potencias, concluyé que la serie debe converger a
2
=
Serfa un buen ejercicio que el lector intentase entender el es-
quema de la prueba, puesto que solamente requiere trigono-
metria y series de Taylor, pero con esta introduccién al con-
cepto de series, el lector dominard velozmente las series de
Taylor.
La idea de Euler era genial, pero no contaba con la suficien-
te rigurosidad matematica cuando fue publicada, por lo que
existen otros métodos mds formales como los asociados a las
series de Fourier, que si requieren de matemdtica universita-
ria.
Volviendo al tema central de esta disertacion, se observa que

)
n=1

converge para k = 2. Pero como

1
nk

1
n2

1

n77

con k > 3, esta serie debe converger siempre que k > 2. La
pregunta natural sigue siendo adénde. Aqui se encuentra uno
de los grandes misterios de la matematica. Euler demostré que

en el caso de que la potencia sea par, digamos, k = 2m, con
m < 1, se tiene que

| (2m)>m
202m)l ™

oo 1 B
L = "
pe

donde By, es el nimero de Bernoulli 2m—ésimo. Aconsejo
que el lector se familiarice con estos nimeros y con la ope-
racion factorial. En contraste, si la potencia es impar, se des-
conoce adonde converge la serie de manera explicita. Se sabe
que para kK = 3 es un numero irracional, nada més. Este es
ciertamente uno de los problemas abiertos mds interesantes
referentes a las series.
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Figura 2: Funcién Zeta de Riemann graficada en el plano
complejo cerca al origen usando la técnica de dominio
coloreado[7].

4. Mas alla: La funcion Zeta de Rie-
mann

Si no esta satisfecho con el nivel de complejidad de las p-
series, cambie la potencia natural de ellas por un nimero com-
plejo arbitrario, y definird la funcidn zeta de Riemann:

Definicion 4.1 (Funcién Zeta de Riemann). La funcion zeta
de Riemann o funcion zeta de Euler-Riemann {(s), se define
sobre los complejos como sigue

E(s) = flnl

Es decir, s es un niimero complejo.

Observe que

por lo que la Funcién Zeta de Riemann es una generalizacién
de la serie armodnica. Varias de las propiedades de esta funcién
requieren herramientas matematicas sofisticadas; de hecho, en
ella reposan las inquietudes mas grandes de la matematica,
como la Hipétesis de Riemann, que supone que los ceros de
esta funcién (no triviales) se encuentran en una regiéon bien
determinada del plano complejo.

Puede parecer un problema abstracto, pero detrds de este meo-
llo se podrian encontrar pistas de la distribucion de los nime-
ros primos en los naturales, y como se sabe los nimeros pri-
mos tienen un sinfin de aplicaciones.

Afortunadamente, a este nivel se puede demostrar una de las
multiples conexiones de la Funcién Zeta de Riemann con los



nimeros primos; para ello, considere los primeros términos
de la serie

TN T LR T S T
(W) =l+t ettt ottt ot

25 35‘ 4S SS 6S 75 85‘ 9S ( 1 )

Si se multiplica la anterior expresion por s8¢ obtienen todos

los términos pares de la serie,

1 1 1 1
—_ = — —_— - 2
% (s) »tet & + (2)
Restar las ecuaciones (1) y (2) resulta en
1 1 1 1
(1**23)5(”:”;ﬁ;ﬁﬁ*"' 3)

1
Y si aesta se le resta (S)T’ todos los multiplos de 3 se irén,
de modo que el resultado dard

(1-5)6 ~¢@5 = (1-5) (1 - 5)¢6) @

Realizando de manera iterativa este procedimiento con todos
los nimeros primos se obtiene la siguiente expresion:

(o I (1-5) =1

p es primo

1
1— l/p‘v

(o= 11

p es primo

que relaciona a la Funcién Zeta de Riemann con los nimeros
primos.

Nota: El simbolo [] denota producto de todo lo que esté den-
tro, con el indice que corresponda. Itera del mismo modo que
Y, pero en vez de sumar multiplica.

Después de toda esta discusion, se puede concluir que la se-
rie armonica es el cimiento de conceptos matematicos mucho
mas elaborados e interesantes, como lo son la Constante de
Euler-Mascheroni y la Funcién Zeta de Riemann. Sin embar-
g0, no por esto deja de ser relevante y enriquecedor estudiarla,
puesto que posee propiedades atractivas, y seguramente es el
campo de juego ideal para las personas que apenas se introdu-
cen en las sumas infinitas.
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