N
NN

[ ]
e
a
Z

N
OoN
(O
i
N
IN
N
[

'''''

vy

MATEMATICO

(o L S
‘ » . R e
i) "\,'.V’~\~:.~.

; =

N

N

5 \
()

o Vo0t

~

PASKIN

KONRAD
LORENZ

FUNDACION UNIVERSITARIA

Vol. 7 \

No. 1 N\

N

N



PASKIN MATEMATICO

https://editorial.konradlorenz.edu.co/paskin-matematico.html

e-mail; paskin@konradlorenz.edu.co

Editor

John A. Arredondo

Fundacién Universitaria Konrad Lorenz
alexander.arredondo@konradlorenz.edu.co

Comité Editorial

Ruth Alejandra Torres Julian Jiménez Cardenas
Fundacion Universitaria Konrad Lorenz Universidad de los Andes
rutha.torresr@konradlorenz.edu.co jo.jimenezc1@uniandes.edu.co
Camilo Ramirez Maluendas Andrés Mauricio Rivera
Universidad Nacional de Colombia Pontificia Universidad Javeriana
Sede Manizales Sede Cali
camramirezma@unal.edu.co amrivera@javerianacali.edu.co
Leidy Catherinne Sanchez Jesus Mucifio
ScotiaGBS del grupo Scotiabank Centro de Ciencias Matematicas UNAM-Morelia
leidy.sanchez@scotiabank.com muciray@matmor.unam.mx

Esta publicacion puede ser difundida y reproducida con fines académicos y cientificos por
todos aquellos que tengan a bien hacer un correcto uso de su contenido.

ISSN 2665-2471

Fundacién Universitaria Konrad Lorenz: Tel: (57 1) 347 23 11, Carrera 9 Bis No. 62- 43 Bogota —
Colombia, email: info@konradlorenz.edu. Caracter académico: Institucion Universitaria. Personeria
Juridica por Resolucién 18537 del 4 de noviembre de 1981 del Ministerio de Educacién Nacional.
Institucion de Educacion Superior sujeta a inspeccion y vigilancia por el Ministerio de Educacion Nacional
(Art. 2.5.3.2.10.2, Decreto 1075 de 2015).



EN ESTE NUMERO

*

m Carta del editor

= Mario Andrés Medina Barrera
- Ndmeros primos de la forma x? + ny? y casos particulares - pag. 1

= Alejandra T. Manotas
- ( Qué son las conicas?. - pag. 9

= Mariam Pinto Heydler y César Augusto Lara Santana

- Estimacion de un modelo de ecuaciones estructurales para informa-
lidad laboral - pag. 14

s Astrid Liliana Contreras Mendoza
- Multiestacionaridad e Inyectividad: Un enfoque desde la geometria
algebraica - pag. 23

= Leidy Catherinne Sdnchez
- MateKuento - pag. 32

*Paskin Matemitico Vol. 7 No 1 (2025)



A TODOS NUESTROS LECTORES

*

Me despido de la direccion de este proyecto, que siempre recordaré
COmoO una apasionante aventura matematica y, como casi todo en
matematicas, esta fue una aventura de amigos, de aquellos que siempre
creyeron y apoyaron el Paskin. Agradezco a todos los autores que
contribuyeron con sus articulos y a todos aquellos que los leyeron; sin
ustedes, el Paskin no habria tenido sentido.

Pero, por sobre todo, agradezco a Catherine, Julian, Camilo, Dayron,
Andrés y Jesus, amigos personales, creyentes, defensores y promotores
del Paskin.

Nos vemos en la proxima aventura matematica.

John A. Arredondo

*Paskin Matemitico Vol. 7 No 1 (2025)



NUMEROS PRIMOS DE LA FORMA x? 4 ny> Y CASOS
PARTICULARES

Mario Andrés Medina Barrera
marioa.medinab@konradlorenz.edu.co

1. Resumen

En este articulo se presentaran los resultados principales
de los niimeros primos de la forma x> + ny?, algunos ejemplos
de éstos y qué clases de nimeros primos famosos tienen esta
forma usando el software PARI/GP.

2. Introduccion

Los niimeros primos han sido materia de estudio por los
matemadticos por siglos, de donde han surgido resultados y
problemas que hoy en dia se siguen estudiando, tales como la
conjetura de Collatz, la conjetura de Goldbach, o el problema
de los primos gemelos. Una clase importante de primos son
los primos de la forma x*> +ny?, con n € Ny x,y € Z coprimos.
Estos primos han sido objeto de una extensa y profunda teorfa.

El origen del estudio de esta clase de primos se origina
de los carteos que tuvieron Pierre de Fermat y Marin Mer-
senne en el siglo XVII, tratando los casos especificos para
n=1,2,3,0seaprimos de la forma x> +y*, x> +2y%, x>+ 3y
Fermat y Mersenne estaban particularmente interesados en
encontrar una férmula general para determinar cudndo un
nimero de la forma p = x> 4+ ny* es primo con un n € N arbi-
trario. Este trabajo fue un importante punto de partida para el
desarrollo de lo que més tarde serfa conocido como la teoria
de las formas cuadraticas.

Posteriormente fue Leonard Euler el que demostr6 las
hipétesis que habia dado Fermat para los casos n = 1,2,3,
proporcionando demostraciones rigurosas de sus afirmacio-
nes. Estas hipdtesis serdn detalladas més adelante en el texto.

Mas tarde, Joseph-Louis Lagrange y Carl Friedrich Gauss
sistematizaron el estudio de estos primos a través de la teoria
de las formas cuadréticas binarias. Gauss, en particular, en su
obra Disquisitiones Arithmeticae, clasificé los nimeros pri-
mos que pueden ser de la forma x? + ny? para diferentes valo-
res de n, conectando estas representaciones con propiedades
aritméticas y cuerpos cuadraticos.

3. Conceptos preliminares

Para comprender la teorfa de los niimeros primos de la for-
ma p = x> +ny” en primer lugar debemos aprender algunos

"Estudiante de Matematicas, Fundacién Universitaria Konrad Lorenz, Bo-
gotd-Colombia

conceptos claves.

Definicion 3.1 (Divisibilidad): Sean d,b € Z, se dice que
b es divisible por d y se denota por d | b si y s6lo si existe un
k € Z tal que

b=d-k, ey

y se dice que d es un divisor de b.

Definicién 3.2 (Maximo comun divisor): Sean a,b € Z, y
sea d un divisor comun de a y b, se dice que d es al maximo
comun divisorde a 'y b si y sélo si

l.d|ayd]|b,
2. Sim es cualquier otro divisor de a y b, entonces m < d .

A lo largo de este articulo se usara la notacion

(a,b), )
para indicar el mdximo comun divisor de a,b € Z.

Definicion 3.3 (Nimeros coprimos): Sean a,b € Z, se dice
que a y b son nimeros coprimos o primos relativos si y s6lo
si (a,b) =1.

Definicion 3.4 (Congruencias [Ire90]): Sean a,b,n € Z' y
n # 0, se dice que a es congruente con b mddulo n y se denota
por

a=bmod(n), (3)

siysblosin|a—b.

Definicion 3.5 (Residuo cuadratico [Ire90]): Sean b,n € Z
y n # 0, se dice que b es un residuo cuadratico médulo n si y
sOlo si existe un x € Z tal que

x> = b mod(n). “4)

Definicion 3.6 (Relacién): Una relacién R de un conjunto
A a un conjunto B es un subconjunto del producto cartesiano
A X B, es decir, RC A x B, y se dice que a € A estd relacionado
conb € Bssi (a,b) €R.

Definicion 3.7 (Relacion de equivalencia): Una relacion ~
en un conjunto A, se dice que es una relacién de equivalencia
si cumple que

1. Para todo a € A, entonces a ~ a.
2. Paratodo a,b € A, si a ~ b, entonces b ~ a.

3. Paratodo a,b,c € A,sia~ by b~ c,entonces a ~ c.
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Ejemplo 3.1: Probaremos que la relacién equivalencia
modulo n € Z (=) definida anteriormente es una relacion de
equivalencia, para ello probaremos las tres condiciones de de-
finicién.

1. Dado que n | 0, para cualquier n € Z y tomando 0 =a—a
para un a € Z arbitrario, entonces

n|a—asiy sélosia=amodn.

2. Sia = b mod nparaa,b € Z, entonces
nlb—a=b—a=n-k parak €2,
de este modo

a—b=n-(—k))=n|a—b=a=bmod n.

3. Sia=bmodn, b= cmod nparaa,b,c € Z, entonces

nlb—ay n|c—b,

ahora aplicando la definicién de divisibilidad, tenemos
b—a=n-ky,c—b=n-k
para ki,k; € Z. Sumando ambas expresiones, se tiene
que
c—a=(ki+k) n=n|c—a= c=amodn.
Definicion 3.8 (Clase de equivalencia): Dada una relacién

de equivalencia ~ en A, definimos la clase de equivalencia
paraun a € A como
la] ={x€A|x~a}, )

advierta que si b € [a], entonces

Definicion 3.9 (Los enteros médulo r): Dado que la re-
lacién congruencia médulo n definida anteriormente es una
relacién de equivalencia, podemos definir la clase de equiva-
lencia para un a € Z como

[a] = {x € Z | x=a mod n}, (6)

y de esta manera definimos los enteros médulo » como

Z/nZ={la) | a € Z}, ™
de manera explicita se define como
z/nZ={[0],[1],---[n—=2],[n— 1]}. 8)

Definicion 3.10 (Conjunto de unidades médulo n
[Dumo04]): Se define el conjunto de unidades médulo n, que
se denota (Z/nZ)*, como

(Z/nZ)* ={la) € Z/nZ | (a,n) = 1}. )

Definicion 3.11 (Simbolo de Legendre [Ire90]): Sean
a,p € Z siendo p un nimero primo impar. Se define el simbo-
lo de Legendre como

07 Si p | a7

o[

_17

si pfay a esresiduo cuadratico médulo p,

si pfay ano es residuo cuadritico médulo p.
(10)
Note que el simbolo de Legendre no se define para p =
2. Esto se debe a que cualquier a € Z es residuo cuadrético
moédulo 2, ya que a =0 mod 2 6 a =1 mod 2, y en cualquier
caso, existen x € Z pares tal que x> = a mod 2 en el primer
caso, y x € Z impares tal que x> = a mod 2 en el segundo
caso. Naturalmente, uno podria preguntarse sobre el caso en
que p sea un nimero compuesto en vez de un primo. Para
ello, definiremos a continuacién el simbolo de Jacobi, que se
definird a partir del simbolo de Legendre.
Definicion 3.12 (Simbolo de Jacobi [Cox89]): Sean
m,M € Z donde (m,M) =1y m > 0 es impar. Se define el
simbolo de Jacobi como

()=1G)

donde m = pj-p2-+pr—1-pr.

Definicién 3.13 (Ntmeros primos de la forma p = x> +
ny?): Se dice que un nimero primo p tiene la forma x> + ny?
para un n € N si existen x,y € Z que sean coprimos, o sea
(x,y) = 1, tal que p = x> +ny?.

Y

4. Primos de la forma x* + ny?

Las hipétesis que presenté Fermat y més tarde demostrd
Euler en los casos puntuales para n = 1,2,3, fueron las si-
guientes:

Teorema 4.1 ([Cox89]): Sea p un primo y sean x,y € Z tal
que (x,y) = 1, entonces

1. p=x*+y*siysélosi p=2, p=1mod 4,
2. p=x>4+2y*siysélosi p=1,3mod 8,
3. p=x>+3y%, (x,y) = lsiysélosi p=3, p=1mod 3.

Para estudiar el caso general debemos abordar el teorema
de la reciprocidad cuadritica al igual que hacer uso de teoria
de grupos. Para ello, haremos un breve repaso a los conceptos
importantes de los que se hard uso en este texto.

4.1.

Definicion 4.1 (Operacién binaria [Dum04]): Una opera-
cion binaria x en un conjunto G es una funcién x: G x G —
G.

Ejemplo 4.1: La operacion estandar producto - definida en
Q es una operacién binaria, ya que para todo a,b € Q, se tiene
que a-b € Q (cerradura del producto en los racionales).

Fudamentos de teoria de grupos
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Definicion 4.2 (Grupo [Dum04]): Un grupo es un par or-
denado (G,-) donde G es un conjunto y - es una operacion
binaria en G, tal que satisface

1. Paratodo a,b,c € G setiene que (a-b)-c=a-(b-c).

2. Existe un elemento ¢ € G, llamado identidad de G, tal
que paratodoa € Gsetienequea-e =e-a=ad.

3. Para todo a € G hay un elemento a~! € G, llamado in-

versode a, talquea-a ' =a ' -a=e.

Ejemplo 4.2: El grupo (Z/nZ)* bajo la operacién produc-
to estdndar - forma un grupo, con e = [1] y para un [a] €
(Z/nZ)*, tenemos que su inverso multiplicativo se halla por
medio del algoritmo extendido de Euclides que permite hallar
la solucién x,y € Z, tal que

ax+ny=(a,n) = ax+ny=1=— ax=1—ny,

es decir ax = 1 mod n, donde [x] € (Z/nZ)* es el elemento
inverso de [a].

Definicion 4.3 (Subgrupo [Dum04]): Sea (G,-) un grupo.
El subconjunto H de G se dice que es un subgrupo y se denota
como H < G, si es no vacio y si para todo x,y € H, entonces
x ' €H yx-y€H, en otras palabras, (H,-) es también un
grupo.

Ejemplo 4.3: El grupo (Q, +) tiene como subgrupo al con-
junto Z bajo la operacién suma estandar +, es decir (Z,+) <
(@Q,+).

Definicion 4.4 (Accién de grupo [Dum04]): Una accién de
grupo de un grupo (G,-) en un conjunto A es una funcién de
¢ : G XA — A, tal que satisface

1. ¢(e,a) =aparatodoa € A.

2. ¢(g1-g2,a) = ¢(g1,9(g2,a)) paratodoa € Ay g1,82 €
G.

Ejemplo 4.4: Sea el grupo simétrico G = (S,,0) (el con-
junto S, contiene todas las permutaciones del conjunto X =
{1,2,---,n} y la operacién o es la composicién de permuta-
ciones) y el conjunto X = {1,2,---,n}. La funcién ¢ : G x
X — X definida como

¢(0,a)=o0(a), paratodoc €S, yaeX,

es una accion de grupo.

Definicion 4.5 (Clase lateral izquierda): Sean (H,-) y
(G,-) grupos y H < G, entonces una clase lateral izquierda
xH en G se define comoxH = {x-h:he€ H}, paraunx € G.

Ejemplo 4.5: Sea el grupo G = (Z/4Z,+), tomemos un
subgrupo de G, H = ({[0], [2]},+). Una clase lateral izquierda
H en G, tomando x = [3] € G, es

31H = {[3] +[0], [3] + [21} = {[3], [5]} = {[3], [1]}-

Definicion 4.6 (Homomorfismo de grupos): Sean (G, ),
(H,-g) grupos. Una funcién ¢ : G — H que satisface

¢(x-cy) = @(x)u@(y), paratodox,yc G,  (12)

se dice que es un homomorfismo de grupos.
Ejemplo 4.6: Sean los grupos G = (Z,+), H = (Z/3Z,+),
la funcién ¢ : G — H definida como

¢(a) = [a], paratodoa € Z,

es un homomorfismo de grupos.

Definicion 4.7 (Kernel de un homomorfismo de grupos
[DumO4]): Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos, se
define el kernel del homomorfismo como

ker(p) ={g € G| ¢(g) =en}, (13)

donde ey es el elemento identidad del grupo H.
Ejemplo 4.7: Usando el homomorfismo del ejemplo ante-
rior, tenemos que

ker(¢) ={a € Z| ¢(a) = [0]},
esto es, a debe ser miltiplo entero de 3, asi

ker(p) = {3k | ke Z} = [0)].

4.2. Teorema de la reciprocidad cuadratica y
homomorfismo de grupos

Teorema 4.2 (Teorema de la reciprocidad cuadritica
[Tre90]): Si p.q son primos impares distintos, entonces

<Z> (i) = (=1)(P—Dla-D/4 (14)

ademds
(;) =(-nrhe, (15)
(i) = (-1, (16)

Lema 4.1 ([Cox89]): Si D =0, 1 mod 4 es un entero distin-
to de cero, entonces hay un inico homomorfismo de grupos
2 :(Z/DZ)* — {£1}, tal que para todo primo impar p con
ptD, Z([p]) = (D/p), ademds

1 D>0

zn-{ 520 an

A continuacién veremos como se conectan estos dos con-
ceptos una vez hayamos definido formas cuadraticas y un po-
co de teoria elemental de género. Con esos dos ingredientes
podemos generalizar el teorema de Fermat.

4.3. Formas cuadraticas

Introduciremos la teoria de las formas cuadraticas desarro-
llada por Legendre y Gauss.

Definicion 4.8 (Formas cuadriticas): Se dice que una for-
ma cuadrdtica f(x,y) es una expresion algebraica dada por
ax* + bxy+ cyz, con a,b,c € Z, la cual se dice ademas que es
primitiva si (a,b,c) = 1 [Cox89].
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Se dice que un entero m es representado por una forma
f(x,y), sila ecuaciéon m = f(x,y) tiene solucién entera en x e
v, adicionalmente se dice que m es propiamente representado
si (x,y) = 1. Se dice que dos formas cuadrdticas son equi-
valentes si representan los mismos nimeros. Esto se puede
formalizar usando las ideas de accién de grupo de la siguiente
manera:

Definicion 4.9 (Grupo lineal general de matrices enteras
2 x 2): El grupo lineal general de matrices enteras 2 x 2 se
define como el par (GL(Z), x), donde

GL(2,7Z) = {A € Myx2(Z) | det(A) # 0}, (18)
en el que M (Z) es el conjunto de las matrices 2 X 2 con
entradas enteras y x es la multiplicacion estdndar de matrices.

Definicion 4.10 (Grupo lineal especial SL(2,Z)): El gru-
po lineal especial se define como el par (SL(Z), x), el cual
es subgrupo del grupo lineal general, es decir, (SL(Z), x) <
(GL(Z), x), donde

SL(2,Z) ={A € Myx2(Z) | det(A) = 1}. 19)

Definicion 4.11 (Formas cuadréticas equivalentes): De-
cimos que dos formas f(x,y) y g(x,y) son equivalentes si
existe un h € GL(2,Z), tal que para la accién de grupos
¢ :GL(2,Z) x X — X (X es el conjunto de formas cuadrati-
cas primitivas) definida como

¢ ( [I: ﬂ x g(x7y)> =g(px+ayrxt+sy),  (20)
con
h [’r’ ﬂ , Q1)
se cumple que
g(px+qy,rx+sy) = f(x,y). (22)

Se dice ademas que dos formas son propiamente equiva-
lentes si & € SL(2,7Z) y se dice que son impropiamente equi-
valentes si & € GL(2,7Z)/SL(2,7Z) [Cox89], donde

GL(2,Z)/SL(2,Z) = {x € GL(2,Z) | x ¢ SL(2,Z)}. (23)

Ahora podemos definir el determinante de una forma
cuadrdtica, la cudl es una propiedad importante en el estudio
de las formas cuadréticas.

Definicion 4.12 (Discriminante[Cox89]): El discriminante
D de una forma cuadritica ax’ +bxy+cy?, a, b, c € Z se define
como

D = b*> —4ac. (24)

Ahora para una forma f(x,y) con discriminante D, se tiene
la siguiente identidad
4af(x,y) = (2ax+by)* — Dy* (25)

donde si se cumple que D > 0, entonces f(x,y) representa
tanto a enteros negativos y positivos, mientras que si D < 0,

se tiene que f(x,y) representa o solo enteros negativos o po-
sitivos dependiendo del signo de a. De esta manera definimos
las formas definidas positivas o definidas negativas.

Note que hay infinitas formas cuadraticas con el mismo
discriminante D, es por ello que debemos introducir el con-
cepto de forma reducida positiva, la cudl serd la representante
en la clase de formas cuadréticas con un discriminante dado.

Definicién 4.13 (Forma reducida positiva [Cox89]): Una
forma cuadratica ax? + bxy + cy” se dice que es una forma re-
ducida positiva si su respectivo discriminante D < 0 y ademds,

|b|<a<c, yb>0sisecumple que |[b|=aoa=c. (26)

Nétese que por definicién la forma cuadrética x> + ny? es
una forma reducida positiva de discriminante D = —4n.

Ahora se siguen por la definicién de discriminante y de
forma reducida positiva los siguientes resultados:

—D =dac—b* > 4d® —a* =3a* = a < \/(-D)/3, (27)

Ibl<a, (28)

(—=D) +b?
4a '

De esta manera se deduce que dado un discriminante D < 0
se tiene que hay finitas formas reducidas con discriminante D
y por lo tanto, el nimero de clases propiamente equivalentes
es también finito (entiéndase una clase propiamente equiva-
lente como una clase de equivalencia de formas cuadraticas
donde el representante es una forma reducida de discriminan-
te D) y se dice que dos formas cuadraticas estdn en la misma
clase si son propiamente equivalentes, de esta manera deno-
tamos (D) como el nimero de clases de formas reducidas
positivas de discriminante D.

Ahora enunciaremos el siguiente teorema que asegura que
cada primo que pertenezca al kernel del homomorfismo del
Lema 4.1 tiene una representacién por alguna de las formas
reducidas positivas. Este resultado es bastante poderoso, ya
que nos asegura que solo debemos hallar las formas reducidas
positivas con cierto discriminante y luego hallar el kernel de
su respectivo homomorfismo, de esta manera tenemos los in-
gredientes para determinar cuando un primo p tiene la forma
X+ nyz, para un n dado.

Teorema 4.3 ([Cox89]): Sea D = 0,1 mod(4) negativo
y sea 2 : (Z/DZ)* — {£1} el homomorfismo del lema
4.1, entonces para un primo impar p que no divide a D,
[p] € ker(Z") siy sélo si p es representado por una de las
h(D) formas reducidas de discriminante D.

Cabe preguntarse si para un discriminante dado D hay infi-
nitas formas reducidas positivas. El siguiente teorema afirma
que para D < 0 siempre van a haber finitas formas reduci-
das positivas y ademds para finitos casos solo se cumple que
h(D)=1.

Teorema 4.4 ([Cox89]): Sea D < 0, entonces el nimero
h(D) de clases propiamente equivalentes es finito.

Teorema 4.5 ([Cox89]): Sea n un entero positivo, entonces

b*—4ac=D = c= (29)

h(—4n) =1siysélosin=1,2,3,4,7. (30)
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4.4. Teoria elemental de género

Ahora que sabemos que 2(D) = 1 se cumple para casos fi-
nitos, queremos saber cémo clasificar a los niimeros primos
representados por x> 4+ ny? cuando h(—4n) > 1, o sea que-
remos saber como separar formas reducidas con mismo dis-
criminante, para ello usaremos las ideas de Legendre. Se dice
que dos formas cuadraticas estan en el mismo género si repre-
sentan a los mismos valores de (Z/DZ)* sobre (Z/DZ) (esto
es, dada dos formas cuadraticas f(x,y), g(x,y) se dice que re-
presentan los mismos valores de (Z/DZ)* sobre (Z/DZ), si
para algln a € (Z/DZ)* si se tiene una solucién x,y; € Z
tal que a = f(x1,y1), entonces deben haber x;,y, € Z tal que
a = g(xp,y2) y viceversa) entonces cada género consiste de
finitas clases de formas reducidas, al ser estas propiemante
equivalentes a las otras formas cuadréticas en el mismo géne-
ro. El impacto de esta idealizacion se hace cuando se usa el
teorema 4.2 y la definicién de forma principal, la cual se defi-
ne como

-y si  D=0mod 4,
(€29)
1-D
x2+xy+Ty2 si D=1mod4.

donde D < 0 [Cox89]. Nétese que en el caso D =
0 mod(4), en la forma principal tenemos a x> + ny*. Ahora de-
finiremos la clase lateral, el cual es un concepto que se usara
en los siguientes resultados.

Teorema 4.6 ([Cox89]): Dado un entero negativo D =
0,1 mod(4), sea ker(Z") como en el Teorema 4.2, y sea
f(x,y) una forma con discriminante D, entonces se tiene que

1. Los valores en (Z/DZ)* representados por la forma
principal de discriminante D forma un subgrupo H C

ker(Z").

2. Los valores en (Z/DZ)* representados por una for-
man f(x,y) forman una clase lateral izquierda de H en
ker(Z).

Teorema 4.7 ([Cox89]): Sea D = 0,1 mod(4) negativo, y
sea H C ker(Z") como en la Proposicién 4.1, si H' es una cla-
se lateral izquierda de H en ker(Z) y p es un primo impar que
no divide a D, entonces [p] € H' si y s6lo si p es representado
por una forma reducida de discriminante D en el género de
H'.

Corolario 4.1 ([Cox89]): Sea n un entero positivo y p un
primo impar que no divide a n. Entonces, p es representado
por una forma de discriminante —4n en el género principal si
y sélo si para algin entero 3 se cumple que

p= B2 B> +nmod(4n). (32)

5. Ejemplos

= Primos de la forma x? + 6y°:

En primer lugar hallaremos las formas reducidas con dis-
criminante D = —24.

a§\/23—4:\/§z2,

entonces tenemos las siguientes opciones

a=2, a=2, a=2;

b=0, b=41, b=2;

6‘:%:3, c:%, c:%.
a=1, a=1;
b=0, b=1,
c:24—4=67 c=24—5.

Por lo tanto, hay dos formas reducidas, las cuales son
2x% +3y? y x> 46y~

Ahora debemos hallar el kernel de 2" : (Z/DZ)" —
{1}, es decir

donde 1 es siempre residuo cuadritico de cualquier
mobdulo, asi tenemos que

(2)-()-

(3)-()-

(2)- ()
(2)-(2)
(3)-(5)-
(3)-(5)

Estos célculos se pueden realizar aplicando el teorema
de la reciprocidad cuadratica. Ahora una vez hallamos
el kernel de 2" por el Corolario 4.1 tenemos que de
1,5,7,11 los que cumplen con las condiciones son 1,7,

ya que
p =12 mod(24),
p=12+6mod(24).
Por lo tanto,
p=x>+6y*siysélosip=1,7mod(24),
y usando el teorema 4.2 se tiene que las representaciones
restantes van a la otra clase, esto es

p=2x>+3y*siysblosi p=>5,11 mod(24).
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= Primos representados por formas reducidas con dis-
criminante impar:

Tomemos el caso donde el discriminante sea D = —15.
Ahora hallaremos las formas reducidas con discriminan-

te D= —15.
/1
CIS ?5:\5%2,

entonces tenemos las siguientes opciones

a=2, a=2, a=2;
b=0, b =41, b=2;
c:%z?), c=%=2, c:%.
a=1, a=1;
b=0, b=1,
c:14—5:67 02%24.

Por lo tanto, hay dos formas reducidas, las cuales son
2%+ xy4+2y% y X2 +xy + 42

Ahora debemos hallar el kernel de 2" : (Z/DZ)" —
{1}, es decir

donde 1 es siempre residuo cuadratico de cualquier
médulo, asi tenemos que

) (3)

Una vez hallamos el kernel de 2", vemos de manera in-
mediata que la forma principal x> + xy + 4y” representa
al 4y al 1, entonces

p=x>+xy+4y*siysélosip=1,4 mod(15).

Por otro lado, se tiene que 2x? 4 xy -+ 2y* representa al 2
y al 8, asi

p =2x>+xy+2y* siy sélosi p=2,8 mod(15).

6. Primos de Fibonacci, Mersenne y
Fermat

Las clases de nimeros primos que tomaremos en consi-
deracién en este articulo y de los cuales veremos si algunos
tienen la forma p = x*> 4+ ny? son clases de primos bastante
conocidas, aunque eso si, no se sabe si hay infinitos primos
de cada clase.

Definicion 6.1 (Sucesion de Fibonacci): La sucesién de Fi-
bonacci se establece de manera recursiva como

F():O, F]ZI;

F,=F,_1+F_> paran>2.

Por lo tanto, los primeros términos de la secuencia son
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89...

Definicion 6.2 (Primos de Fibonacci): Un primo de Fibo-
nacci es un nimero primo p que hace parte de la secuencia de
Fibonacci, o sea, existe un indice n € N tal que F,, = p, donde
F,, es el enésimo término de la secuencia de Fibonacci.

Definicion 6.3 (Primos de Mersenne): Un primo de Mer-
senne es un nimero primo de la forma 27 — 1 donde p es un
ndmero primo.

Definicion 6.4 (Primos de Fermat): Un primo de Fermat es
un niimero primo de la forma 2*" 4+ 1 con n € N.

Con algunos de los primos conocidos de cada clase de pri-
mos y por medio del software PARI/GP, veremos si algunos
tienen la forma p = x> +ny?, n € N, y para qué n.

7. Pruebas en PARI/GP

PARI/GP es un software matematico enfocado en la teoria
de niimeros y dlgebra moderna. Para operaciones con niime-
ros grandes involucrando dlgebra moderna y teorfa de nime-
ros algebraica, proporciona un entorno de programacion, pa-
ra ver documentacién de PARI/GP consiltese [Heal2]. Para
abordar este problema se creard la funcién forma x2_ny2 que
recibird como pardmetros el primo p del cual se quiere saber
si tiene la forma p = x? +ny?, asi que el segundo pardmetro
serd n. A continuacidn estd lel bloque de c6digo de la funcién.

1 form_x2_ny2(p, n) = {

» if (lisprime(p), return(0));

3 for (x = 0, sqrtint(p),

4 if ((p-x~2)%n==0,

5 y2 = (p - x72)/n;

6 if (y2 >= 0 && issquare(y2),

7 y = sqrtint(y2);
8 if (ged(x, y) == 1,
9 return([x, yl)
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14 return(0);

15}

El primo tiene la forma 2t ly2 conx,y=[5,8]

El primo tiene la forma 2 +2y% con xy=1[9.2]

El primo tiene la forma K2 +4y2 conx,y=[5,4]

Cabe resaltar que hallaremos sdlo las soluciones que estén
dadas por enteros positivos, las demds soluciones enteras son
andlogas, solo diferirdn en algin signo. Nétese que la funcidén
anterior solo verifica un caso, o sea solo para un n especifi-
co. Es por ello que ahora vamos a crear la funcién ciclo(p),
el cual va a verificar por cada n, desde 1 hasta p — 1. No to-
mamos el caso trivial con n = p, ya que en dicho caso tiene
la forma x% + py?, con x = 0, y = 1, la cual es una solucién
que no nos interesa. De igual manera, no se toma el caso para
n > p, ya que es evidente que en esos casos no hay solucién
alguna. La funcién estd dada como

El primo tiene la forma x2 + 5y2 con x,y = [3,4]

El primo tiene la forma .tz +8y2 conx,y=[9,1]

El primo tiene la forma x2 + 10y2 con x,y = [7,2
El primo tiene la forma .r2 + l6y2 conx,y=[5,2;
El primo tiene la forma x2 +20y% con x,y = [3,2]
El primo tiene la forma 24 22y2 conx,y=[1,2]
El primo tiene la forma K2 + 25)‘2 conx,y=[8,1]
El primo tiene la forma e +40y2 conx,y=[7,1]
El primo tiene la forma 2 +53y2 conx,y = [6,1]

2 2

El primo tiene la forma x2 + 64y> con x,y = [5,1]
El primo tiene la forma .tz +73_v2 conx,y=[4,1

El primo tiene la forma x% + 80y% con x,y = [3, 1

El primo tiene la forma 2 + 85,v2 conx,y=2,1

iciclo(p) = {

> for (n =1, p-1,

3 sol = form_x2_ny2(p, n);

4 if (sol,

5 print ("E1l numero primo tiene la forma

6 x"2+ ", n, "y2conx,y=", sol, "");

7 )

El primo tiene la forma x2 + 88y% con x,y = [1,1]

Pruebas con primos de Mersenne: Para 2° — 1 = 31 te-
nemos los siguientes resultados

El primo tiene la forma x2 + 3y2 con x,y = [2,3]
El primo tiene la forma .tz +6y2 conx,y=[51]
El primo tiene la forma x2 + 15y2 con x,y = [4, 1

El primo tiene la forma .r2 + 22,\'2 conx,y=[3,1

El primo tiene la forma x2 +27y% con x,y = [2,1]

Pruebas con primos de Fibonacci: Para Fi3 = 233 tene-
mos los siguientes resultados

El primo tiene la forma 24 30;'2 conx,y=[l,1]

Para 27 — 1 = 127 tenemos los siguientes resultados. Si se
quiere consultar y hacer mas pruebas con primos de Mersen-
ne, consultese [MR14].

El primo tiene la forma 2 1)_2 conx,y=[8,13]

2

El primo tiene la forma x~ 4 2}"2 conx,y=[15,2]

El primo tiene la forma I +4y2 conx.y=[13.4]

- : 2.2
El tiene la f 2 47y ¢y=[114
primo tiene la forma x~ +7y~ con x,y = [11.4] El primo tiene la forma x2 +3y2 con x,y = [10,3]

El primo tiene la forma x2 -+ 8y con x,y = [15,1] El primo tiene Ia forma x2 +6y2 con x,y = [11,1]

- 2132 ’

El tiene la f 13y% con x,y = [5,4
primo tiene la forma x2 + 13y% con x,y = [5,4] El primo tiene Ia forma x% +7y2 con x,y = [8,3]

- 242

El primo tiene la forma 2 + 14y con x,y = [3,4] El primo tiene la forma x2 + 14y2 con x,y = [1,3]

- 2 162 » '

El tiene la f 1652 con x,y = [13,2 -
primo tiene la forma x~ + 16y~ con x,y = [13,2] El primo tiene la forma x2 +27y2 con x,y = [10,1]

. . 2
El primo tiene la forma x> +28y% con x,y = [11,2] El primo tiene la forma x2 +46y2 con x,y = [9, 1]

. . 2 2
El [§ la forma » 37y L,y =[14,1 . . N
primo tiene la forma x~ 437y conx,y = [14.1] El primo tiene la forma 2 +63y2 con x,y = [8,1]

El primo tiene la forma 24 38y2 conx,y=[9,2]
El primo tiene la forma +2 +46y% con xy=[1.2]
El primo tiene la forma [ 52)'2 conx,y=[5.2]
Bl primo tiene la forma x2 + 56)2 con x,y = [3,2]
El primo tiene la forma 2 +58y2 conux,y=[1,2]
Bl primo tiene la forma x2 + 64y2 con x,y = [13,1]
El primo tiene la forma e 89)'2 conx,y=[12,1]
El primo tiene la forma x2 + 112y2 con x,y = [11,1]
El primo tiene la forma 24 133y2 conx,y = [10,1]
El primo tiene la forma 24 152)‘2 conx,y=1[9,1]
El primo tiene la forma 24 ]69)'2 conx,y=[8,1]
El primo tiene la forma [ ]84_\'2 conx,y=[7,1]
Bl primo tiene la forma x2 + 197y% con x,y = [6, 1]
El primo tiene la forma 24 2()8,v2 conx,y=[5,1]
Bl primo tiene la forma x2 +217y% con x,y = [4,1]
El primo tiene la forma «2 +224y% con xy=[3.1]
El primo tiene la forma x2 +229y2 con x,y = [2, 1]

El primo tiene la forma 2 +232y2 conx,y=[l,1]

El primo tiene la forma +2 +78y% con xy=[1.1]
El primo tiene la forma 2 +91y2 conx,y=1[6,1]
El primo tiene la forma x% + 102y% con x,y = [5,1]
El primo tiene la forma 24l ]yz conx,y=[4,1]
El primo tiene la forma x2 + 118y2 con x,y = [3,1]
El primo tiene la forma 2y 123,\'2 conx,y=1[2,1]

El primo tiene la forma x> + 126y con x,y = [1,1]

Pruebas con primos de Fermat: Para 22 41 =17 se
tienen los resultados

El primo tiene la forma 2 +)'2 conx,y=[1,4]

El primo tiene la forma 2 +2)'2 conx,y=[3,2]
El primo tiene la forma 2 +4y2 con xy=[12]
El primo tiene la forma 2 +8y2 conx,y=[3,1]
El primo tiene la forma x% + 13y% con x,y = 2,1

El primo tiene la forma .tz + l(:_v2 conx,y=[1,1

Para F;| = 89 tenemos los siguientes resultados. Si se quie- Para 22" 4 1 = 257 se tienen los resultados. Si se quie-
re consultar y hacer mds pruebas con primos de Fibonacci, re consultar y hacer mas pruebas con primos de Fermat,
consultese [7Fib24]. consultese [Wei00].
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El primo tiene la forma $2 +y2 conx,y=[1,16]
Bl primo tiene la forma x2 +2y% con x,y = [15,4]
El primo tiene la forma £ +4y2 conx,y=[1,8]
El primo tiene la forma x + 8y con x,y = [15,2]
El primo tiene la forma 211 1y2 conx,y=1[9.4]

El primo tiene la forma 2 l3y2 con x,y = [7,4]

El primo tiene la forma +2 41652 con x.y=[1.4]

El primo tiene la forma $2 +22y2 conx,y=[13,2]
Bl primo tiene la forma x2 +32)2 con x,y = [15,1]
El primo tiene la forma $2 +34y2 conx,y=[11,2]

Bl primo tiene la forma x2 +44y2 con x,y = [9,2]
El primo tiene la forma 24 52)’2 conx,y=[7.2]
El primo tiene la forma x> + 58y2 con x,y = [5,2]
El primo tiene la forma 2 +61y2 conx,y=[14,1]
El primo tiene la forma 2 +62y2 conx,y=[3,2]
El primo tiene la forma +2+64y% con xy=[12]
El primo tiene la forma [ 88)’2 conx,y=[13,1]
El primo tiene la forma x2 + 113y% con x,y = [12,1]
El primo tiene la forma [ 136_v2 conx,y=[l1,1]
El primo tiene la forma x2 + 157y% con x,y = [10,1]
El primo tiene la forma +2 4 176y% con xy=1[9.1]
El primo tiene la forma x> + 193y con x,y = [8, 1]
El primo tiene la forma $2 +208y2 conx,y=[7,1]
El primo tiene la forma 242 1)‘2 conx,y=1[6,1]

El primo tiene la forma 2 +232y2 conx,y=[5,1]

8. Conclusiones

La teorfa sobre los nimeros primos de la forma x? + ny?
con n € N es una teorfa profunda y bien cubierta. Vale la pena
preguntarse qué puede pasar cuando se toma un n € Z, en este
caso como afectarfa las formas cuadréticas con determinante
D = —4n conn <0, y si en este caso siguen habiendo finitas
clases h(D) de formas primitivas. Otra pregunta interesante
es si para cualquier clase de primos, cualquier elemento p > 3
tendrd siempre la forma x> +ny? para algin n, exceptuando
el caso trivial, el cual sucede con n = p — 1, donde p = 1% +
(p—1)-1%

La relevancia de estas preguntas reside en la relacion estre-
cha entre los niimeros primos y las formas cuadraticas, esen-
ciales en la teoria de cuerpos cuadraticos. Abordar problemas
relacionados con la representacién de primos mediante for-
mas x> + ny* podria ofrecer nuevas perspectivas a la cripto-
graffa y la teorfa algebraica de nimeros.
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1. Resumen

Este escrito presenta las cénicas como curvas que pueden
definirse de tres maneras equivalentes: mediante la intersec-
cién de un plano con un cono recto, como el conjunto de pun-
tos cuya distancia a un foco y a una directriz mantiene una
proporcién constante (excentricidad) o como curvas algebrai-
cas de grado dos. Se menciona que estas definiciones varian
segun el enfoque matemadtico y se introduce la relacion de las
cénicas con tres problemas cldsicos: la duplicacién del cubo,
la triseccion del dngulo y la cuadratura del circulo.

2. Introduccion

Las cénicas se pueden definir como las curvas dadas por la
interseccién de un plano y un cono recto, o como el conjunto
de puntos en el plano cuya distancia a un punto (foco) y a una
recta fija (directriz) guardan una proporcién (excentricidad),
0 como curvas algebraicas planas de grado dos. Todas estas
definiciones son equivalentes y dependen del 4rea de las
matematicas en la que se esté trabajando. A lo largo del texto
se mostrara cOmo ir de una definicion a la otra, iniciando con
los tres problemas clasicos a los que les debemos su origen.
Los tres problemas cldsicos son: la duplicacién del cubo,
la triseccién del dngulo y la cuadratura del circulo. En la
siguiente seccidon (un poco de historia), exploraremos cémo
las conicas se relacionan con cada uno de estos problemas y
su importancia en el desarrollo de la geometria y el dlgebra.

Posteriormente, en cada seccidén se hablara de una defi-
niciéon de cénica, resaltando sus propiedades. La definicién
geométrica, basada en la interseccién de un plano y un cono,
proporciona una comprension visual y tangible de su forma.
La definicién a través de la proporcién entre las distancias
al foco y la directriz introduce el concepto de excentrici-
dad, esencial para clasificar las cénicas en elipses, pardbolas
e hipérbolas. Finalmente, la representacién como curvas al-
gebraicas de grado dos conecta a las cénicas con el dlgebra,
permitiendo su andlisis mediante ecuaciones y su aplicacion
en diversos problemas matematicos y fisicos.

*Universidad Nacional Auténoma de México.

3. Un poco de historia

Las coénicas empezaron a ser estudiadas como herramienta
en la buisqueda de la solucién de algunos problemas en la
antigiedad como: la cuadratura del circulo, la triseccién
del angulo y la duplicacién del cubo. Para la época que se
formularon estos problemas, se buscaba una solucién con
regla y compds, por lo que debia ser una longitud, solucién
de alguna ecuacién algebraica con coeficientes racionales.

El problema de la cuadratura del circulo, fue formulado por
el matematico griego Anaxagoras (siglo V a.C.), quien intent6
resolverlo mientras estaba en prisién. El problema consistia
en encontrar un cuadrado con la misma drea que un circulo
dado. Este fue un desafio por mas de dos mil afios hasta que en
1882 Ferdinand von Lindemann demostré que el niimero 7,
que define la relacién entre el perimetro de la circunferencia
de radio unidad y su didmetro, es un nimero trascendente,
es decir, no es solucién de una ecuacién algebraica. Por lo
tanto, no es posible hallar dos nimeros / (medida del lado del
cuadrado) y r (radio de la circunferencia) tales que

O

El problema de la trisecciéon del dngulo consistia en
dividir un dngulo dado en tres partes iguales utilizando,
Unicamente, regla y compds. Pero en 1837, Pierre Wantzel
demostrd, usando la teoria de los nimeros constructibles,
que es imposible solucionarlo solo con regla y compés. Ya
que involucra resolver una ecuacién de grado 3, y requiere
operaciones que no son constructibles!.

Por dltimo, pero no menos importante, el problema de la
duplicacion del cubo, consiste en dado un cubo con volumen
inicial V; = I (con [ la longitud del lado del cubo), se debe
construir un nuevo cubo con el doble del volumen V5 = 213,
usando unicamente regla y compds. La leyenda indica que
en Atenas, Grecia, aproximadamente en 430 a.C., cuando la
peste angustiaba a la poblacién, los atenienses con miedo a
morir, visitaron el Ordculo de Apolo para pedir que la peste
terminara. El Oréculo, a las suplicas de la poblacién, respon-
dié que era necesario duplicar el volumen del altar cibico
dedicado a Apolo con el propdsito de brindarle ofrendas

Los niimeros constructibles son aquellos que pueden obtenerse a partir
de nimeros racionales mediante una serie finita de operaciones con regla y
compds (sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y extracciones de raices
cuadradas).
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mayores. En su momento, los atenienses no consiguieron
resolver el problema, y la peste continud.

Aunque al igual que en el caso de la triseccion del dngu-
lo y la cuadratura del circulo, el problema de la duplicacion
del cubo es imposible de resolver utilizando solo una regla y
un compas, ya que se debe resolver la siguiente ecuacién en
términos constructibles

1 3
=20 «— (1> =2,
L

donde /; es la longitud del lado para el volumen Vi, y I, es
la longitud del lado para el volumen V;. Pero los hallazgos
en el camino hacia la duplicacién del cubo son los objetos
matemadticos de importancia en este texto.

Casi cien afios después de la leyenda sobre el Ordculo de
Apolo, Menecmo (380-320 a.C) uso6 el cono recto de una ho-
ja2, con el objeto de solucionar el problema y obtuvo, al in-
tersecarlo con un plano, la pardbola, la elipse y la hipérbo-
la, conocidas también como la triada de Menecmo. También,
Hipdcerates de Quios determind que este problema es equi-
valente a encontrar dos segmentos de longitudes x y y que
satisfacen la proporcion:

=1y
/
T_r_ Y = Y =2x = y3:2x3,
x y 2L

xy:2112

donde /; es un segmento de linea dado, y y es el lado de un
cubo que tiene el doble del volumen del cubo de lado ;. En
otras palabras, dado un segmento de longitud /;, al aumentar
su tamano en 2, el volumen V, del nuevo cubo, con lado y,
aumenta en progresion geométrica (Vz,8V,,64V,,...), lo que
nos lleva a buscar la media geométrica entre /; y 2[;. Este
proceso se conoce como reduccién de Hipdcrates, y equivale
a encontrar la interseccién de dos pardbolas y una hipérbola
(ver Figura 1).

— x%zay
y2=2ax
xy=2a°

x

-2 -1 1 2 3

Figura 1: Solucién de la duplicacion del cubo.

2E] cono recto de una hoja es un sélido de revolucién que se genera al
girar un tridngulo rectdngulo alrededor de uno de sus catetos. El circulo que
se forma con el otro cateto se llama base, el eje de rotacion se llama eje
o altura, la unién de segmentos formados al rotar la hipotenusa se llaman
generatrices, y el punto de interseccion de todas las generatrices se llama
vértice (Ver Figura 2).

Luego, Apolonio de Perga (260-190 a.C.) cred el cono que
lleva su nombre, el cual facilitd la vision de las distintas sec-
ciones cénicas (ver Figura 2). Demostré que no se necesitan
distintos conos, sino que cada cénica depende de la inclina-
cién del plano que interseca. Les puso el nombre que actual-
mente conocemos, y estudié sus propiedades geométricas in-
dependientes del cono, definiéndolas como objetos geométri-
COS.

2 b

Figura 2: Cono de Apolonio.

4. Las conicas como secciones de un
cono

Las cénicas o secciones conicas, son la familia de objetos
que se obtienen al intersecar un cono recto de dos hojas con
un plano. Este proceso depende de la inclinacién del plano
y su ubicacién respecto al cono. Dichas familias son: las
elipses, los circulos3, las parébolas, las hipérbolas, dos rectas
secantes o una recta doble, y el punto*.

Iniciamos por las cuatro primeras familias, que conforman
un conjunto denominado cénicas no degeneradas. Si el plano
corta el cono de manera paralela a su base y estd ubicado en
alguna hoja, entonces se forma un circulo. Cuando el plano
estd ligeramente inclinado, pero no lo suficiente como para
ser paralelo a las generatrices del cono, se obtiene una elipse.
Si el plano es paralelo a una generatriz del cono, pero no pasa
por el vértice del cono, entonces de la interseccion resulta una
pardbola. Y, si el plano corta ambas hojas del cono sin pasar
por su vértice, se forma una hipérbola (ver Figura 3 (a)-(c)).

Las dltimas tres familias se conocen como cénicas dege-
neradas, debido a que presentan un caso limite o especial en
el que una estructura matematica pierde algunas de sus pro-
piedades o caracteristicas esenciales. El punto se obtiene de
la interseccidn del vértice del cono con un plano. El par de
lineas que se cruzan se obtiene al intersecar el cono con un
plano que corta a ambas hojas y pasa por su vértice. Final-
mente, las lineas dobles son el resultado de intersecar al cono
con un plano paralelo a dos generatrices y que pasa por el
vértice.

3bajo otras definiciones de conicas se verd que es un caso particular de las
elipses, donde los focos son iguales, lo que implica que los semiejes también
sean iguales (el radio), y se pide que sean distintos de cero.

4Caso en el que el radio es cero.
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(c) Parabolas.

(d) Punto. (f) Lineas dobles.

(e) Par de lineas.

Figura 3: Secciones conicas como la interseccién de un plano
y un cono circular de dos hojas. Las figuras (d) a (f) se cono-
cen como cénicas degeneradas.

5. Las conicas
geométrico

como un lugar

Las cénicas no degeneradas se definen también como el
conjunto de puntos en el plano tal que la directriz y = —p
(con p constante), el foco O y la excentricidad e cumplen la

relacion
O«

e =
x|’

donde x es un punto en el plano, y Q es la interseccién de la
perpendicular que pasa por x a la directriz. Entonces, tenemos
que:

= La pardbola es el conjunto
{(ry) | @ =2pyne=13U{(x) | ¥ =2pxhe=1}.

= La elipse es el conjunto

2 2
X y
{(x,y) | ;+ﬁ=1/\e<1},

donde a y b dependen de e.

= La hipérbola es el conjunto

2y
() | =25 =1ne>1},
donde a y b dependen de e.

Para las conicas degeneradas p tiende a infinito y a, b tien-
den a cero, obteniendo la recta, el punto y las rectas secantes,
respectivamente.

6. Las conicas como curvas algebrai-
cas.

Dado el polinomio de segundo grado
P:R* —R,
tal que
P(x,y) = ax’ + bxy+c*y+dx+ey+f,

con coeficientes reales. Una curva algebraica es el conjunto
de puntos dados por P(x,y) = k, con k una constante.

Las conicas se definen como el conjunto de curvas alge-
braicas dadas por

C={(xy) | P(x.y) =0A(a.b,c) # (0,0,0)}.

Para estudiar los elementos en C se aplican ciertos
cambios de coordenadas que permitan estudiarlos desde otro
punto de vista, tal que al recibir un conjunto de puntos en C
correspondientes a una curva algebraica se pueda decidir muy
rapidamente cudl cénica es, de acuerdo a las definiciones
presentadas en las secciones anteriores. Para ello, se definirdn
un conjunto de isometrias que simplifiquen a P(x,y) =0y
representen las mismas curvas.

ey

Iniciemos por definir la traslacién
.2 2
T:Ry, — Ry

tal que T'(x,y) = (X — h,y — k) con (h,k) € R?, lo cual es
equivalente a decir que 4ac — b* # 0, haciendo d = e = 0.

Ahora, tenemos un nuevo conjunto
C:={ax*+bxy+cy’ + f =0},

cuyos coeficientes vienen dados por a,b,c; y a cada elemento
es posible asociarle una forma bilineal

X'AX = (x ) (

Luego, definamos una rotacién

DI Q

Ro:R?> — R,

tal que

X' (Rg) ' ARpX = (x ) (’})' fz> (i)

con 41,4, € R ambos no cero.

El resultado es el conjunto

C:= {Alxz—i-lzyz—i-f: 0}.
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Y podemos concluir que los tres conjuntos anteriores cumplen
que
c=C=C

y sus elementos se pueden expresar como secciones de un
cono.

Observacion: Como caso particular, para la pardbola, en
la transformacion anterior se obtiene que 4ac — b*> = 0, luego
no existen & y k. Para solucionar dicho inconveniente, pro-
pondremos una transformacién en la que, o bien d = 0, o bien
e =0, y estd dada como

T:R;, —R:;

Xy

tal que 7 (x,y) = (X—h,y) con (h,0) € R2.

7. Las conicas como variedad diferen-
cial.

En la seccién anterior vimos que cada cénica esta determi-
nada principalmente por los coeficientes A; y A,. Entonces,
podemos tomar el polinomio con el cual iniciamos la seccién
anterior P(x,y), y con sus coeficientes definir el conjunto

M ={(a,b,c,d,e,f) €R®—({a=0}N{b=0}N{c=0})},
donde descartamos a los polinomios lineales
Pl(x,y) =dx+ey+f.

Proposicion 1: El conjunto M es una variedad diferencia-
ble.

Para poder demostrar esto, recordaremos que si M es variedad
diferenciable debe cumplir lo siguiente:

1 Existe T una topologia de M tal que (7, M) es un espacio
topolégico Hausdolff 3.

2 Existe un conjunto de abiertos {U;} en T numerable tal
que su unién contiene a M.

3 Existe una coleccion de cartas (funciones de abiertos en
M a abiertos de R”, para nuestro caso n = 3) tal que sus
composiciones o cambios de coordenadas (funciones de
abiertos de R3 a abiertos de R?) son diferenciables con
inversa diferenciable (difeomorfismos).

Pero probar esto no siempre es una tarea sencilla, por esa
razén partiremos del hecho de que

los subconjuntos abiertos de R™, con m € Z, son variedades
diferenciables,

3Un espacio topoldgico se dice que es Hausdorff si para cualesquiera dos
puntos distintos en él, existen dos abiertos contenidos en el espacio topoldgi-
co, que son disjuntos.

es decir, debemos probar que M C R es abierto.

Tomamos un punto py = (ag, by, co,do, eo, fo) € M arbitra-
rio y un abierto U := {x € R®: 0 < |x — py|< r}, alrededor

del punto donde r = 4 /a% + b% + c(z) corresponde a la distancia

euclidea del punto py al conjunto {x = (0,0,0,d,e,f)}.
Entonces, la manera en la que estd propuesto r garantiza que,
U C M. Por lo tanto, M es abierto, y en consecuencia, es una
variedad diferenciable.

Proposicion 2: Dado el conjunto
C:={ x>+ Ay + f =0},
son verdaderas las siguientes afirmaciones:

1. El subconjunto de C tal que ;A > 0° es abierto en M,
2. el subconjunto de C tal que 1; A, < 07 es abierto en M,

3. y el subconjunto de C tal que A; A, = 0% no es abierto en
M.

Para probar esto procederemos de manera andloga a lo he-
cho en la seccién anterior. Definamos

P=PoRgoT :R* — R,

tal que la topologia de {P~!(f)} y C coincidan. En otras
palabras, el estudio de M se reduce al estudio de {P~!(f)}
donde es posible determinar cinco topologias para C depen-
diendo de f para cada caso de A, A, # 0.

Primero, consideremos A4, > 0. La superficie S dada por
la grifica de P corresponde con el paraboloide eliptico (ver
Figura 4), donde:

= Si f =0 entonces las cénicas estardn dadas por la in-
terseccion del plano xy con S en su minimo, entonces
Co = {(x0,0,0)} CC.

= Si f > 0 entonces las cénicas estaran dadas por la inter-
seccién del plano {x+y =kz | k <0} con S. Dicha
interseccién se llamaréa C; y es el conjunto vacio. Enton-
ces, ¢ 1 C C.

= Si f < 0 entonces las cénicas estaran dadas por la inter-
seccion del plano {x+y =+kz | k> 0} con S. Dicha
interseccién se llamard C, y es el conjunto de elipses.
Entonces, C‘z cC.

Ahora, consideremos el abierto dado por A;A; < 0. La su-
perficie S dada por la grifica de P es el paraboloide hiperbéli-
co (ver Figura 5), donde:

Los elementos de este conjunto son: las elipses, los circulos, el punto y
el vacio. Estos ultimos, dependiendo del valor de f .

7Los elementos de este conjunto son: las hipérbolas y las rectas secantes.
Estas tltimas dependen del valor de f.

8Los elementos de este conjunto son: las parabolas.
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Figura 4: Paraboloide eliptico.

= Si f = 0 entonces las cénicas estardn dadas por la inter-
seccion del plano xy con S pasando por el punto silla.
Dicha interseccién se llamara C3 y es el conjunto de rec-
tas secantes. Entonces C3 C C.

» Si f # 0 entonces las cénicas estardn dadas por la in-
terseccion del plano {x+y = kz}, con k constante, con
S. Dicha interseccién se llamard C; y es el conjunto de
hipérbolas. Entonces C; C C.

Figura 5: Paraboloide hiperbdlico.

Finalmente, recordemos que para A; 4, = 0 el subconjunto
no es abierto, pero hay dos familias de cénicas pertenecientes
a este. Cuando A; o A,, alguna es cero, se tiene la familia de
parédbolas, y cuando A; = A, = 0, se tiene la familia de rectas
dobles. Esta tltima, junto con Cy y C> corresponden a las
denominadas cénicas degeneradas (ver Figura 3 (d—f)).

8. Conclusion

Las cénicas son objetos matemdticos que se pueden estu-
diar desde diversas perspectivas. Geométricamente, se defi-
nen como las curvas obtenidas al intersecar un plano con un
cono recto. Este enfoque resalta su naturaleza visual y tan-
gible, conectdandolas con conceptos fundamentales de la geo-
metria clasica. En el ambito algebraico, las cénicas se des-
criben como curvas de grado dos, definidas por ecuaciones
polinomiales cuadraticas. Estas representaciones permiten un
andlisis mds abstracto mediante transformaciones geométri-
cas, facilitando su identificacién y clasificacién. Y conecta a
las cénicas con el dlgebra lineal y la teoria de matrices. Ca-
racteristica util para solucionar problemas donde intervienen
herramientas computacionales. Y al estudiar las cénicas me-
diante el conjunto de sus coeficientes, conecta a las conicas

con estructuras mateméticas avanzadas, como la topologia y
la geometria diferencial, destacando su clasificacién en fun-
cion de las relaciones entre los coeficientes, caracteristicas
propias de un espacio topoligico y las propiedades algebrai-
cas de sus ecuaciones. Este andlisis revela que las cénicas no
solo son figuras geométricas, sino también objetos diferencia-
bles clave en el estudio de propiedades intrinsecas de curvas
y superficies.
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Resumen

La modelacién de variables y fenémenos con
un alto nivel de abstraccidon e inmaterialidad exi-
ge aplicar métodos matemadticos y estadisticos in-
novadores. Dentro de la Economia, el concepto de
informalidad laboral es un ejemplo de variables que
presentan dificultad para su medicién adecuada, da-
do que corresponde a un concepto intangible que
depende de multiples opciones de medicion y en
consecuencia, su modelamiento se hace sensible a
riesgos de sesgo por definicion y recoleccion. Pa-
ra subsanarlo, se propone el empleo de un Mode-
lo de Ecuaciones Estructurales (MEE) (del inglés:
Structural Equation Model) con el fin de identifi-
car sus relaciones con otras variables de tipo social
y econdmico, haciendo uso de microdatos recolec-
tados mediante operaciones muestrales oficiales de
Colombia.

1. Introduccion

Este trabajo ilustra los resultados de la estimacién median-
te un modelo que permite comprender el comportamiento de
la informalidad laboral bajo un enfoque multivariado hacien-
do uso de microdatos medidos a nivel de nicleo familiar. En
primera instancia, se abordan tanto la conceptualizacién pro-
pia de los términos econdémicos a modelar como igualmente
los objetos matemadticos necesarios para desarrollar la inves-
tigacion.

En un segundo apartado, se profundizard en la metodologia
estadistica de tratamiento de datos necesarios para este estu-
dio, correspondiente a las tablas relacionadas con informali-
dad laboral establecidas en la Gran Encuesta Integrada de Ho-
gares (GEIH) del Departamento Administrativo Nacional de
Estadistica de Colombia (DANE).

La parte central del documento corresponde a la estimacién
de un SEM que permita identificar el comportamiento de la

“Doctora en Ciencias Economicas Universidad Nacional Colombia e In-
vestigadora - Grupo de Anélisis de Bienestar - Facultad de Ciencias Econo-
micas, Universidad Nacional de Colombia.
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variable objetivo Informalidad Laboral en funcién de la inter-
accion de mdltiples variables exdgenas, todas ellas medidas a
un nivel de granularidad de unidad familiar.
El documento concluye con la comparacién de las diferentes
medidas estadisticas de bondad de ajuste con el fin de vali-
dar la consistencia de la estimacién. Cabe anotar que el pro-
ceso de tratamiento de datos y modelacion se realizan con
los paquetes TSA, lavaan, astsay xts del lenguaje
R. El cédigo de lenguaje se encontrara disponible en el repo-
sitorio de trabajo colaborativo https://posit.cloud/
content/6974116

Es importante resaltar que para el entendimiento pleno del
articulo, se sugiere tener dominio en los conceptos de Proba-
bilidad, Estadistica Matemética, Algebra Lineal y Métodos de
Regresion.

2. Antecedentes

El modelamiento de algunas variables tiene un atributo

comun entre diferentes areas del conocimiento, la cual
consiste en tener como objetos de estudio, variables que no
pueden ser observadas de manera precisa. Por ejemplo, en
las ciencias comportamentales, medir la inteligencia humana
no puede hacerse de manera precisa pues no es un valor
que se obtiene mediante un instrumento fisico tangible. Por
el contrario, se requiere un disefio metodoldgico incluso
para medirlo (definir el método de medicién, construir un
indicador numérico, elaborar una herramienta de medicion
-encuesta-, controlar el estado de animo del encuestado, etc).
Asi, diferentes escuelas académicas podrdn definir cuantas
variables o indicadores de inteligencia, todas igualmente
vélidas a pesar que no existe medicion fisica exacta para la
inteligencia.
Para ello, en la estadistica aplicada se hace referencia al
concepto de variable latente, la cual no es directamente
observable mediante medios fisicos exactos del entorno
de estudio[PS15] y por tanto su medicién puede presentar
multiples elementos de imprecisién en su medicién, dejando
abierto el riesgo de usar valores con alto grado de impreci-
sion, heterogeneidad e incompatibilidad.

Esto difiere al concepto de variable observada, cuya
medicién puede obtenerse de forma exacta a través de la
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observacién y experimentacion para obtener mediciones
directas. Los valores obtenidos pueden tomar valores discre-
tos o continuos [LAZ10] los cuales pueden ser modelados
mediante una distribucién de probabilidad. También es
conocida en las disciplinas sociales como constructo.

Como ejemplo puntual se puede mencionar el concepto
clinico de presion arterial en el marco de una prueba de poli-
grafia. Para obtener un valor exacto de este indicador, se em-
plea un instrumento médico llamado fensiometro, cuya escala
de medicién es el “mmHg” I Es decir, la medicién de una
variable de caricter clinico, en su mayoria, es realizada con
instrumentos universalmente aceptados, cuyo uso estd para-
metrizado y controlado, de tal forma que la medicién de la
variable sea un valor que minimiza problemas de imprecision
o incluso, la ausencia de datos.

Definicion 2.1 (Informalidad Laboral). Es una variable laten-
te que busca medir la inmersién al mercado laboral dentro
del marco regulatorio definido para la vinculacién de perso-
nas en condicién de trabajar. De acuerdo a las definiciones
de [DANdE23a] y [OIpeT22], una persona ocupada (vincula-
da en alguna actividad econémica) se considera en situacién
de informalidad laboral si se satisface al menos uno de los
siguientes criterios: 1) no se encuentra vinculada al sistema
de seguridad social en calidad de aportante (es subsidiado),
2) la unidad productiva donde trabaja no cuenta con registros
contables formales o 3) la unidad productiva donde trabaja no
cuenta con registro mercantil ante una cimara de comercio.

3. Objetos matematicos

A continuacién se definirdn los principales conceptos ma-
tematicos necesarios para abordar el modelamiento mediante
MEE:

Definicion 3.1 (Modelo de Ecuaciones Estructurales - MEE
2). Es un conjunto compuesto por m ecuaciones y k variables,
cuyo objetivo es identificar el grado de relacién entre subcon-
juntos de estas variables dependiendo de su clasificacién por
tipo de medicion (variables latentes vs. variables observadas)
o por origen de la variable (exégena vs. endégena)’, depen-
diendo de la especificacion funcional del modelo. [JMIL21].
Por ejemplo, para un modelo que predice nivel de estrés de
una persona (variable latente endégena) se puede construir in

'(mmHg: milimetros de mercurio: es la unidad de medida correspondien-
te a los tensiometros que significa la altura alcanzada por una muestra de
mercurio contenida en un tubo presurizado luego de haberse impreso fuerza
en un extremo. Es la medida aceptada a nivel mundial para medir la presion
arterial)

ZEste concepto podria encontrarse en la literatura estadistica como Mode-
lo o Sistema de Ecuaciones Estructurales. Como ejemplo, se recomienda ver
[MTEPeal6]

3(Exdgeno: indica que es una variable (observable o latente) 17; que no esté
definida dentro del modelo, es decir, no tiene otras variables que expliquen su
comportamiento. Andlogamente, una variable endégena (observable o laten-
te) & corresponde a una variable que tiene al menos una variable dentro del
modelo que tiene una relacion causal sobre ella, es decir puede expresarse de
la forma & = f(n;,x).

MEE usando multiples mediciones bioquimicas y electréni-
cas (variables observadas exdgenas). No obstante, la misma
variable nivel de estrés puede ser usada en otro MEE aten-
diendo otro tipo de investigacién como una variable latente
exdgena. Tal es el caso de los modelos utilizados en psico-
logia que buscan medir el grado de riesgo psico-social en un
entorno laboral.

Para efectos del presente articulo, las variables latentes
consideradas en el modelo serdn tratadas como enddgenas y
las variables observadas como exdgenas.

Los siete componentes que brindan la especificacion fun-
cional de un MEE son los siguientes:

s [ =1,2,...,m ecuaciones.

» j=1,2,...,k variables

&;,m;: variable latente definida en la i-ésima ecuacion.

= X;,¥i,.... variable observable o variable indicadora defi-
nida en la i-ésima ecuacion.

» fBij: pardmetro de la ecuacion estructural que mide el
cambio de la j-ésima variable latente sobre la variable
enddgena (latente u observable) en la i-ésima ecuacion.

» §;;: pardmetro de la ecuaci6n estructural que mide el
cambio de una variable exdgena (observable) sobre una
variable enddgena (latente u observable) en la i-ésima
ecuacion.

i: componente aleatorio de la ecuacidn.

Por ejemplo, al hacer una adaptacion a la representacion de
[KB89], se puede plantear el siguiente MEE: Consideremos
que nos interesa modelar el nivel de consolidacién democrati-
ca (1) de un pais en 1960 y 1965 {t; = 1960, = 1965}, la
cual serd la variable objetivo en funcién de la variable obser-
vable llamada Producto Interno Bruto - PIB (x;). A su vez, nos
interesa ver si otra variable latente (nivel de industrializacién
de una economia) definida como & tiene incidencia sobre €l
nivel de estabilidad democratica en ¢, es decir en 11, M>.

Por lo anterior, el MEE con variables latentes para este
ejemplo se podria modelar mediante las siguientes ecuacio-
nes:

N =61+, )

M =&+ Pox+, 2)

donde 7 := nivel de estabilidad democraitica en 1960,
&1 := nivel de industrializacién en 1960, 1, := nivel de es-

tabilidad democritica en 1965, {;, §, := efectos aleatorios de
las ecuaciones (1) y (2), respectivamente. En otras palabras,
este modelo busca validar si el nivel de estabilidad de la eco-
nomia en 1965 depende no solo de sus condiciones de indus-
trializacion e ingreso ese mismo afio, sino también el efecto
intertemporal de la estabilidad democrética estimada en 1960.

Para facilitar la comprensién del modelo, se puede repre-
sentar la interaccién entre las variables mediante un diagrama
de trayectorias como se ilustra en la figura 1:
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Figura 1: Ejemplo de Diagrama de Trayectoria

Definicion 3.2 (Matriz de Covarianzas). Corresponde al con-
junto finito de (k x k) varianzas y covarianzas de las variables
consideradas en el modelo. Se denota como X a la matriz de
varianzas de la poblacién, S la matriz muestral y X(0) a la
matriz de covarianzas estimada en el modelo. La estimacién
de la matriz de varianzas depende de los pardmetros 6, los
cuales se obtienen mediante la inferencia estadistica usando
los estimadores muestrales {f3,6,& }.

Por ejemplo, consideremos el siguiente vector de variables
y = (y1,¥2,y3). Entonces, haciendo uso de la notacién de
[MGO08], la matriz de varianzas y covarianzas se representa
como

o2(y1)  o(y,y2) o0i,y2)
L=E{y) = |ochuyn) ©*(2) o02.y)],
o(yz.y1) o(y3,y2)  0%(y3)

donde 62(y;) es la varianza de cada variable y & (y;,y;) con
Jj #1i,VieN, V) e Nrepresenta la covarianza entre ambas va-
riables. Sean €1, & dos vectores aleatorios con E(¢),E(&) =
0, Var(&‘]) = 02(81);\1611'(82) = 62(82>7 62(81>7 62(82> e R,
podemos plantear el siguiente MEE:

3)
“4)

y2=Piyi+ &,
y3 = Boy1 + &.

En particular, la estimacion de la matriz S para el modelo
en (3) y (4) puede sintetizarse como:

c* (v1)
S=|Bio*(n) Bio>(y)+0%(e)
Brc? (y1) BiB20% (1) 507 (y1) + 0% (&3)

Definicion 3.3 (Diagrama de Trayectoria). Es una representa-
cion grafica que busca modelar los elementos constitutivos de
una ecuacion estructural y las posibles relaciones entre las va-
riables latentes y observables [KB89]. Los componentes pri-
marios de este diagrama tienen una correspondencia con lo
definido en [LCS20] (ver la Figura 2):

= Triangulo: constante del sistema de ecuaciones.
= Rectdngulo: variable observable o x;,y;, ....
= Ovoide: variable latente o &, 1;:.

= Circulo: componente aleatorio o ;.

Simbolo Significado
A Constante
Variable observada
@ Variable latente
@ Término aleatorio
'
Asociacion no causal (covarianza)
/ : El sentido de la flechas rectas
indican la relacion causal hacia
@ o{x] una variable
Dos flechas rectas indican
[ s
causacién reciproca

Figura 2: Componentes de un Sistema de Ecuaciones

Estructurales-MEE

» Flecha recta: relacion de causalidad desde una variable a
otra.

= Flecha curva: covarianza entre dos componentes del
MEE.

Definicion 3.4 (Funcién de Maxima Verosimilitud.). Ecua-
cién que permite maximizar la probilidad de estimar los coefi-
cientes asociados a un modelo de ecuaciones estructurales ba-
sado a una muestra especifica. De acuerdo con [KSEaHMO03],
esta funcién se puede estimar como:

logL = —%(n —1) {log[Z(0)|+tr [SE(8) ']} +¢, (5)

donde L es la funcion de verosimilitud, n el tamafio de la
muestra, 0 es el vector de pardmetros a estimar en el modelo,
Y(0) es la matriz de covarianzas estimada a partir del mode-
lo, S la matriz de covarianzas obtenida de la muestra, 7r es la
traza de la matriz y ¢ € R una constante producto de la trans-
formacioén logaritmo a la funcién L inicial.

Aplicando multiples operaciones algebraicas para simpli-
ficar la ecuacién (5)*, se puede obtener el méximo valor po-
sible de la funcién anterior respecto a la variable 8 mediante
la siguiente funcién:

(6)

donde p es el nimero de variables exdgenas y g el niimero
de variables endégenas [JL21].

Fu = log|Z(6)|—log|S|+tr [SE(6) '] — (p+4)

Definicion 3.5 (Medidas de bondad de ajuste). Los MEE ha-
cen parte de los métodos de modelamiento estadistico que per-
miten estimar un valor esperado sobre las variables objetivo
del modelo, con lo cual se puede establecer el grado de preci-
sién del modelo.

Esta eficacia de los modelos de ecuaciones estructurales se
miden con varios indicadores que, en esencia, parten del mis-
mo estimador estadistico conocido como el estimador de la

#Para mayor detalle del proceso de simplificacién algebraica para derivar
la Funcion de Verosimilitud inicial, se recomienda referirse al articulo de Sik-
Yum Lee, Xin-Yuan Song, John C. K. Lee en [SYLea03]
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prueba Chi-Cuadrado. Como se expresa en [?Frankfurt],
este estadistico se puede estimar con la siguiente ecuacion:

x*(df) = (N—1)F[S,L(6)], (7)

donde df = s —t son los grados de libertad del modelo,
s es el nimero de vectores no redundantes o no repetidos en
S y t nimero de pardmetros total a ser estimado. Por cons-
truccién del estimador x2(df), la hipétesis nula de la prueba
hipétesis sobre la bondad de ajuste del modelo corresponde a
que la diferencia entre las entradas de la matriz de covarianzas
estimada por el modelo Z(é) respecto a la poblacional X es es-
tadisticamente cero. Como se referencia en [RHH23], valores
altos de este estadistico implica un mal ajuste del modelo.

Es importante aclarar que las medidas de bondad de ajuste
para un MEE tomando como referencia el concepto de modelo
base, el cual consiste a un modelo donde no se contemplan
covarianzas o trayectorias de casualidad entre las variable, y
en consecuencia, no hay variables endégenas. Lo tnico que se
modela es la varianza de cada variable, de la cual se obtiene
una matriz de covarianza muestral S de referencia.

Tomando en cuenta el valor de la prueba chi-cuadrado, a
continuacion se enuncian algunos de los principales estadisti-
cos de prueba utilizados para determinar el ajuste del modelo:

» RMSEA (Root Mean Square Error of Aproximation-
Raiz Cuadrada del Error de Aproximacion.) Este es-
tadistico de prueba mide en términos absolutos la bon-
dad de ajuste del modelo. La ventaja de este indicador
consiste en que reduce la escala de la ecuacion (6). Ba-
sado en [YXaYY19], el RMSEA puede estimarse con la
siguiente ecuacion:

Xb

®)

Es inmediato considerar que al ser un transformacién
mondétona del estadistico de prueba ), con la funcion
raiz cuadrada, a menores valores de RMSEA mejor bon-
dad de ajuste del modelo.

» CFI (Comparative Fit Index - Indice comparativo de
Ajuste): Este indice compara la diferencia entre la es-
pecificacion del modelo establecida en el modelamiento
versus el modelo base, a través del siguiente cociente:

CFI — Xb_Xm.

b

9

Como esta es la estimacion de un cambio relativo res-
pecto al modelo base, este coeficiente oscila en el inter-
valo [0,1]. Adicionalmente, a diferencia del estadistico
de prueba x?(df), un CFI alto o se interpreta como un
buen ajuste.

» Indice Tucker Lewis (TLI) o Indice de Ajuste No-
Normalizado (NNFI). Al igual que el CFI, corresponde
a una medida de bondad de ajuste incremental en la que

se puede ver que tanto mejora la especificacion del mo-
delo respecto respecto al modelo nulo. Su ecuacién es la
siguiente [SCalE15]:

(Fp/vp) — (Fi/wr)

(Fp/vp) = (1/(n—1))

(10)
Donde xg: estadistico chi-cuadrado para el modelo base;
x,z estadistico chi-cuadrado para el modelo estimado; F
es valor aproximado de la funcién Fy;, definido en la
seccién anterior y v sus respectivos grados de libertad
del estadistico de prueba.

) - (@)

(%2 /vp) —1

Heuristicamente, se ha identificado una amplia literatura
que determinado valores criticos en donde puede con-
siderarse que los modelos tienen una buena bondad de
ajuste. Estos criterios se resumen en la Tabla 1:

H Indicador Valores Optimos H
x° 2,0-5,0
RMSEA < 0,05(6ptimo)/< 0,10(bueno)
CFI > 0,95(6ptimo) /> 0,90(bueno)
TLI > 0,95(bueno)

Cuadro 1: Valores 6ptimos para medidas de bondad de ajuste.

Definicion 3.6 (Prucba de Esfericidad de Barlett). Sea R
una matriz de correlaciones lineales. Sea p el rango R y Hy
una hipdtesis nula, la cual afirma que la matriz poblacional
de correlaciones lineales sea la matriz identidad de orden p
[RW22].

Sea T el estadistico de prueba definido como:

T = —log(det(R))(N—1—(2p+5)/6)

entonces, T ~ y,, con g: w grados de libertad

Y

4. Los Datos

Para obtener una medicién aproximada consistente sobre
la informalidad y su relacién con otras variables econdmicas,
se considera adecuado usar los microdatos anonimizados de la
Gran Encuesta Integrada de Hogares (GEIH) producida por el
DANE. La ventaja de usar los propios datos del DANE permi-
te contrastar si la definicién de informalidad establecida por
esta entidad se materializa en hechos concretos de la dindmica
econdOmica. Las caracteristicas de los datos a procesar son:

= Tipo de Registro: Datos de corte transversal.

= Tablas de Origen: Ocupados y Caracterizacién del Ho-
gar.

= Ventana de seleccién: Enero/2022 - Mayo/2023.

SPara mayor detalle, ser recomienda revisar [HDaCJea08] en la biblio-
graffa.
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» Unidad de Observacion: DIRECTORIO (Unidad fami-
liar).

» Indice de referencia de observacién i =1,2,3,...,N.

= Esquema de agregacion: La unidad de agregacién
original es una llave compuesta DIRECTORIO-
ORDEN(individuo), por lo cual se totaliza informacién
en términos de la unidad familiar.

» Tamafio de Muestra N: 263.396 unidades familiares.

5. Estimacion del modelo

El objetivo de alcanzar el mejor modelo se obtiene median-
te la identificacion de las relaciones entre las variables exdge-
nas con la la variable endégena. Asi, se propone la siguiente
metodologia para encontrar dichas variables y relaciones:

1. Identificar posibles variables indicadoras u observables:

De las ocho tablas constitutivas del la GEIH, se tienen
603 campos que miden los atributos de educacién, ingre-
sos, vivienda, migracién, ocupacion de las unidades fa-
miliarias muestreadas en la GEIH. Luego de revisar cada
una, se seleccionan las siguientes variables como cam-
pos relevantes para explicar el concepto de informalidad
laboral, los cuales se sintetizan en la tabla 2: ©:

H Variable Descripcion de Variable H
P6100 Tipo de vinculacién a Seguridad Social
P3042 Miximo grado de escolaridad en la familia
P6040 Edad alcanzada por la Cabeza de Hogar
P6426 Antigiiedad en la empresa o negocio

INGLABO Ingresos percibidos por el individuo

Cuadro 2: Variables de insumo. Gran Encuesta Integrada de
Hogares

2. Andlisis de comportamiento estacional:

Con el fin de identificar tendencias en las variables de-
finidas, se agregaron como Series de Tiempo con fre-
cuencia semanal (7 = 73). Se obtuvo la descomposicién
estacional aditiva de los totales de cada variable. Basa-
do en lo anterior, se observo que la media muestral de
cada serie mantiene rangos muy cerrados y que el com-
portamiento estacional observado obedece a condiciones
propias de la operacidn estadistica.

Como se ilustra en la Figura 3, el nimero de personas
vinculadas con el régimen contibutivo emula el compor-
tamiento estacional del tamafio de muestra encuestada,
que en tiempos regulares oscila entre 2.600 - 3.400 re-
gistros y cada 4 semanas aumenta en el rango de 5.600 -
6.400 registros.

Para mayor detalle de los los cédigos constitutivos del Diccionario de
Datos de la GEIH, se recomienda consultar [DANdE23b]

GEIH - Nimero de Unidades de Observacion encuestadas

——Nitimera de Unidades Encuestadas-Familias

Niimero de personas_vinculadas a régimen Cortibutivo

Figura 3: Serie de Tiempo del nimero de observaciones en-
cuestada en

ECH-Edad alcanzada por la Caberza de Hogar (afios)

Observado

Error Estacional
2 4 0 102 91 00 01 om4 a8 w2 o 4 £ @

Tendencia

0
Semana/Meses Muestra

Figura 4: Descomposicion estacional para la serie de tiempo
Edad Maxima de Cabeza de Hogar

Por otro lado, como se observa en la Figura 4, la des-
composcion estacional aditiva de las series definidas, no
evidencia cambios abruptos de tendencia. Por ejemplo en
la variable ECH;, se observa que a pesar de tener una ten-
dencia creciente, el rango o Ran(ECH;) = [49,2 — 50,0],
lo cual puede entenderse como estable. Por lo anterior, se
considera adecuado tratar el cuerpo de datos como corte
transversal, confirmando que la aproximacién mediante
técnicas de series de tiempo no es adecuada.

3. Andlsis Factorial. Se propone realizar un anélisis de fac-
torial con las variables que han quedado seleccionadas
en la agregacion de informacién:

= x1 (x1_edad) Edad alcanzada por quien ejerza la
cabeza del hogar.

= x; (x2_escol) Méaximo grado de escolaridad al-
canzado por la cabeza del hogar.

= x3 (x3_num_subs) Nidmero de personas en régi-
men subsidiado por hogar.

= x4 (x4_tamano_hogar) Tamafo del hogar
(Numero de personas en el hogar).
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» x5 (x5_ant_emp) Antigiiedad promedio en nego-
cio o empresa.

» xg (x6_1ing_labor) logaritmo natural del ingre-
so laboral mensual. ’

Se identifica que las variables tienen correlaciones cru-
zadas positivas de baja magnitud (ver Figura 5), a ex-
cepcién de la pareja (x3,x4) cuya correlacién #(x3,x4) =
0,87, la cual permite inferir que la informalidad (vincu-
lacion al Sistema de Seguridad Social en calidad de sub-
sidiado) estd altamente relacionado con la proporcién de
personas sujetas al régimen subsidiado en un hogar.

Adicionalmente, teniendo en cuenta que el p-valor aso-
ciado al estadistico de prueba de esfericidad de Bar-
lett cay6 en zona de rechazo (2,202791x1073), se pue-
de afirmar que las variables son objeto de aplicarles un
andlisis de reduccién de factores [NIoSaT21] ya que se
rechaza la hipotesis nula que la matriz de covarianza po-
blacional sea la matriz unitaria.

Al aplicar el método de Andlisis Factorial sobre la mues-
tra en consideracion, se obtuvieron las siguientes combi-
naciones lineales de los Factores (Fy, P>, F3):

F, =0,35x; +0,11xp +0,89x3 + 0,94x4 + 0,21x¢, (12)

F = 0,26x1 +0,99x, 4+ 0,19x3 +0,15x4 +0,47x5, (13)

Fy = 0.23x, +0,99x: 40,995 +0,12x5,  (14)
H Tipo de Proporcion ~ Fj I F; H
Varianza 0310 0.224 0.176

0.310 0.534 0.710

Varianza (Acum)

Cuadro 3: Resultados del Analisis Factorial

Producto de la estimacidn de analisis factorial anterior,
se observa que la proposicién de tres variables latentes
(obtenidas como combinaciones lineales entre las varia-
bles indicadoras) podria capturar el 71,0 % de la variabi-
lidad total del modelo (Ver Tabla 3).

De las ecuaciones, se puede inferir:

= El Factor 1 corresponde a variables asociadas
a informalidad (x3_num_subs - (nime-
ro de personas en régimen subsidiado) 'y
x4_tamano_hogar - (nidmero de personas
en el hogar), con lo cual puede representarse a
través de una variable latente 777 como constructor
de informalidad demogréfica.

= El Factor 2 tiene pesos mds altos asocia-
dos a x2_escol -Escolaridad y la variable
x6_1ing_labo Ingreso, con lo cual puede consi-
derarse como una variable latente 1, de informali-
dad econémica.

7Se hace transformacién por logaritmo natural en la medida que el método

de Andlisis Factorial es sensible a variables con escalas disimiles entre si.

gar

@ . £

2 r = & 38 ¢

s B I I [ &

£ 5 5 5 2 o &

© © c c c @ £ &

L L
> b k3 > B * B > 4

x1_edad 1.00

0.8
x2_escol 1.00 0.6
¥3_num_subs 1.00 0.83 0.89 087 | [04
0.2

x4 _num_H 0.83 1.00 0894 099
0
x5_num_M 0.89 094 1.00 098 02
x5_ant_emp 1.00 04
%6_ing_labor 1.00 0.6
08

¥4_tamano_hogar 0.87 099 098 1.00

Figura 5: Correlaciones lineales entre variables

= El Factor 3 13 incorpora la temporalidad, en la
medida que el mayor valor absoluto de una varia-
ble sobre el indicador corresponde a la variable de
x4_ant_emp.

4. Proposicion de un Sistema de Ecuaciones Estructurales:

En funcién a lo observado en el anterior titulo, se pro-
pone un MEE con variables latentes (1);), las cuales se
definen como 7);: informalidad demografica; 1,: infor-
malidad econémica y n3: factor temporal. Cada uno de
estos factores son expresados en funcion de las variables
observables x1,i = {1,2,3,4,5,6} e incluyendo sus dife-
rentes componentes aleatorios (§;).

Para modelar el comportamiento de las variables laten-
tes mencionadas, se propone trabajarlo mediante dos
alternativas de modelos: 1) Modelo bdsico: el cual co-
rresponde a una sola variable latente como combinacién
lineal de las variables observables. 2) Modelo ampliado
cuya especificacion funcional reconoce la existencia de
tres componentes latentes de la informalidad. Ambos
modelos se ilustran a continuacion:

Modelo Basico:

6
COZZOCUX,'-FC_:,. (15)

i=1

Modelo Ampliado:

M = 81ix3 + 6ioxa + G, (16)
M2 = &1x2 + Oxxe + &2, 17
N3 = 031x1 + O032x5 + (3, (18)
Y=am+an+tan+& (19)
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Figura 7: Diagrama de Trayectoria para Modelo Ampliado

5. Coeficientes obtenidos:

Mediante la estimacién la ambos sistemas de ecuacio-
nes estructurales con variables latentes, se observan dos
situaciones particulares en términos de la estimacién de
coeficientes (ver salidas de modelos en R. Figura 8 y Fi-
gura 9): Por un lado, tanto en el modelo bdsico como
en el modelo ampliado, las variables con coeficiente (es-
tandarizado - columna St d.all) en valor absoluto mas
alto son las asociadas al tamaifio del hogar y nimero de
personas en el régimen subsidado. Por ejemplo, para el
Modelo Basico, un cambio de 1 desviacion estandar en
el nimero de personas vinculadas en régimen subsidiado
incide en un cambio de 0.948 desviaciones estandar en la
variable latente @.

Por otro lado, se evidencian signos contrarios a los es-
perados respecto a los coeficientes de x2_escol y
x6_ing_labor (0.309 y 0.319 respectivamente) pues
se obtuvieron coeficientes positivos a pesar que el anali-
sis econdmico relacionaria estas variables de forma ne-
gativa con la variable latente construida. En otras pala-
bras, la 16gica econémica permite sostener la hipétesis
que a mayor grado de escolaridad se logra una mayor
grado de remuneracién salarial que es mds probable en
una vinculacién formal, es decir, a mayor grado de esco-
laridad, menor informalidad.

No obstante, la estimacidn de correlaciones lineales par-

Latent variables:

Estimate std.err z-value P(>|z|) std.1v std.all
inf_total =~
x1_edad 1.000 5.834 0.413
%2_escol 0.130 0.001 130.919 0. 000 0.759 0.309
x3_num_subs 0.186 0.001 216.601 0. 000 1.083 0.948
x4_tamano_hogr 0.387 0.002 218.489 0. 000 2.260 0.914
X5_ant_emp 0.266 0.004 75.827 0. 000 1.550 0.160
x6_1ing_labor 0.050 0.000 134.016 0. 000 0.289 0.319
variances:

Estimate std.err z-value P(=[2|) std. 1w std.all

.x1_edad 165.631 0.463 357.534 0.000 1685.631 0.830
.x2_escol 5.470 0.015 360.204 0. 000 5.470 0.903
.x3_num_subs 0.131 0.002 67.112 0.000 0.131 0.100

. x4_tamano_hogr 1.006 0.009 114,249 0. 000 1.006 0.165

. X5_ant_emp 91.251 0.252 362.239 0. 000 91.251 0.974
.x6_ing_labor 0.737 0.002 359.999 0. 000 0.737 0.898
inf_total 34.035 0.317 107.250 0. 000 1.000 1.000

Figura 8: Coeficientes Modelo Bésico

Latent variables:

estimate std.err z-value P(>|z|) std.1v  std.all
inf_demo =~
x4_tamano_hogr 1.000 2.256 0.913
x3_num_subs 0.482 0.001 432.503 0. 000 1.088 0.952
inf_econ =-
x2_escol 1.000 1.831 0.745
x6_1ing_labor 0.325 0.002 166.552 0. 000 0.595 0.657
inf_temp =~
x1_edad 1.000 11.623 0.823
x5_ant_emp 0.283 0.003 94.531 0. 000 3.201 0. 340
inf_total =-
inf_demo 1.000 0.867 0.667
inf_econ 0.765 0.005 140.261 0. 000 0.629 0.629
inf_temp 5.641 0.039 144.839 0. 000 0.730 0.730
variances:
estimate std.err z-value P(>|z|) std.1v  std.all
. x4_tamano_hogr 1.020 0.011 93.689 0. 000 1.020 0.167
. x3_num_subs 0.122 0.002 49.236 0. 000 0.122 0.0093
.x2_escol 2.893 0.020 132.195 0. 000 2.693 0.445
.x6_ing_Tabor 0.466 0.002 195.640 0. 000 0.466 0.568
.x1_edad 64,564 1.328 48.6035 0. 000 64. 564 0.323
. X5_ant_emp 82.824 0.251 329.303 0. 000 82.824 0.884
. inf_demo 2.828 0.018 156.040 0. 000 0.556 0.536
.inf_econ 2.028 0.019 104.650 0. 000 0.605 0.605
.inf_temp 63.099 1.3635 46.238 0. 000 0.467 0.467
inf_total 2.263 0.020 111.462 0. 000 1.000 1.000

Figura 9: Coeficientes Modelo Ampliado

ciales entre estas variables permite inferir que las rela-
ciones, aunque sean débiles, son positivas, con lo cual se
generan resultados sélidos que invitan a reflexionar so-
bre las condiciones o factores exdgenos sobre estas va-
riables que permiten obtener resultados contrarios a la
l6gica econdémica.

6. Evaluacion de los modelos

Los resultados de la estimacién para ambos modelos per-
mite afirmar que el Modelo Ampliado presenta mejores me-
didas de bondad de ajuste, tal como se presenta en la Tabla
4: Retomando los criterios heuristicos identificados en inves-
tigaciones previas, el Modelo Ampliado cuenta con un CFI de
0.982, el cual puede ser considerado como 6ptimo, mientras
que el modelo basico obtiene un valor CFI inferior al bueno
(0.873).

Por otro lado, indicador RMSEA, el cual mide la partici-
pacién del componente aleatorio sobre la variabilidad del mo-
delo, permite inferir que el modelo ampliado tiene un grado
muy bajo en error cuadratico (0.081), mientras que el mode-
lo bésico tiene un efecto de error mayor al doble del modelo
ampliado (0.196).
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H Concepto  Modelo Bisico Modelo Ampliado H

CFI 0.873 0.982

TLI 0.729 0.954

AIC 7574817.227 7493774.601
RMSEA 0.196 0.081

Cuadro 4: Comparacién de medidas de bondad de ajuste.

7. Conclusiones

La aplicaciéon de un MEE brinda mejores resultados en
términos de bondad de ajuste e interpretabilidad de los re-
sultados para modelar un fenémeno a través de mediciones
latentes. Adicionalmente, descomponer la medicién de varia-
bles latentes a través de varias combinaciones lineales permite
diferenciar los efectos de variabilidad identificados mediante
técnicas de reduccién de dimensiones como el Andlisis Fac-
torial.

No obstante, se observan datos en el desempefio de los mo-
delos que es adecuado manejarlos con prudencia: Inicialmen-
te, para tamafios de muestra grande (en este caso la GEIH),
tiene a rechazarse la prueba de que la matriz de covarianza
estimada por el modelo es similar a la poblacional, lo cual de-
ja a consideracion reflexionar si los resultados de coeficientes
son adecuados para analizar el modelo.

Por otro lado, se parte de la consideracion que las varia-
bles tienen correlacién baja y por ende, en un escenario re-
duccionista, se excluyen de la estimacién. No obstante, la in-
clusién de mayores correlaciones entre variables regresoras
implicarfa problemas de sobreespecificacién del modelo y en
consecuencia no poder generar la estimacion adecuada.

* Acerca de la investigacion: Este articulo es producto
de la Practica Profesional bajo modalidad investigativa
desarrollada por los autores para el periodo 2023-2, en el
marco del cooperacion académica interinstitucional ente el
Centro de Investigaciones en Matematicas e Ingenierias de
la Fundacién Universitaria Konrad Lorenz y el Grupo de
Andlisis de Bienestar de la Facultad de Ciencias Econémicas
de la Universidad Nacional de Colombia.
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Resumen

En este articulo, damos una breve introduccion a la Chemi-
cal Reaction Network Theory (CNRT) en espafiol, la Teoria de
redes de reacciones quimicas desde una perspectiva matemati-
ca. También describimos cémo las ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) se utilizan para modelar la cinética de las
reacciones y explicamos como la geometria algebraica permi-
te analizar los estados estacionarios, asi como comprender la
dindmica de las redes mediante el estudio de las variedades
algebraicas asociadas. Presentamos los conceptos basicos co-
mo accién de masas, que relaciona las velocidades de reaccién
con las concentraciones de los reactivos, y cémo esto conduce
a un sistema de EDO que describe la evolucién temporal de
las concentraciones. Adicionalmente, analizamos la teoria de
grafos, donde las especies quimicas y las reacciones se repre-
sentan como nodos y aristas, respectivamente. Esto nos per-
mite estudiar la estructura de la red y su estabilidad mediante
el andlisis de matrices. En el articulo también discutimos so-
bre métodos para encontrar soluciones estacionarias o steady
states y analizar cardinalidad de estas soluciones, asi como el
uso de herramientas numéricas para simular y resolver estos
sistemas que suelen ser complejos. Finalmente, mostraremos
al lector que la geometria algebraica nos permite entender y
predecir el comportamiento de redes de reacciones quimicas,
con aplicaciones en quimica, biologia y la ingenieria.

1. Introduccion

Las redes de reaccion quimica surgen de manera natural
en biologia, en la fabricacién de nuevos materiales, en la pro-
duccién de energia, en la dindmica ambiental y en el comer-
cio en general. En vista de la enorme variedad y la profunda
importancia de las redes de reaccién quimica en la ciencia y
la industria y en vista del interés histérico que los mateméti-
cos han tenido en los sistemas no lineales (especialmente po-
linémicos) de ecuaciones diferenciales, estudiar las CNRT es
una area de interés en matematicas. Remitimos al lector al tra-
bajo seminal de Martin Feinberg [Feil9] para mas referencias
sobre CRNT.

“Departamento de Ciencias Basicas. Universidad Auténoma de Bucara-
manga.
Este trabajo se originé gracias al valioso apoyo de la Escuela de Verano
EMALCA, realizada en Julio de 2024 en Bogotd, Colombia.

23

La Chemical Reaction Network Theory (CNRT) se origind
en la década de los 70 a través del trabajo pionero de Fritz
Horn y Roy Jackson [FHaRJ72]. Esta teoria se desarrollé
con el propdsito de modelar matemdticamente sistemas
complejos de reacciones quimicas. Su enfoque es tnico
porque nos permite estudiar la dindmica y estabilidad de
estos sistemas quimicos sin la necesidad de conocer todos
los pardmetros cinéticos exactos. Ademads, las CNRT se han
aplicado extensamente en la quimica [BS02], la biologia
[Gun03], la ingenieria [RAaTC65] y en otros campos que
involucran procesos quimicos complejos como las redes de
regulacion genética y los procesos enzimaticos [IBP13].

El objetivo al presentar este articulo es ofrecer una intro-
duccién elemental a las CNRT, sin perder la formalidad ma-
tematica. Nuestro objetivo es ofrecer una visién concisa de los
avances en este campo, resaltando algunos desarrollos clave y
sefalando problemas abiertos y desafios actuales en la investi-
gacién matemadtica relacionada con las CNRT. Si bien no pre-
tendemos abarcar exhaustivamente toda la literatura existente,
buscamos proporcionar un marco que facilite la comprension
del estado actual de las redes de reacciones quimicas y sus
posibles direcciones en un futuro. Es por esto, que el articulo
estd organizado en tres secciones principales. En la primera
seccion, se presentan las definiciones fundamentales de las
redes de reacciones quimicas, junto con los conceptos claves
y necesarios para modelar procesos bioldgicos, haciendo es-
pecial énfasis en la cinética de las reacciones. En la seccion
siguiente nos enfocamos en el estudio de los sistemas dindmi-
cos procedentes de redes de reacciones quimicas con la cinéti-
ca de accion de masas. Finalmente, en la ultima seccidn, nos
enfocamos en analizar los estados estacionarios del sistema,
abordando las siguientes preguntas: Dada una red de reaccién
quimica, una cinética y unas constantes de reaccién especifi-
cas, ;existe un estado de equilibrio en el sistema? En caso
afirmativo, ;/puede haber mas de uno? Ademads, considerando
una concentracidén inicial de las especies, ;es posible alcan-
zar multiples estados estacionarios? Este andlisis se centra en
estudiar la propiedad de multiestacionariedad de una CNRT.

2. Redes de reacciones quimicas

Las reacciones quimicas son procesos termodindmicos
que transforman una materia, en este proceso, dos o mas
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sustancias quimicas, también llamadas reactantes, cambian
su estructura molecular y enlaces quimicos para consumir
o liberar energia. De esta manera, consiguen generar unas
nuevas estructuras quimicas distintas a las iniciales llamadas
productos.

Estos procesos pueden darse de manera natural y es-
pontédnea en la naturaleza, asi como también pueden generarse
a través de la intervencion humana en un entorno de condicio-
nes controladas como un laboratorio. Primero, presentamos
un ejemplo basico de una reaccién quimica.

A+B—C. (1)

En esta reaccion, la especie A y la especie B reaccionan
para formar la especie C. El reactante A+ B y el producto C
son llamados complejos. Después de numerar las especies, un
complejo puede ser identificado con un vector en Z< ,, donde
s denota el cardinal de X, donde X se refiere al conjunto de
especies.

Cuando la reaccién (1) ocurre, una unidad de A y una uni-
dad de B se transforman en una unidad de C. Si denotamos
XA,xp y xc al nimero de unidades de las especies A,B'y C
respectivamente, antes de que ocurra la reaccidn, entonces el
nimero de unidades de cada especie luego de que tenga lu-
gar la reaccién es x4 — 1, xp — 1 y xc + 1 respectivamente.
En ocasiones pueden aparecer mds reacciones que involucren
a las mismas especies. Un conjunto de reacciones que invo-
lucran ciertas especies es una red de reacciones quimicas. A
continuacion, presentamos su definicion méas formal.

Definicion 2.1. Una red de reacciones quimicas consiste en-
tonces de tres conjuntos:

1. Un conjunto finito de especies X = {x,xz,...,xs}, para
algiin s € N.

2. Un conjunto finito de vectores € = {y1,y2,...,y,} para
algiimr €N, cony; € 7, coni € {1,...,r} que repre-
sentan a los complejos de la red, cada uno de los cuales
es una combinacion lineal de las especies con coeficien-
tes enteros no negativos.

3. Un conjunto de reacciones R C € x €, que satisfacen:

a) Ningiin complejo reacciona con sigo mismo, es de-
cir, para cualquieri € {1,...,r} no existe una reac-
cion en R tal que y; — y;.

b) Para todo i € {1,...,r} existe una reaccion en R
para la cual y; es el complejo reactante o el com-
plejo producto.

Por lo general se representan por un grafo finito dirigido y
asi denotamos G := (X, €,R= {Rj};:]) alared de reaccio-
nes quimicas. Es importante mencionar que cada arista dirigi-
da representa una reaccién quimica de la red que une los dos
vértices correspondientes a los dos complejos involucrados en
dicha reaccion, de esta manera:

S N
RjI ZOC,’jxik—J)Zﬁijxi. 2)
i=1 i=1

Como vemos en (2), aqui las reacciones estan representa-
das junto a una etiqueta. La etiqueta de una reaccién quimica
indica cudn rapido o cudn frecuentemente ocurre la reaccién
y la llamamos constante de reaccion, la cudl siempre es un
valor positivo. Después de numerar las especies, un complejo
puede ser identificado con un vector en Z< , donde s denota
el cardinal de X.

Veamos a continuacién algunos ejemplos de redes de reac-
ciones quimicas.

Ejemplo 2.1. Si afiadimos una reaccion adicional a la reac-
cion presentada en (1). Por ejemplo
2C — B. 3)

En este caso, obtenemos una red de reacciones quimicasy el
grafo asociado estd dado por:

Ap g &)
2c X2, B, )

donde ki y ky son las constantes de reaccion. Al complejo
A+ B le asociamos el monomio xsxp, que determina el vector
y1 = (1,1,0) y al complejo 2C le asociamos el monomio x%,
que determina el vector y, = (0,0,2).

Ejemplo 2.2. Consideremos el modelo de transduccion de
sefiales en células o linfocitos T, propuesto por el inmundlogo
Timothy W. McKeithan [McK95]. En este modelo, los recepto-
res de los linfocitos T interactiian tanto con antigenos propios
como con antigenos extranos, y la dindmica de este modelo
ofrece una posible explicacion de como los linfocitos T son
capaces de distinguir entre estos diferentes tipos de antige-
nos.

Un estudio matemdtico de la dindmica de este modelo fue he-
cho por Eduardo Sontag en el aiio 1992. En este caso, el grafo
dirigido asociado a la red mds simple de reacciones seria el
siguiente:

A+ B

ka4 k1
ko

D o C

La especie A denota al receptor del linfocito T, B denota el
complejo mayor de histocompatibilidad (CMH) del antigeno
propio, C denota a la especie A unida con la especie B, y D
denota la forma activada (fosforilada) de C. La union de A y
B para formar C desencadena una sefial de alerta de D. El
mecanismo general propuesto por McKeithan incluye varias
formas activadas de C, hasta que se obtiene una forma final
(activa) que desencadena el ataque.
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Nuestro siguiente ejemplo describe un modelo del sistema
de fosforilacion y desfosforilacion de la enzima IDH (Isoci-
trato Deshidrogenasa), un proceso que fue estudiado por Guy
Shinar y Martin Feinberg en el contexto de la bacteria Esche-
richia coli [MFaGS10].

Ejemplo 2.3. Las reacciones mostradas en el modelo inclu-
yen dos tipos de pasos: fosforilacion, que desactiva la enzima
IDH vy la desfosforilacion, que la activa.Este modelo se sus-
tenta por el grafo.

k‘g k‘3

S+E == Y Sp+E
1

Sy + F — z ko S+ F

ks

Los vectores asociados a cada uno de los complejos son:

=(1,1,0,0,0,0), correspondiente a S+E,
=(0,0,1,0,0,0), correspondiente a¥,
=(0,0,0,1,1,0), correspondiente a S, +E,
C4 =(0,0,0,1,0,1), correspondiente a S, +F,
=(0,0,0,0,1,0), correspondiente a Z,
C(, =(1,0,0,0,0,1), correspondiente a S+ F.

Estos dos dltimos ejemplos, que consisten en sistemas
quimicos, son comunes en la biologia molecular, donde se uti-
lizan para comprender c6mo una enzima alterna entre estados
activos e inactivos a través de la adicién o remocién de gru-
pos fosfato, y se han estudiado ampliamente porque reflejan
diferentes comportamientos biolégicos.

2.1.

Nos gustaria formular ecuaciones diferenciales que mode-
len la evolucién de las concentraciones de las especies de los
Ejemplos 2.1, 2.2 y 2.3. Dado que las reacciones quimicas son
responsables de los cambios en la composicién, comprender
cémo formular las ecuaciones diferenciales depende funda-
mentalmente de conocer la velocidad a la que ocurren las dis-
tintas reacciones.

Dada una red de reacciones quimicas G :=
de concentraciones

Sistemas cinéticos

(X,%,R), el vector

x:=x(r)

. (xl ([)7x2(t)a"'axs(t))a

para cada i € {1,...,s} representa la concentracién x;(t) de
la especie x; en el instante . Por medio de una funcion de
cinética K, y, .,
. TS
Kyn)'m . RZO IR7

G define un sistema dindmico, es decir, a cada reaccion
Yn — Ym le asignamos una funcién continua a valores reales
no negativa donde K, ,, (x) representa la tasa de ocurrencia
instantanea de la reaccién y, — y,, cuando las concentra-
ciones instantdneas de las especies estan dadas por el vector x.

En el estudio de redes de reacciones quimicas, es funda-
mental analizar la velocidad de formacion de las distintas es-
pecies involucradas en el sistema. Para ello, se define la fun-
cién f, denominada funcion de velocidad de formacion de
especies, la cual describe cémo varian las concentraciones de
las especies a lo largo del tiempo. De este modo, la funcién
f se expresa como una combinacidn lineal de las funciones
cinéticas y estd dada por:

f(x(t)) = Z Kynym (Ym _yn> (6)

Yn—ymER

Asi, para cada i € N, definimos la funcién f; dada por:

Y Ky ((0)) (Gm)i = On)i)-

Yn—YmER

filx(®)) =

nym

Note que para cada especie X;, la funcién f;(x) nos da la tasa
de generacién instantidnea de la especie X; mientras ocurren
simultdneamente todas las reacciones de R. Una eleccion de
funciones cinéticas Ki,...,K, le otorga a la red de reaccién
quimica G una cinética.

Definicién 2.2. Un sistema cinético G' .= {X,€¢,R,K} es
una red de reacciones quimicas G = {X,€¢,R} dotada de una
cinética K.

2.2. Accion de masas

Laley de cinética de accion de masas fue introducida por
dos cientificos noruegos: el quimico Peter Waage (1833-1900)
y el matematico Cato Guldberg (1836-1902) en un articu-
lo publicado en noruego en 1864 [PWaCGS86]. Esta ley se
fundamenta en la premisa de que la velocidad de una reac-
cién es proporcional al producto de las concentraciones de
las especies en el complejo reactivo, siempre que las unida-
des estén homogéneamente distribuidas y sean abundantes.
De este articulo, nos interesa estudiar las redes de reacciones
quimicas que siguen la cinética de accién de masas.

Definicion 2.3. Decimos que un sistema cinético tiene cinéti-
ca de accion de masas si todas las funciones de velocidad K;

coni€{l,...,r}, sonde la forma:
2L
K)’n}’m - Vn)mxy xy )Cxt, (7)
para algiin vector positivo de constantes de reaccion ky,y,, €

r
>0°

Por (6), la funcién velocidad de formacion de especies de
una red de reacciones quimicas con cinética de accién de ma-
sas nos queda de la siguiente manera:

f('x(t)) T Z kYnym'xy(ym _yf’l)? (8)
Yn—>YmER
note que ademds f7, ..., f € Rlxy,...,xg].
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3. Sistemas dinamicos procedentes de
redes de reacciones quimicas

Como vimos anteriormente, G define el siguiente sistema
autonomo de ecuaciones diferenciales ordinarias en las
concentraciones xi,...,x; de las especies como funciones de
tiempo 7.

Mis concretamente, dado un sistema cinético G' =
{X,%,R,K}, tenemos el siguiente sistema dindmico asocia-
do dado por el siguiente producto matricial:

J Ki(x)

X

—:=T : 9

- | ©)
K. (x)

donde la matriz I' se conoce como la matriz de estequio-

metria, definida a partir de los coeficientes de los reactantes y

el producto de la siguiente manera:

Bui —an Bir—our

ez (10)

ﬁsl — O ﬁsr — Oy

Las columnas de I" hacen referencia a las reacciones y las
filas corresponden a las especies x; y cada entrada ij estd dada
por B;; — o;j de la matriz I' corresponde a la produccion neta
de la especie x; en la reaccion R; (por ejemplo en nimero
de unidades) y el vector K = (K (x),...,K,(x)), con K; € €,
corresponde a la cinética de la red de reaccién quimica. Una
cinética de tipo accion de masas por (7) da lugar a funciones
de la forma:

dx _
dr
con k = (ki,...,k;), y € Z°*" y ¥ es el vector de mono-

mios. A continuacién, presentaremos tres ejemplos de siste-
mas dindmicos asociados a redes de reacciones quimicas.

Tdiag(k)x’, xR, (11)

Ejemplo 3.1. Las concentraciones de las tres especies de
la red de reaccion quimica (2.1), que notamos xa,xp y Xc,
cambian en el tiempo mientras la reaccion ocurre. El sistema

dindmico asociado es
. Y k] XAXB
-1 1 2 -
1 ) kzxc

Luego, el sistema de accion de masas de la reaccion estd dado
por:

ax _
dr

d

Lxa=—k 12
7 1XAXB, (12)
d 2

7B = —kixaxp + koxg, (13)
d

—x¢c = kixaxp — 2](2)6%. (14)

dt

Ejemplo 3.2. En la red de reaccion quimica del Ejemplo
(2.2), la red tiene 4 reacciones, 4 especies: A,B,Cy D, y 3
complejos: A+ B,Cy D.

Las ecuaciones diferenciales ordinarias para las concentra-
ciones de las especies de la red de reaccion quimica con
cinética de accion de masas son:

%XA = —kixaxp +k3xp,
d

B —kixaxp + k3xp,
= kixaxp — kaxc,

d

EXD = ksz — k3xD.

Ejemplo 3.3. La red de reaccion quimica del Ejemplo (2.3)
tiene matriz de estequiometria

-1 1 0O 0 O 1
=L Yl 1 0,7, 10fx, 50
Lo L 2l 300 KOIES0
o 0 O % w1 0
(R M O =TT | 1
0o 0 O (G e M

Luego, el sistema de accion de masas de la reaccion estd dado
por:

%xs = —kixsxg + koxy + kexsxr, (15)
%XE = —kixsxg + koxy + ksxg, X, (16)
%xy = kixsxg — kpxy — k3xspr, (17)
Exgp = kaxs,Xg — kaxs,xp +ksxz, (18)
%xF = —kaxs,xF + ksxz + kexsxr, (19)
—Xxz7 = k4x5pxp — ksxz — kexsxp. (20)

dt

4. KEstados estacionarios

En un sistema cinético, nos interesa identificar sus puntos
o estados estacionarios, los cuales corresponden a los ceros
de la funcién que describe la velocidad de formacién de
las especies. En esta seccién nos enfocamos en definir los
estados estacionarios y en determinar cudndo una red de
reaccién quimica posee dichos estados. Ademads, exploramos
si la red de reacciéon quimica presenta un unico estado de
equilibrio o si existen mdltiples estados posibles.

Los estados estacionarios se definen como aquellos en los
que las concentraciones de las especies quimicas permanecen
constantes en el tiempo. Para identificar estos estados, nece-
sitamos encontrar las raices comunes de los polinomios que
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describen el sistema. En este contexto, utilizaremos las herra-
mientas de la geometria algebraica, como las variedades alge-
braicas, para analizar y resolver estos sistemas de ecuaciones
polinomiales.

Definicién 4.1. Dado G' = {X,%,R,K} un sistema cinéti-
co los valores de ¢ € R" para que fi(c) = 0 para todo i €
{1,...,s} se conocen como estados estacionarios o steady
states que sin pérdida de generalidad los vamos a denotar
pOr S.S.

Dado un conjunto finito de polinomios F =
{g1(x),...,gm(x)} € Rixy,...,x,), la variedad algebrai-
ca real definida por F es el conjunto de puntos en R"” en
el que todos estos polinomios se anulan simultineamente.
Escribimos V,, 1 para denotar la variedad definida por F'.

Como asumimos en (2.2) que las f;(x) son polinomiales,
entonces V, definido a través de F, corresponde a la intersec-
cion de esta variedad con el ortante positivo. Esto implica que
V es una variedad algebraica y, ademads, un conjunto semialge-
braico. Entendemos por conjunto semidlgebraico un conjunto
cuya definicidn, ademds de ecuaciones polinomiales, incluye
desigualdades polinomiales. Para més detalles le recomenda-
mos al lector revisar [Har92].

Definicion 4.2. El conjunto de s.s positivos, se denomina va-
riedad de estados estacionarios positivos, se denota por

Vk = V<gl~~~vgm> HRZO’

y es un conjunto semi algebraico.

Si una cinética es de accion de masas, los s.s positivos son
los ceros positivos comunes de los polinomios fi,..., f;, €s
decir, de I'(kx”). Ahora, vamos a introducir algunos ejemplos
de los estados estacionarios de una red de reaccién quimica.

Ejemplo 4.1. Si consideramos la red de reaccion quimica
(2.1), de la ecuacion diferencial correspondiente a la concen-
tracion x4 (12), cualquier estado estacionario cumple que

klexB =0. (21)

Luego, la red de reaccion quimica no admite s.s positivos para
ninguna eleccion positiva de la constante de reaccion ky. En
este caso, los estados estacionarios estdn caracterizados por
la extincion de alguna de las especies. Ahora, para las con-
centraciones de xp y xc, tenemos ki xsxp — 2k2xé =0. Sin em-
bargo, para resolver explicitamente las concentraciones esta-
cionarias, normalmente se necesitaria informacion adicional,
como las condiciones iniciales o valores especificos de ky y k.

Ejemplo 4.2. Para la red de reaccion quimica (2.2) los s.s
estdn dados por las siguientes relaciones entre las concentra-
ciones:

ky

XC = 7-XAXB,
1)
ki

XD = —XAXB.

k3

Estas ecuaciones describen los valores de xc y xp en fun-
cion de x5 y xp, las constantes de reaccion, y los va-
lores iniciales de las concentraciones. Esto implica que
los s.s dependen de las concentraciones de x5 y xp
asi como de las constantes de reaccion involucradas.

Definicion 4.3. El subespacio de estequiometria de la red de
reacciones quimicas G = {X, € ,R} es el subespacio lineal
generado por todos las columnnas de la matriz de estequi-
metria definida en (10). Denotamos a este subespacio S :

S={'-y:y—y €R) CR".

Por lo anterior, el rango de una red de reaccion quimica es
la dimensi6n de S, es decir, rank(T).

Ejemplo 4.3. Encontremos el subespacio de estequiometria
S para la red de reaccion quimica del Ejemplo 2.2. En este
caso, los vectores son: y; = (1,1,0,0), y» = (0,0,1,0), y3 =
(0,0,0,1). Luego

S={((-1,-1,1,0),(1,1,—1,0),(0,0,—1,1),(1,1,0,—1)).

Observamos que (—1,—1,1,0) = —1(1,1,—-1,0) y
(1,1,0,—1) = (1,1,—1,0) — (0,0,—1,1). Por lo tanto,

el conjunto generador se reduce a

S={((1,1,-1,0),(0,0,—1,1)).
En consecuencia, el rango de T es rank(T") = 2.

Ejemplo 4.4. De manera similar al ejemplo anterior, el espa-
cio de estequiometria S para la red de reaccion quimica del
Ejemplo 2.1 se define por:

s={(-1,-1,1,0,0,0),(1,1,—1,-1,1,0),(0,0,0,1,—1,—1)}.

Da la condicidn inicial en t = 0, existe una solucién x : I —
RS del sistema (9) definida en un intervalo abierto 7 alrededor
del origen. Como para todo tiempo ¢ € [ el vector % perte-
nece al subespacio S se sigue que cualquier trayectoria x(r)
pertenece a un trasladado de S. Més aiin, si x(0) = e R,
entonces para todo t > 0 en I, x(¢) pertenece a la clase de com-
patibilidad estequiométrica que definimos a continuacion,

Definicion 4.4. Sea G = {X,%,R} una red de reaccion
quimica 'y sea S su subespacio de estequiometria. Para cada
e RE , definimos la clase de compatibilidad estequiométri-
ca o clase de estequiometria:

S0 = (x"+S)NRL,,.

X

Decimos que x,x" € R% son compatibles estequiométri-
camente, si estdn en la misma clase de compatibilidad este-
quiométrica, o sea, si x —x’ € S. Las ecuaciones lineales de
10+ S dan las leyes de conservacién. Hemos visto que algunas
ecuaciones del sistema f(x) = 0 pueden ser redundantes: si la
dimension del subespacio S es n < s, entonces para definir V
basta con tomar d ecuaciones linealmente independientes de

entre las f;.
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Ejemplo 4.5. En el Ejemplo 3.1, observamos que

d d
—xq4 —2—xp— —xc =0.
dtxA dth dtxc

Luego, x4 — 2xp — xc = c1, donde c¢1 es una constan-
te que depende de las condiciones iniciales ¢; = x4(0) —
2xp(0) — xc(0). Esto es, el vector de concentraciones
(xa(2),xp(2),xc(t)) pertenece a la variedad afin L =
{(x,y,2) ER3 :x—2y—z=c1} y S={(x,3,2) €ER3: x—
2y —z =0} es el subespacio de estequiometria de la red del
Ejemplo 2.1.

Un sistema de accion de masas se dice que es consistente
cuando existe al menos un s.s positivo.

Lema 4.1. Un sistema de accion de masas es consistente si 'y
solo si Ker(I') NRL; # 0.

Ejemplo 4.6. Andlogo que el ejemplo anterior por (3.2) ob-
tenemos que

i(xA +Xxg+Xxc +XD) =0.

dt

Lo que implica que x4 + xp + xc + xp = c1. Esto representa
la conservacion de la masa total de las especies A,B,C y D,
lo cual es tipico en sistemas cerrados. La ley de conserva-
cion encontrada nos dice que la suma de las concentraciones
de todas las especies se mantiene constante a lo largo del
tiempo. Esto puede interpretarse como una conservacion de
la cantidad total de materia presente en el sistema.

4.1.

La multiestacionalidad en las redes de reacciones quimicas
ocurre cuando un sistema tiene mas de un s.s bajo las mis-
mas condiciones de pardmetros y concentraciones iniciales.
Esto significa que el sistema puede llegar a diferentes esta-
dos finales estables dependiendo de su trayectoria en el es-
pacio de concentraciones. Esta propiedad es fundamental en
las redes de reacciones bioquimicas, ya que ofrece un meca-
nismo de “interruptor” entre distintos estados de respuesta.
Este fendmeno permite que sistemas de sefializacién celular
generen multiples resultados, aun cuando las concentraciones
totales de las especies involucradas sean las mismas.

Multiestacionaridad

Definicion 4.5. Decimos que una red de reacion quimica es
monoestacionaria si solo hay un s.s positivo por clase de es-
tereometria.

Ejemplo 4.7. Consideremos el siguiente sistema que consta
de dos especies quimicas: Ay B

k1
k2

A

B.

Las ecuaciones diferenciales que describen las concentra-
ciones x4 y Xp SOn:

dxA

= —k1xa +koxp,

de
dt
Al resolver este sistema, la curva de estados estacionarios

positivos estd dada por x4 = %xg. La ley de conservacion del
sistema es:

= kle ey ksz.

XA +xp = C)

donde C es una constante. Ahora, sustituyendo x4 en la ecua-
cion de ley de conservacion,

k
ﬁxg +xg=C.

Resolviendo para xp:

c  Ck
%—H C kitk

XB =

Finalmente, obtenemos:

ko Cko
= —XRp = d
kiU kit k

XA

Las concentraciones en estado estacionario x5 y xp estdn
completamente determinadas por los pardmetros ki, ky y la
constante de conservacion de masa C. Esto implica que el
sistema tiene una tinica solucion para el estado estacionario,
lo que demuestra que es monoestacionaria.

Ejemplo 4.8. La red de reaccion quimica del Ejemplo 2.2 es
monoestacionaria por el Ejemplo 4.2.

Nos gustaria saber si una red de reaccion quimica es mo-
noestacionaria, sin necesidad de calcular los s.s positivos que
segun la complejidad de la red de reaccién quimica, no siem-
pre en sencillo de calcularlos. Martin Feinberg en [Feil9]
define la deficiencia de una reaccién y demuestra el Teore-
ma (deficiencia cero) donde afirma que una red de reaccion
quimica con deficiencia cero implica monoestacionalidad.

Definicion 4.6. La deficiencia de una red de reaccion quimica
denotada por d estd dada por

d=m—1[1—n,

donde m: es el niimero de complejos de la red de reaccion
quimica, l: es el niimero de componentes conexas de la red de
reaccion quimica y n: es el rango de S.

Ejemplo 4.9. La red de reaccion quimica del Ejemplo 2.1
tiene d = 0y, por lo tanto, es monoestacionaria.

Ejemplo 4.10. La red de reaccion quimica del Ejemplo 2.3
tiene d = 1, por lo tanto, no podemos asumir que es monoes-
tacionaria.

Se dice que la red de reaccién quimica G tiene la ca-
pacidad de multiestacionariedad, si existe una eleccion de
constantes de reaccion k y constantes de conservacion total ¢
tales que el sistema tenga dos o mds estados estacionarios en
la clase de compatibilidad estequiométrica determinada por
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Como observamos en el Ejemplo 4.10, aunque el criterio
de deficiencia cero nos permitié concluir que la red no es mo-
noestacionaria, esto no implica necesariamente que sea multi-
estacionaria. Para abordar esta cuestién con mayor precision,
a continuacién presentaremos algunos resultados que nos per-
mitirdn determinar en un mayor nimero de casos si la red de
reaccién quimica descrita en el Ejemplo 2.3 es o no es multi-
estacionaria.

4.2. Multiestacionaridad e inyectividad

Existen varios métodos para determinar si una red de
reacciones quimicas con cinética de accion de masas tiene
capacidad de presentar multiestacionariedad. Estos métodos
pueden, tanto descartar, como garantizar la multiestacio-
nariedad en ciertas clases de redes de reaccién quimica.
Por ejemplo, se pueden emplear criterios basados en los
resultados de inyectividad.

En el andlisis de redes de reacciones quimicas, la inyectivi-
dad es una propiedad importante, ya que esta relacionada con
la existencia y unicidad de los s.s.

Definicion 4.7. Sea S C R® un subespacio vectorial. Decimos
que una red de reaccion quimica es inyectiva respecto a S si
para todo k € RL) y para todo x,y € Ry tal que x—y €Sy

x £y, entonces f(x) # f(y).

Observacion 4.1. De la definicion podemos deducir que si
fx es inyectiva con S = Im(I") para todo k € R implica que
no puede haber multiestacionariedad.

Martin Feinberg [Feil9] desarroll6 herramientas que per-
miten analizar la inyectividad de una red quimica sin nece-
sidad de resolver todas las ecuaciones de manera explicita.
Esto incluye el andlisis de la estructura del jacobiano y el con-
cepto de deficiencia. Los aportes de Feinberg han sido funda-
mentales para el andlisis de sistemas complejos de reacciones
quimicas, permitiendo identificar la capacidad de una red de
reaccion quimica para ser multiestacionaria 0 monoestacio-
naria mediante métodos basados en la estructura algebraica y
topoldgica de las ecuaciones de la red de reaccién quimica.
En lo queda del articulo, denotaremos por f; a las funciones
definidas en (11).

Determinar si para todo k, f; es inyectiva podemos usar dos
métodos: calculando los signos de determinados subdetermi-
nantes o calculando el determinante de una matriz simbdlica.
Las siguientes subsecciones estdn dedicadas a estudiar estos
dos métodos.

4.2.1. Inyectividad, signos y determinantes

Sean I' € R**" y y € R™*" | definimos los siguientes con-
juntos:
F .= {x — fk, X € Rl;(h k e Rgo}7

L:= {Cdiag(k)y' diag(1) | k € Ry, A € RL,},

donde diag(A) denota la matriz diagonal con diagonal forma-
da por elementos iguales a A.

El primer conjunto consiste en todas las funciones polino-
miales f; cuyo dominio estd restringido a x € RY ), construi-
das a partir de matrices de coeficientes I' y matrices de expo-
nentes y. Es importante notar que cualquier aplicacién polino-
mial que pertenezca a algin conjunto F, para alguna eleccion
de matrices I" y y, también pertenecen al segundo conjunto L.
Este dltimo estd compuesto por aplicaciones matriciales que
se obtienen al multiplicar 'y y ", con la adicién de vectores
escalares asociados a pardmetros adicionales.

Cuando el rango de I' coincide con la dimensién de S, po-
demos aplicar un criterio, usando determinantes. Esta restric-
cioén sobre el rango se cumple en el caso de redes de reac-
ciones, pues en este caso I" es la matriz de estequiometria y
S =TIm(I). Si el rango de T es s, podemos eliminar filas re-
dundantes de I y suponer que I tiene rango n.

Asi pues, consideramos I € R"*",y e R*" y x,z C R
tales que dim(S) = n. Para todo par de vectores x,z € RS,y
A € RS, construimos una matriz M; € R**¥ de la siguiente

>0
manera:

; RET
AR (Fdlag(k)v);/ dlag(l)) c RV,

Las primeras s — n filas de M ; son independientes de los
pardmetros y forman una base de S* que denotamos por W.
Tenemos que M;;(x) =0 si y sélo si x € Sy x €
ker(I"diag(k)y" diag(A)). Por lo tanto, I'diag(k)y' diag(7) de-
fine una aplicacién inyectiva en S si y sélo si

det(Mk’l) # 0.

El determinante de M 3 es un polinomio en términos de k

y A. Si todos los coeficientes del polinomio tienen el mismo
signo y el polinomio no es idénticamente nulo, entonces

det(M; ;) #0, paratodok € RL5y A € RY,

y la familia L es inyectiva con respecto a S. El reciproco es
cierto también en ese caso y da lugar al siguiente teorema:

Teorema 4.1 (Teorema 4, [Fell6]). Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(inj) El conjunto F es inyectivo respecto a S.

(lin) La aplicacion lineal definida por cualquier matriz M € L
es inyectiva en S.

(det) Todos los coeficientes de det(My, 3 ), como polinomio en
k, A, tienen el mismo signo y el polinomio no es idénti-
camente nulo.

Ejemplo 4.11. Para la red de reaccion quimica del Ejemplo
2.3, la matriz My, estd dada por:
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kA kA 0 0 0 kele
0 0 ksAzs  —kaAy  ksAs 0
M. 0 0 0 —kidy kshs kels
il I 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1
Luego,

det(Mk’A) = k]k3k4l]l3ﬂ,4 +k2k3k47bzﬂ,3l4 +k1k3k5lllgl5 —+
koksksAadzds  +  kikskeMAzhe  +  kokskelaAzde  +
kikskeMAsde +  kokskeArAahe +  kskakgAzAgde  +
kikske A1 As Ag + kakskeAxAs A + kakske Az As As.

Segiin el Teorema 4.1, se concluye que la funcion fi, pa-
ra todo k € RZ j es inyectiva. Por lo tanto, la red de reaccion
quimica no presenta multiestacionaridad, ya que la inyecti-
vidad implica que no existen miltiples estados estacionarios
compatibles con las mismas condiciones iniciales.

Definicion 4.8. Dado un conjunto Z C RS, definimos el con-
Junto de signos en Z como

0(Z) := {sign(z) | z€ Z},

donde sign(z) = (sign(z;), .. .,sign(zs)) es el vector de signos
de z, componente a componente.

El conjunto 6o (S) estd formado por todos los puntos
de R® que tienen el mismo signo que algin elemento en S.

A continuacidn, presentamos el resultado desarrollado por
Miiller, Feliu, Regensburger, Conradi, Shiu y Dickenstein en
[SMeal6], donde se abord6 un analisis profundo sobre la in-
yectividad en sistemas de redes de reacciones quimicas. Este
teorema representa un avance significativo en la teoria, pro-
porcionando una herramienta m4s robusta para determinar la
inyectividad de estos sistemas y, en consecuencia, la ausencia
de multiestacionaridad bajo condiciones generales.

Teorema 4.2 (Teorema 1.4 [SMeal6]). Sea fi : RL;, — R" el
mapeo polindmico generalizado fi(x) =Tx”, dondeT" € R**’,
y € Ry k € RL,. Ademds, sea S CR"y §* =S —{0}. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (inj) fi es inyectiva con respecto a S, para todo k € RL .
2. (jac) ker(Jy (x)) NS* =0, para todo k € RL ; y x € R,

3. (lin) ker(I"diag(k)y' diag(A)) N S* = 0, para todo k €
RI,yA € Ry,

4. (sig) o (ker(I)) No(y(X(S*))) = 0.

Este enfoque consiste en calcular el determinante de la ma-
triz jacobiana de las f;, apoydndose en las propiedades de las
matrices y de la red de reaccion quimica estequiométrica. Es-
to nos permite determinar si el sistema es inyectivo, lo cual
es clave para entender la existencia y unicidad de los s.s en
sistemas de reacciones quimicas.

Segtn el Teorema 4.2 si el determinante de la matriz ja-
cobiana es siempre no cero, esto indica que el sistema es in-
yectivo, es decir, que tiene un unico s.s para cada conjunto

de condiciones iniciales y si el determinante de la matriz ja-
cobiana se anula en algin punto, entonces el sistema puede
tener multiples s.s indicando no inyectividad.

En el siguiente ejemplo estudiaremos la inyectividad de la
red de reaacion quimica descrita en el Ejemplo 2.3.

Ejemplo 4.12. La matriz jacobiana del sistema cinético de la
red de reaccion quimica 2.3 estd dada por la siguiente matriz:

—kixg +kexp —kixs ko 0 kexs 0
—kyxg + k_;xk-xgl, —kyxs + k3)€5pxg ko k3xpxs 0 0
J= k[XE = k}-’CE-XSp kle - kSXS,;XS 7/{2 7k3XEXS 0 0
k3XL"XSI, - k4.\’lr k3XSI].X5 0 k3xEXS 7k4XS
—kyxp + kexp 0 0 0 —kyxs + kexs ks
k4.)CF - k(,XF 0 0 0 k4XS — kGJCS 7k5

Dado que el determinante de la matriz jacobiana |J|= 0,
ya que las filas 4 y 5 son muiltiplos escalares, se sigue que
ker(Jy, (x)) es no trivial. Por lo tanto,

—xg —kixgxs

ker("fk(x)):{(0771 ’17070)7()‘:757@70’07170)}
XS XF

p kaSP XF

Y luego, por el Ejemplo 4.4, tenemos que ker(Jz, (x)) NS* = 0.
Finalmente, aplicando el Teorema 4.2, concluimos que fi es
inyectiva y, por lo tanto, no es multiestacionaria.

Las redes de reacciones quimicas en aplicaciones reales
pueden ser considerablemente mas complejas, con muchas
mds especies y reacciones que las expuestas en este articulo.
Esta complejidad presenta retos y desafios tedricos y compu-
tacionales, que incluyen el desde el estudio de la estabili-
dad, la deteccién de multiestacionaridad hasta la inferencia
de pardmetros cinéticos basiandose en datos experimentales.
Estos desafios abiertos siguen motivando a investigadores en
la creacién de nuevas herramientas matematicas y métodos
computacionales para comprender el comportameinto de las
redes de reaccién quimicas en otros contextos.
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Ocurri6 en 2039. Un aiio extrafio, en el que el cielo parecia
estar repleto de sombras ocultas y los radares registraban pre-
sencias dificiles de reconocer. Videos de objetos que cuestio-
naban las leyes de la fisica se inundaban en las redes sociales,
y aquellos que los divulgaban eran ridiculizados de manera
habitual. Aunque esto no era nada extraordinario, pues desde
hace més de 90 afios se habfan escuchado historias de este ti-
po, atribuyéndolas a la intervencién de seres extraterrestres...
pese a no tener evidencia cientifica.

En diversos terrenos de cultivo alrededor del mundo, iban
apareciendo formas geométricas inusuales. Circulos perfec-
tos, nudos matemdticos, y simbolos que nadie podia descifrar.
Los medios los denominaban “circulos de las cosechas”, y la
mayoria los atribuian a humoristas o artistas singulares.

Pero esta vez era diferente, porque quienes se acercaban
demasiado a los simbolos, reportaban mareo y visiones fuga-
ces.

Y entonces, ellos llegaron.

No en una invasion, ni con una gran revelacién, como se
muestra en las peliculas de ciencia ficcién. No se anunciaron
con luces ni con trompetas celestiales. Simplemente aparecie-
ron.

Una nave que no brillaba ni reflejaba luz aterrizo en el de-
sierto de Nevada, con un disefio que parecia cambiar sutil-
mente cada vez que se le miraba. Cientificos y militares se
reunieron con cautela, esperando el primer contacto.

La compuerta se abrid sin sonido, y los seres salieron. No
habia en su forma nada abiertamente monstruoso, pero su si-
lueta era... inestable. Como si no ocuparan un solo espacio
definido, sino que fluctuaran en estados distintos. Caminaban
con un ritmo que desafiaba la intuicién, como si avanzaran en
dimensiones invisibles para el ojo humano.

El doctor Devers, uno de los principales cientificos del
equipo de contacto, fue el primero en intentar comunicarse.
No hablé, ni levant6 la mano en sefial de saludo. En su lugar,
tomod una pizarra y escribid en ella un inico nimero:

1

Lo sostuvo en alto, con la confianza de un hombre que cree
estar haciendo algo obvio.

Mas tarde nos explico su decision. El lenguaje hablado es
ambiguo. La escritura es cultural. Pero las matemadticas son

universales. Si estos seres habfan desarrollado tecnologia sufi-
ciente para cruzar el espacio, debian conocer los mismos prin-
cipios que nosotros. Si habia algo en lo que podiamos coinci-
dir, era en los nimeros.

Los seres no reaccionaron.

Devers fruncid el cefio y afiadi6 otra ecuacion a su pizarra:

2+2=4

Entonces, uno de ellos inclind su cabeza, como si estuviera
observando algo profundamente extrafio, algo que desafiaba
su propia percepcion. Algo ocurrié. En el aire, frente a noso-
tros, aparecid una serie de formas geométricas que se reorga-
nizaban constantemente. Estaban traduciendo nuestros niime-
ros a su propio lenguaje, pero, también los habian convertido
en algo mads, algo que parecia existir en un plano matematico
completamente distinto al nuestro.

Y finalmente, respondieron.

No con palabras, sino con simbolos que parecian moverse
incluso después de haber sido escritos. No representaban can-
tidades, sino transiciones entre estados, operaciones sin equi-
valencia en nuestra aritmética. Era como si, en su realidad,
los nimeros no existieran, solo los cambios entre un estado y
otro.

A cada intento de traduccidn, la sensacién de inquietud
crecia. Cada nuevo descubrimiento parecia erosionar la cer-
teza de nuestra propia realidad.

Devers fue quien lo comprendi6 primero.

- No estan tratando de aprender nuestra matemadtica - dijo
una noche, con la mirada perdida -. Nos estdn mostrando la
verdadera.

A partir de ese momento, dejé de hablar con los demads.
Se encerrd en su laboratorio, obsesionado con encontrar co-
rrespondencias entre la estructura de los seres y la nuestra.
Cuando lo encontramos, su pizarra estaba llena de simbolos
que no pertenecian a ningtn lenguaje terrestre. Su tiltima nota
decfa:

“Ellos no ven el universo como nosotros. No hay cosas,
solo cambios. No hay nimeros, solo transiciones. Para
ellos, lo que llamamos realidad no es mas que un estado
transitorio dentro de una estructura mayor que no
podemos percibir.”

Esa noche, Devers desaparecié. No hubo sefiales de lucha,
ni rastros de huida. Simplemente dejé de estar alli.
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Los seres se marcharon poco después, dejando tras de si
un Unico simbolo grabado en el suelo con una precisién im-
posible. Lo habiamos analizado bajo todas las herramientas
matematicas conocidas: teoria de patrones, simetrias, combi-
naciones... Nada encajaba.

Y, sin embargo, cada vez que alguien miraba el simbolo
durante demasiado tiempo... algo en su mente cambiaba. No
podian explicarlo con palabras. Solo repetian, en un susurro
casi inaudible:

“Ellos no se fueron. Solo se transformaron.”

Sellamos la zona. Bloqueamos toda investigacién. El
simbolo fue cubierto con concreto y clasificado como “ano-
malia inexplicable”. El gobierno cerr6 el caso con el predeci-
ble sello de “desinformacién”.

Pero algo habia cambiado.

Los que habiamos estado expuestos al simbolo comenza-
mos a experimentar... lagunas. Momentos en los que la reali-
dad parecia fragmentarse. Un paso que duraba demasiado. Un
objeto que, por un instante, parecia no estar donde deberia.
Ecos de palabras que nunca habiamos pronunciado.

Algunos intentaron ignorarlo. Otros, como yo, no pudi-
mos.

Reuni a los ultimos que queddbamos del equipo original.
Riose, Darrell y Devers habian desaparecido. Pero atin estdba-
mos el doctor Seldon, Dornick y yo. Nos refugiamos en un
laboratorio subterraneo, revisando cada ecuacién que Devers
habia dejado.

Fue Seldon quien hizo el descubrimiento final.

- Los simbolos en los campos de cultivo - dijo, sefialando
una serie de fotografias -. Son operadores de transformacion.

Lo miré con incredulidad.

- (Operadores?

- Si - respondi6 -. Como los que usan en fisica cudntica
para describir cambios de estado. Pero estos no operan en
particulas subatémicas. Operan en la realidad misma.

Dornick encendi6 un monitor. Mostraba patrones captados
por un radiotelescopio. Eran idénticos al simbolo. Pero ahora
no estaban en el suelo. Estaban en el cielo.

No era un simple mensaje. Era un proceso.

La correccidn estaba en marcha.

En ese preciso momento, mientras los simbolos brillaban
en el cielo, mientras la atmésfera vibraba con la presencia de
algo incomprensible, lo comprendi. La humanidad no debia
existir. Desde una perspectiva cdsmica, nuestra especie era un
error, una fluctuacién incontrolada dentro de una estructura
matemadtica perfecta.

No éramos mds que una disonancia, una solucién incorrec-
ta en una ecuacién que nunca debié permitirnos ser. Los se-
res, en su indescifrable naturaleza, no solo nos observaban:
nos corregian. El universo, en su vasta exactitud, debia borrar
nuestra presencia, como quien elimina una ecuacién falsa de
una serie de célculos precisos.

Y lo peor era que ni siquiera éramos conscientes de ello.
Nuestra existencia era solo un desajuste en los nimeros fun-
damentales que regian la realidad. Cada segundo que pasaba,

la correccion se acercaba mas, mientras nosotros continudba-
mos sin saberlo, atrapados en nuestra insignificancia.

El mundo sigui6 su curso. Las personas vivian sus vidas,
ajenas a la estructura que colapsaba bajo sus pies. Pero no-
sotros lo sabiamos. Veiamos cémo la realidad se deslizaba,
cOmo ciertas cosas cambiaban sin que nadie mas lo notara.

Pequeiios detalles, al principio. Nombres que no encaja-
ban. Calles que habian existido siempre pero que ninguno re-
cordaba.

Luego, ocurri6 algo peor.

Algunas personas comenzaron a olvidar cosas mds gran-
des. Otros, como nosotros, comenzaron a ver las sombras. Fi-
guras que no eran los visitantes, sino algo diferente. Algo que
intentaba sujetarse a esta realidad que se deshacia.

Nosotros también éramos anomalias.

Y entonces comprendimos el dltimo mensaje de Devers:

“Ellos no nos visitaron. Siempre han estado aqui.”

Los seres no eran visitantes de otro mundo. No eran dioses
ni exploradores. Eran... custodios. Si, entidades encargadas de
mantener la coherencia matematica del universo.

Y nosotros éramos una incoherencia.

El dltimo célculo que hicimos mostr6 una fecha.

El dia final.

El momento en el que la correccion se completaria.

Cuando la estructura real del universo terminara de absor-
ber nuestra falsa nocién de espacio y tiempo.

Hoy es esa fecha.

Estoy escribiendo esto en un mundo que, matematicamen-
te, ya no deberia existir.

En los dias previos al dia final, Seldon y Dornick trabaja-
ron sin descanso para descifrar el significado completo de los
simbolos. Lo que descubrieron fue aterrador y fascinante.

Los simbolos no eran meras representaciones estaticas,
sino ecuaciones dindmicas que describian transformaciones
en el tejido mismo de la realidad. Cada linea, cada curva,
representaba un operador de transformacion que actuaba so-
bre las variables fundamentales del universo: espacio, tiempo,
energia y materia.

Uno de los simbolos mds recurrentes parecia representar
una ecuacion diferencial no lineal, aunque los términos no
tenian equivalencia en nuestras matemadticas. Seldon lo llamé
“el operador de transiciéon”, una funcién que describia cémo
una realidad podia transformarse en otra.

- Es como si el universo fuera una ecuacion gigante - ex-
plicé Seldon -, y estos simbolos fueran las instrucciones para
resolverla. Pero no estamos viendo la solucién completa, solo
un paso intermedio.

Dornick, por su parte, se obsesiond con la idea de que los
simbolos eran una forma de cédigo fuente cosmico.

- Si pudiéramos entenderlo - dijo -, podriamos predecir
cémo y cuando ocurrird la correccion.

Sin embargo, cada vez que intentaban traducir los simbo-
los a nuestras matemadticas, algo fallaba. Las ecuaciones no
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convergian y las computadoras se colapsaban bajo la carga de
célculos imposibles.

Fue entonces cuando Seldon hizo una observacion crucial.

- No estamos tratando con nimeros - dijo -. Estamos tra-
tando con relaciones. Los simbolos no representan cantidades,
sino como las cantidades se relacionan entre si. Es como si el
universo fuera una red de conexiones, y estos simbolos fueran
las reglas para reconfigurar esa red.

El dia final lleg de improvisto.

El cielo se oscureci6 por una ausencia de luz. Los simbolos
en los campos de cultivo comenzaron a brillar con una inten-
sidad cegadora, y el aire se llené de un zumbido grave que
resonaba en los huesos.

En el laboratorio, Seldon y Dornick intentaron desespera-
damente completar sus cédlculos.

- {Tenemos que encontrar la invariante! - grit6 Seldon -. Si
podemos encontrar una cantidad que no cambie bajo la trans-
formacioén, podriamos estabilizar la realidad.

Pero era demasiado tarde.

El operador de transicion habia comenzado a actuar.

El mundo a nuestro alrededor comenz6 a desvanecerse en
una lenta y silenciosa disolucién. Las paredes del laboratorio
se volvieron translicidas, luego transparentes, y finalmente
desaparecieron por completo.

Miré a Seldon y Dornick, pero ya no estaban alli. En su
lugar, vi sombras que se desvanecian en la nada.

Y entonces, lo entendi.

No éramos mas que variables en una ecuacién césmica, y
el universo estaba siendo resuelto.

Los simbolos en el cielo brillaron con una dltima explosion
de luz, y todo se volvié oscuridad.

Epilogo

No sé cémo puedo estar escribiendo esto.
No deberia existir.
Pero aqui estoy, en un lugar que no es un lugar, en un tiempo
que no es un tiempo.
Los simbolos han desaparecido, y con ellos, la realidad que
conociamos.
Pero algo ha quedado.
Una ecuacion, simple y elegante, flotando en la nada.
No puedo leerla, pero sé lo que significa.
Es el operador de transicién.
Y esta esperando a que alguien lo active de nuevo.
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leidyc.sancheza@konradlorenz.edu.co
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