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NÚMEROS PRIMOS DE LA FORMA x2+ny2 Y CASOS
PARTICULARES

Mario Andrés Medina Barrera *

marioa.medinab@konradlorenz.edu.co

1. Resumen
En este artı́culo se presentarán los resultados principales

de los números primos de la forma x2+ny2, algunos ejemplos
de éstos y qué clases de números primos famosos tienen esta
forma usando el software PARI/GP.

2. Introducción
Los números primos han sido materia de estudio por los

matemáticos por siglos, de donde han surgido resultados y
problemas que hoy en dı́a se siguen estudiando, tales como la
conjetura de Collatz, la conjetura de Goldbach, o el problema
de los primos gemelos. Una clase importante de primos son
los primos de la forma x2+ny2, con n∈N y x,y∈Z coprimos.
Estos primos han sido objeto de una extensa y profunda teorı́a.

El origen del estudio de esta clase de primos se origina
de los carteos que tuvieron Pierre de Fermat y Marin Mer-
senne en el siglo XVII, tratando los casos especı́ficos para
n= 1,2,3, o sea primos de la forma x2+y2, x2+2y2, x2+3y2.
Fermat y Mersenne estaban particularmente interesados en
encontrar una fórmula general para determinar cuándo un
número de la forma p = x2 +ny2 es primo con un n ∈ N arbi-
trario. Este trabajo fue un importante punto de partida para el
desarrollo de lo que más tarde serı́a conocido como la teorı́a
de las formas cuadráticas.

Posteriormente fue Leonard Euler el que demostró las
hipótesis que habı́a dado Fermat para los casos n = 1,2,3,
proporcionando demostraciones rigurosas de sus afirmacio-
nes. Estas hipótesis serán detalladas más adelante en el texto.

Más tarde, Joseph-Louis Lagrange y Carl Friedrich Gauss
sistematizaron el estudio de estos primos a través de la teorı́a
de las formas cuadráticas binarias. Gauss, en particular, en su
obra Disquisitiones Arithmeticae, clasificó los números pri-
mos que pueden ser de la forma x2 +ny2 para diferentes valo-
res de n, conectando estas representaciones con propiedades
aritméticas y cuerpos cuadráticos.

3. Conceptos preliminares
Para comprender la teorı́a de los números primos de la for-

ma p = x2 + ny2 en primer lugar debemos aprender algunos

*Estudiante de Matematicas, Fundación Universitaria Konrad Lorenz, Bo-
gotá-Colombia

conceptos claves.
Definición 3.1 (Divisibilidad): Sean d,b ∈ Z, se dice que

b es divisible por d y se denota por d | b si y sólo si existe un
k ∈ Z tal que

b = d · k , (1)

y se dice que d es un divisor de b.
Definición 3.2 (Máximo común divisor): Sean a,b ∈ Z, y

sea d un divisor común de a y b, se dice que d es al máximo
común divisor de a y b si y sólo si

1. d | a y d | b ,

2. Si m es cualquier otro divisor de a y b, entonces m ≤ d .

A lo largo de este artı́culo se usará la notación

(a,b), (2)

para indicar el máximo común divisor de a,b ∈ Z.
Definición 3.3 (Números coprimos): Sean a,b ∈ Z, se dice

que a y b son números coprimos o primos relativos si y sólo
si (a,b) = 1.

Definición 3.4 (Congruencias [Ire90]): Sean a,b,n ∈ Z y
n ̸= 0, se dice que a es congruente con b módulo n y se denota
por

a ≡ b mod(n), (3)

si y sólo si n | a−b.
Definición 3.5 (Residuo cuadrático [Ire90]): Sean b,n ∈ Z

y n ̸= 0, se dice que b es un residuo cuadrático módulo n si y
sólo si existe un x ∈ Z tal que

x2 ≡ b mod(n). (4)

Definición 3.6 (Relación): Una relación R de un conjunto
A a un conjunto B es un subconjunto del producto cartesiano
A×B, es decir, R⊆A×B, y se dice que a∈A está relacionado
con b ∈ B si (a,b) ∈ R.

Definición 3.7 (Relación de equivalencia): Una relación ∼
en un conjunto A, se dice que es una relación de equivalencia
si cumple que

1. Para todo a ∈ A, entonces a ∼ a.

2. Para todo a,b ∈ A, si a ∼ b, entonces b ∼ a.

3. Para todo a,b,c ∈ A, si a ∼ b y b ∼ c, entonces a ∼ c.

1
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Ejemplo 3.1: Probaremos que la relación equivalencia
módulo n ∈ Z (≡) definida anteriormente es una relación de
equivalencia, para ello probaremos las tres condiciones de de-
finición.

1. Dado que n | 0, para cualquier n ∈Z y tomando 0 = a−a
para un a ∈ Z arbitrario, entonces

n | a−a si y sólo si a ≡ a mod n.

2. Si a ≡ b mod n para a,b ∈ Z, entonces

n | b−a =⇒ b−a = n · k1 para k1 ∈ Z,

de este modo

a−b = n · (−k1) =⇒ n | a−b =⇒ a ≡ b mod n.

3. Si a ≡ b mod n, b ≡ c mod n para a,b,c ∈ Z, entonces

n | b−a y n | c−b,

ahora aplicando la definición de divisibilidad, tenemos

b−a = n · k1 , c−b = n · k2

para k1,k2 ∈ Z. Sumando ambas expresiones, se tiene
que

c−a = (k1 + k2) ·n =⇒ n | c−a =⇒ c ≡ a mod n.

Definición 3.8 (Clase de equivalencia): Dada una relación
de equivalencia ∼ en A, definimos la clase de equivalencia
para un a ∈ A como

[a] = {x ∈ A | x ∼ a}, (5)

advierta que si b ∈ [a], entonces

[a] = [b].

Definición 3.9 (Los enteros módulo n): Dado que la re-
lación congruencia módulo n definida anteriormente es una
relación de equivalencia, podemos definir la clase de equiva-
lencia para un a ∈ Z como

[a] = {x ∈ Z | x ≡ a mod n}, (6)

y de esta manera definimos los enteros módulo n como

Z/nZ= {[a] | a ∈ Z}, (7)

de manera explicı́ta se define como

Z/nZ= {[0], [1], · · · [n−2], [n−1]}. (8)

Definición 3.10 (Conjunto de unidades módulo n
[Dum04]): Se define el conjunto de unidades módulo n, que
se denota (Z/nZ)∗, como

(Z/nZ)∗ = {[a] ∈ Z/nZ | (a,n) = 1}. (9)

Definición 3.11 (Sı́mbolo de Legendre [Ire90]): Sean
a, p ∈Z siendo p un número primo impar. Se define el sı́mbo-
lo de Legendre como

(
a
p

)
=





0, si p | a,
1, si p ∤ a y a es residuo cuadrático módulo p,
−1, si p ∤ a y a no es residuo cuadrático módulo p.

(10)
Note que el sı́mbolo de Legendre no se define para p =

2. Esto se debe a que cualquier a ∈ Z es residuo cuadrático
módulo 2, ya que a ≡ 0 mod 2 ó a ≡ 1 mod 2, y en cualquier
caso, existen x ∈ Z pares tal que x2 ≡ a mod 2 en el primer
caso, y x ∈ Z impares tal que x2 ≡ a mod 2 en el segundo
caso. Naturalmente, uno podrı́a preguntarse sobre el caso en
que p sea un número compuesto en vez de un primo. Para
ello, definiremos a continuación el sı́mbolo de Jacobi, que se
definirá a partir del sı́mbolo de Legendre.

Definición 3.12 (Sı́mbolo de Jacobi [Cox89]): Sean
m,M ∈ Z donde (m,M) = 1 y m > 0 es impar. Se define el
sı́mbolo de Jacobi como

(
M
m

)
=

r

∏
i=1

(
M
pi

)
, (11)

donde m = p1 · p2 · · · pr−1 · pr.
Definición 3.13 (Números primos de la forma p = x2 +

ny2): Se dice que un número primo p tiene la forma x2 +ny2

para un n ∈ N si existen x,y ∈ Z que sean coprimos, o sea
(x,y) = 1, tal que p = x2 +ny2.

4. Primos de la forma x2 +ny2

Las hipótesis que presentó Fermat y más tarde demostró
Euler en los casos puntuales para n = 1,2,3, fueron las si-
guientes:

Teorema 4.1 ([Cox89]): Sea p un primo y sean x,y ∈ Z tal
que (x,y) = 1, entonces

1. p = x2 + y2 si y sólo si p = 2, p ≡ 1 mod 4,

2. p = x2 +2y2 si y sólo si p ≡ 1,3 mod 8,

3. p = x2 +3y2, (x,y) = 1 si y sólo si p = 3, p ≡ 1 mod 3.

Para estudiar el caso general debemos abordar el teorema
de la reciprocidad cuadrática al igual que hacer uso de teorı́a
de grupos. Para ello, haremos un breve repaso a los conceptos
importantes de los que se hará uso en este texto.

4.1. Fudamentos de teorı́a de grupos
Definición 4.1 (Operación binaria [Dum04]): Una opera-

ción binaria ⋆ en un conjunto G es una función ⋆ : G×G −→
G.

Ejemplo 4.1: La operación estándar producto · definida en
Q es una operación binaria, ya que para todo a,b ∈Q, se tiene
que a ·b ∈Q (cerradura del producto en los racionales).
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Definición 4.2 (Grupo [Dum04]): Un grupo es un par or-
denado (G, ·) donde G es un conjunto y · es una operación
binaria en G, tal que satisface

1. Para todo a,b,c ∈ G se tiene que (a ·b) · c = a · (b · c).

2. Existe un elemento e ∈ G, llamado identidad de G, tal
que para todo a ∈ G se tiene que a · e = e ·a = a.

3. Para todo a ∈ G hay un elemento a−1 ∈ G, llamado in-
verso de a, tal que a ·a−1 = a−1 ·a = e.

Ejemplo 4.2: El grupo (Z/nZ)∗ bajo la operación produc-
to estándar · forma un grupo, con e = [1] y para un [a] ∈
(Z/nZ)∗, tenemos que su inverso multiplicativo se halla por
medio del algoritmo extendido de Euclides que permite hallar
la solución x,y ∈ Z, tal que

ax+ny = (a,n) =⇒ ax+ny = 1 =⇒ ax = 1−ny,

es decir ax ≡ 1 mod n, donde [x] ∈ (Z/nZ)∗ es el elemento
inverso de [a].

Definición 4.3 (Subgrupo [Dum04]): Sea (G, ·) un grupo.
El subconjunto H de G se dice que es un subgrupo y se denota
como H ≤ G, si es no vacı́o y si para todo x,y ∈ H, entonces
x−1 ∈ H y x · y ∈ H, en otras palabras, (H, ·) es también un
grupo.

Ejemplo 4.3: El grupo (Q,+) tiene como subgrupo al con-
junto Z bajo la operación suma estándar +, es decir (Z,+)≤
(Q,+).

Definición 4.4 (Acción de grupo [Dum04]): Una acción de
grupo de un grupo (G, ·) en un conjunto A es una función de
φ : G×A −→ A, tal que satisface

1. φ(e,a) = a para todo a ∈ A.

2. φ(g1 ·g2,a) = φ(g1,φ(g2,a)) para todo a ∈ A y g1,g2 ∈
G.

Ejemplo 4.4: Sea el grupo simétrico G = (Sn,◦) (el con-
junto Sn contiene todas las permutaciones del conjunto X =
{1,2, · · · ,n} y la operación ◦ es la composición de permuta-
ciones) y el conjunto X = {1,2, · · · ,n}. La función φ : G×
X −→ X definida como

φ(σ ,a) = σ(a), para todo σ ∈ Sn y a ∈ X ,

es una acción de grupo.
Definición 4.5 (Clase lateral izquierda): Sean (H, ·) y

(G, ·) grupos y H ≤ G, entonces una clase lateral izquierda
xH en G se define como xH = {x ·h : h ∈ H}, para un x ∈ G.

Ejemplo 4.5: Sea el grupo G = (Z/4Z,+), tomemos un
subgrupo de G, H =({[0], [2]},+). Una clase lateral izquierda
H en G, tomando x = [3] ∈ G, es

[3]H = {[3]+ [0], [3]+ [2]}= {[3], [5]}= {[3], [1]}.

Definición 4.6 (Homomorfismo de grupos): Sean (G, ·G),
(H, ·H) grupos. Una función ϕ : G −→ H que satisface

ϕ(x ·G y) = ϕ(x) ·H ϕ(y), para todo x,y ∈ G, (12)

se dice que es un homomorfismo de grupos.
Ejemplo 4.6: Sean los grupos G=(Z,+), H =(Z/3Z,+),

la función ϕ : G −→ H definida como

ϕ(a) = [a], para todo a ∈ Z,

es un homomorfismo de grupos.
Definición 4.7 (Kernel de un homomorfismo de grupos

[Dum04]): Sea ϕ : G −→ H un homomorfismo de grupos, se
define el kernel del homomorfismo como

ker(ϕ) = {g ∈ G | ϕ(g) = eH}, (13)

donde eH es el elemento identidad del grupo H.
Ejemplo 4.7: Usando el homomorfismo del ejemplo ante-

rior, tenemos que

ker(ϕ) = {a ∈ Z | ϕ(a) = [0]},

esto es, a debe ser múltiplo entero de 3, ası́

ker(ϕ) = {3k | k ∈ Z}= [0].

4.2. Teorema de la reciprocidad cuadrática y
homomorfismo de grupos

Teorema 4.2 (Teorema de la reciprocidad cuadrática
[Ire90]): Si p,q son primos impares distintos, entonces

(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)(p−1)(q−1)/4 , (14)

además (−1
p

)
= (−1)(p−1)/2 , (15)

(
2
p

)
= (−1)(p2−1)/8. (16)

Lema 4.1 ([Cox89]): Si D≡ 0,1 mod 4 es un entero distin-
to de cero, entonces hay un único homomorfismo de grupos
X : (Z/DZ)∗ −→{±1}, tal que para todo primo impar p con
p ∤ D, X ([p]) = (D/p), además

X ([−1]) =
{

1 D > 0
−1 D < 0 . (17)

A continuación veremos cómo se conectan estos dos con-
ceptos una vez hayamos definido formas cuadráticas y un po-
co de teorı́a elemental de género. Con esos dos ingredientes
podemos generalizar el teorema de Fermat.

4.3. Formas cuadráticas
Introduciremos la teorı́a de las formas cuadráticas desarro-

llada por Legendre y Gauss.
Definición 4.8 (Formas cuadráticas): Se dice que una for-

ma cuadrática f (x,y) es una expresión algebraica dada por
ax2 +bxy+ cy2, con a,b,c ∈ Z, la cual se dice además que es
primitiva si (a,b,c) = 1 [Cox89].



4 Números primos de la forma x2 +ny2 y casos particulares - Mario Andrés Medina Barrera

Se dice que un entero m es representado por una forma
f (x,y), si la ecuación m = f (x,y) tiene solución entera en x e
y, adicionalmente se dice que m es propiamente representado
si (x,y) = 1. Se dice que dos formas cuadráticas son equi-
valentes si representan los mismos números. Esto se puede
formalizar usando las ideas de acción de grupo de la siguiente
manera:

Definición 4.9 (Grupo lineal general de matrices enteras
2× 2): El grupo lineal general de matrices enteras 2× 2 se
define como el par (GL(Z),×), donde

GL(2,Z) = {A ∈ M2×2(Z) | det(A) ̸= 0}, (18)

en el que M2×2(Z) es el conjunto de las matrices 2×2 con
entradas enteras y × es la multiplicación estándar de matrices.

Definición 4.10 (Grupo lineal especial SL(2,Z)): El gru-
po lineal especial se define como el par (SL(Z),×), el cual
es subgrupo del grupo lineal general, es decir, (SL(Z),×) ≤
(GL(Z),×), donde

SL(2,Z) = {A ∈ M2×2(Z) | det(A) = 1}. (19)

Definición 4.11 (Formas cuadráticas equivalentes): De-
cimos que dos formas f (x,y) y g(x,y) son equivalentes si
existe un h ∈ GL(2,Z), tal que para la acción de grupos
φ : GL(2,Z)×X −→ X (X es el conjunto de formas cuadráti-
cas primitivas) definida como

φ
([

p q
r s

]
×g(x,y)

)
= g(px+qy,rx+ sy) , (20)

con

h =

[
p q
r s

]
, (21)

se cumple que

g(px+qy,rx+ sy) = f (x,y). (22)

Se dice además que dos formas son propiamente equiva-
lentes si h ∈ SL(2,Z) y se dice que son impropiamente equi-
valentes si h ∈ GL(2,Z)/SL(2,Z) [Cox89], donde

GL(2,Z)/SL(2,Z) = {x ∈ GL(2,Z) | x /∈ SL(2,Z)}. (23)

Ahora podemos definir el determinante de una forma
cuadrática, la cuál es una propiedad importante en el estudio
de las formas cuadráticas.

Definición 4.12 (Discriminante[Cox89]): El discriminante
D de una forma cuadrática ax2+bxy+cy2, a,b,c∈Z se define
como

D = b2 −4ac. (24)

Ahora para una forma f (x,y) con discriminante D, se tiene
la siguiente identidad

4a f (x,y) = (2ax+by)2 −Dy2 , (25)

donde si se cumple que D > 0, entonces f (x,y) representa
tanto a enteros negativos y positivos, mientras que si D < 0,

se tiene que f (x,y) representa o solo enteros negativos o po-
sitivos dependiendo del signo de a. De esta manera definimos
las formas definidas positivas o definidas negativas.

Note que hay infinitas formas cuadráticas con el mismo
discriminante D, es por ello que debemos introducir el con-
cepto de forma reducida positiva, la cuál será la representante
en la clase de formas cuadráticas con un discriminante dado.

Definición 4.13 (Forma reducida positiva [Cox89]): Una
forma cuadrática ax2 +bxy+cy2 se dice que es una forma re-
ducida positiva si su respectivo discriminante D< 0 y además,

|b|≤ a ≤ c, y b ≥ 0 si se cumple que |b|= a o a = c. (26)

Nótese que por definición la forma cuadrática x2 + ny2 es
una forma reducida positiva de discriminante D =−4n.

Ahora se siguen por la definición de discriminante y de
forma reducida positiva los siguientes resultados:

−D = 4ac−b2 ≥ 4a2 −a2 = 3a2 =⇒ a ≤
√

(−D)/3, (27)

|b|≤ a, (28)

b2 −4ac = D =⇒ c =
(−D)+b2

4a
. (29)

De esta manera se deduce que dado un discriminante D< 0
se tiene que hay finitas formas reducidas con discriminante D
y por lo tanto, el número de clases propiamente equivalentes
es también finito (entiéndase una clase propiamente equiva-
lente como una clase de equivalencia de formas cuadráticas
donde el representante es una forma reducida de discriminan-
te D) y se dice que dos formas cuadráticas están en la misma
clase si son propiamente equivalentes, de esta manera deno-
tamos h(D) como el número de clases de formas reducidas
positivas de discriminante D.

Ahora enunciaremos el siguiente teorema que asegura que
cada primo que pertenezca al kernel del homomorfismo del
Lema 4.1 tiene una representación por alguna de las formas
reducidas positivas. Este resultado es bastante poderoso, ya
que nos asegura que solo debemos hallar las formas reducidas
positivas con cierto discriminante y luego hallar el kernel de
su respectivo homomorfismo, de esta manera tenemos los in-
gredientes para determinar cuando un primo p tiene la forma
x2 +ny2, para un n dado.

Teorema 4.3 ([Cox89]): Sea D ≡ 0,1 mod(4) negativo
y sea X : (Z/DZ)∗ −→ {±1} el homomorfismo del lema
4.1, entonces para un primo impar p que no divide a D,
[p] ∈ ker(X ) si y sólo si p es representado por una de las
h(D) formas reducidas de discriminante D.

Cabe preguntarse si para un discriminante dado D hay infi-
nitas formas reducidas positivas. El siguiente teorema afirma
que para D < 0 siempre van a haber finitas formas reduci-
das positivas y además para finitos casos solo se cumple que
h(D) = 1.

Teorema 4.4 ([Cox89]): Sea D < 0, entonces el número
h(D) de clases propiamente equivalentes es finito.

Teorema 4.5 ([Cox89]): Sea n un entero positivo, entonces

h(−4n) = 1 si y sólo si n = 1,2,3,4,7. (30)
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4.4. Teorı́a elemental de género

Ahora que sabemos que h(D) = 1 se cumple para casos fi-
nitos, queremos saber cómo clasificar a los números primos
representados por x2 + ny2 cuando h(−4n) > 1, o sea que-
remos saber cómo separar formas reducidas con mismo dis-
criminante, para ello usaremos las ideas de Legendre. Se dice
que dos formas cuadráticas están en el mismo género si repre-
sentan a los mismos valores de (Z/DZ)∗ sobre (Z/DZ) (esto
es, dada dos formas cuadráticas f (x,y), g(x,y) se dice que re-
presentan los mismos valores de (Z/DZ)∗ sobre (Z/DZ), si
para algún a ∈ (Z/DZ)∗ si se tiene una solución x1,y1 ∈ Z
tal que a = f (x1,y1), entonces deben haber x2,y2 ∈ Z tal que
a = g(x2,y2) y viceversa) entonces cada género consiste de
finitas clases de formas reducidas, al ser estas propiemante
equivalentes a las otras formas cuadráticas en el mismo géne-
ro. El impacto de esta idealización se hace cuando se usa el
teorema 4.2 y la definición de forma principal, la cual se defi-
ne como

x2 − D
4

y2 si D ≡ 0 mod 4,

x2 + xy+
1−D

4
y2 si D ≡ 1 mod 4.

(31)

donde D < 0 [Cox89]. Nótese que en el caso D ≡
0 mod(4), en la forma principal tenemos a x2+ny2. Ahora de-
finiremos la clase lateral, el cual es un concepto que se usará
en los siguientes resultados.

Teorema 4.6 ([Cox89]): Dado un entero negativo D ≡
0,1 mod(4), sea ker(X ) como en el Teorema 4.2, y sea
f (x,y) una forma con discriminante D, entonces se tiene que

1. Los valores en (Z/DZ)∗ representados por la forma
principal de discriminante D forma un subgrupo H ⊂
ker(X ).

2. Los valores en (Z/DZ)∗ representados por una for-
man f (x,y) forman una clase lateral izquierda de H en
ker(X ).

Teorema 4.7 ([Cox89]): Sea D ≡ 0,1 mod(4) negativo, y
sea H ⊂ ker(X ) como en la Proposición 4.1, si H ′ es una cla-
se lateral izquierda de H en ker(Z) y p es un primo impar que
no divide a D, entonces [p] ∈ H ′ si y sólo si p es representado
por una forma reducida de discriminante D en el género de
H ′.

Corolario 4.1 ([Cox89]): Sea n un entero positivo y p un
primo impar que no divide a n. Entonces, p es representado
por una forma de discriminante −4n en el género principal si
y sólo si para algún entero β se cumple que

p ≡ β 2,β 2 +n mod(4n). (32)

5. Ejemplos
Primos de la forma x2 +6y2:

En primer lugar hallaremos las formas reducidas con dis-
criminante D =−24.

a ≤
√

24
3

=
√

8 ≈ 2,

entonces tenemos las siguientes opciones

a = 2, a = 2, a = 2;
b = 0, b =±1, b = 2;

c = 24
8 = 3, c = 25

8 , c = 28
8 .

a = 1, a = 1;
b = 0, b = 1;

c = 24
4 = 6, c = 25

4 .

Por lo tanto, hay dos formas reducidas, las cuales son
2x2 +3y2 y x2 +6y2.

Ahora debemos hallar el kernel de X : (Z/DZ)∗ −→
{±1}, es decir

(Z/24Z)∗ = {1,5,7,11,13,17,19,23},

donde 1 es siempre residuo cuadrático de cualquier
módulo, ası́ tenemos que

(−24
5

)
=

(
1
5

)
= 1,

(−24
7

)
=

(
4
7

)
= 1,

(−24
11

)
=

(
9

11

)
= 1,

(−24
13

)
=

(
2

13

)
=−1,

(−24
17

)
=

(
10
17

)
=−1,

(−24
19

)
=

(
14
19

)
=−1,

(−24
23

)
=

(
22
23

)
=−1.

Estos cálculos se pueden realizar aplicando el teorema
de la reciprocidad cuadrática. Ahora una vez hallamos
el kernel de X por el Corolario 4.1 tenemos que de
1,5,7,11 los que cumplen con las condiciones son 1,7,
ya que

p ≡ 12 mod(24),

p ≡ 12 +6 mod(24).

Por lo tanto,

p = x2 +6y2 si y sólo si p ≡ 1,7 mod(24),

y usando el teorema 4.2 se tiene que las representaciones
restantes van a la otra clase, esto es

p = 2x2 +3y2 si y sólo si p = 5,11 mod(24).



6 Números primos de la forma x2 +ny2 y casos particulares - Mario Andrés Medina Barrera

Primos representados por formas reducidas con dis-
criminante impar:

Tomemos el caso donde el discriminante sea D = −15.
Ahora hallaremos las formas reducidas con discriminan-
te D =−15.

a ≤
√

15
3

=
√

5 ≈ 2,

entonces tenemos las siguientes opciones

a = 2, a = 2, a = 2;
b = 0, b =±1, b = 2;

c = 15
8 = 3, c = 16

8 = 2, c = 19
8 .

a = 1, a = 1;
b = 0, b = 1;

c = 15
4 = 6, c = 16

4 = 4.

Por lo tanto, hay dos formas reducidas, las cuales son
2x2 + xy+2y2 y x2 + xy+4y2.

Ahora debemos hallar el kernel de X : (Z/DZ)∗ −→
{±1}, es decir

(Z/15Z)∗ = {1,2,4,7,8,11,13,14},

donde 1 es siempre residuo cuadrático de cualquier
módulo, ası́ tenemos que

(−15
17

)
=

(
2

17

)
= 1,

(−15
19

)
=

(
4

19

)
= 1,

(−15
7

)
=

(−1
7

)
=−1,

(−15
23

)
=

(
8

23

)
= 1,

(−15
11

)
=

(
7

11

)
=−1,

(−15
13

)
=

(
11
13

)
=−1,

(−15
29

)
=

(
14
29

)
=−1.

Una vez hallamos el kernel de X , vemos de manera in-
mediata que la forma principal x2 + xy+ 4y2 representa
al 4 y al 1, entonces

p = x2 + xy+4y2 si y sólo si p ≡ 1,4 mod(15).

Por otro lado, se tiene que 2x2 + xy+2y2 representa al 2
y al 8, ası́

p = 2x2 + xy+2y2 si y sólo si p = 2,8 mod(15).

6. Primos de Fibonacci, Mersenne y
Fermat

Las clases de números primos que tomaremos en consi-
deración en este artı́culo y de los cuales veremos si algunos
tienen la forma p = x2 + ny2 son clases de primos bastante
conocidas, aunque eso sı́, no se sabe si hay infinitos primos
de cada clase.

Definición 6.1 (Sucesión de Fibonacci): La sucesión de Fi-
bonacci se establece de manera recursiva como

F0 = 0, F1 = 1;

Fn = Fn−1 +Fn−2 para n ≥ 2.

Por lo tanto, los primeros términos de la secuencia son

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89. . .

Definición 6.2 (Primos de Fibonacci): Un primo de Fibo-
nacci es un número primo p que hace parte de la secuencia de
Fibonacci, o sea, existe un ı́ndice n ∈N tal que Fn = p, donde
Fn es el enésimo término de la secuencia de Fibonacci.

Definición 6.3 (Primos de Mersenne): Un primo de Mer-
senne es un número primo de la forma 2p − 1 donde p es un
número primo.

Definición 6.4 (Primos de Fermat): Un primo de Fermat es
un número primo de la forma 22n

+1 con n ∈ N.
Con algunos de los primos conocidos de cada clase de pri-

mos y por medio del software PARI/GP, veremos si algunos
tienen la forma p = x2 +ny2, n ∈ N, y para qué n.

7. Pruebas en PARI/GP
PARI/GP es un software matemático enfocado en la teorı́a

de números y álgebra moderna. Para operaciones con núme-
ros grandes involucrando álgebra moderna y teorı́a de núme-
ros algebraica, proporciona un entorno de programación, pa-
ra ver documentación de PARI/GP consúltese [Hea12]. Para
abordar este problema se creará la función f orma x2 ny2 que
recibirá como parámetros el primo p del cual se quiere saber
si tiene la forma p = x2 + ny2, ası́ que el segundo parámetro
será n. A continuación está lel bloque de código de la función.

1 form_x2_ny2(p, n) = {

2 if (!isprime(p), return(0));

3 for (x = 0, sqrtint(p),

4 if((p-x^2)%n==0,

5 y2 = (p - x^2)/n;

6 if (y2 >= 0 && issquare(y2),

7 y = sqrtint(y2);

8 if (gcd(x, y) == 1,

9 return([x, y])

10 )

11 );

12 );

13 );
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14 return(0);

15 }

Cabe resaltar que hallaremos sólo las soluciones que estén
dadas por enteros positivos, las demás soluciones enteras son
análogas, sólo diferirán en algún signo. Nótese que la función
anterior solo verifica un caso, o sea solo para un n especı́fi-
co. Es por ello que ahora vamos a crear la función ciclo(p),
el cual va a verificar por cada n, desde 1 hasta p− 1. No to-
mamos el caso trivial con n = p, ya que en dicho caso tiene
la forma x2 + py2, con x = 0, y = 1, la cual es una solución
que no nos interesa. De igual manera, no se toma el caso para
n > p, ya que es evidente que en esos casos no hay solución
alguna. La función está dada como

1 ciclo(p) = {

2 for (n = 1, p-1,

3 sol = form_x2_ny2(p, n);

4 if (sol,

5 print("El numero primo tiene la forma

6 x^2 + ", n, "y^2 con x, y = ", sol, " ");

7 );

8 );

9 }

Pruebas con primos de Fibonacci: Para F13 = 233 tene-
mos los siguientes resultados

El primo tiene la forma x2 +1y2 con x,y = [8,13]

El primo tiene la forma x2 +2y2 con x,y = [15,2]

El primo tiene la forma x2 +4y2 con x,y = [13,4]

El primo tiene la forma x2 +7y2 con x,y = [11,4]

El primo tiene la forma x2 +8y2 con x,y = [15,1]

El primo tiene la forma x2 +13y2 con x,y = [5,4]

El primo tiene la forma x2 +14y2 con x,y = [3,4]

El primo tiene la forma x2 +16y2 con x,y = [13,2]

El primo tiene la forma x2 +28y2 con x,y = [11,2]

El primo tiene la forma x2 +37y2 con x,y = [14,1]

El primo tiene la forma x2 +38y2 con x,y = [9,2]

El primo tiene la forma x2 +46y2 con x,y = [7,2]

El primo tiene la forma x2 +52y2 con x,y = [5,2]

El primo tiene la forma x2 +56y2 con x,y = [3,2]

El primo tiene la forma x2 +58y2 con x,y = [1,2]

El primo tiene la forma x2 +64y2 con x,y = [13,1]

El primo tiene la forma x2 +89y2 con x,y = [12,1]

El primo tiene la forma x2 +112y2 con x,y = [11,1]

El primo tiene la forma x2 +133y2 con x,y = [10,1]

El primo tiene la forma x2 +152y2 con x,y = [9,1]

El primo tiene la forma x2 +169y2 con x,y = [8,1]

El primo tiene la forma x2 +184y2 con x,y = [7,1]

El primo tiene la forma x2 +197y2 con x,y = [6,1]

El primo tiene la forma x2 +208y2 con x,y = [5,1]

El primo tiene la forma x2 +217y2 con x,y = [4,1]

El primo tiene la forma x2 +224y2 con x,y = [3,1]

El primo tiene la forma x2 +229y2 con x,y = [2,1]

El primo tiene la forma x2 +232y2 con x,y = [1,1]

Para F11 = 89 tenemos los siguientes resultados. Si se quie-
re consultar y hacer más pruebas con primos de Fibonacci,
consúltese [?Fib24].

El primo tiene la forma x2 +1y2 con x,y = [5,8]

El primo tiene la forma x2 +2y2 con x,y = [9,2]

El primo tiene la forma x2 +4y2 con x,y = [5,4]

El primo tiene la forma x2 +5y2 con x,y = [3,4]

El primo tiene la forma x2 +8y2 con x,y = [9,1]

El primo tiene la forma x2 +10y2 con x,y = [7,2]

El primo tiene la forma x2 +16y2 con x,y = [5,2]

El primo tiene la forma x2 +20y2 con x,y = [3,2]

El primo tiene la forma x2 +22y2 con x,y = [1,2]

El primo tiene la forma x2 +25y2 con x,y = [8,1]

El primo tiene la forma x2 +40y2 con x,y = [7,1]

El primo tiene la forma x2 +53y2 con x,y = [6,1]

El primo tiene la forma x2 +64y2 con x,y = [5,1]

El primo tiene la forma x2 +73y2 con x,y = [4,1]

El primo tiene la forma x2 +80y2 con x,y = [3,1]

El primo tiene la forma x2 +85y2 con x,y = [2,1]

El primo tiene la forma x2 +88y2 con x,y = [1,1]

Pruebas con primos de Mersenne: Para 25 − 1 = 31 te-
nemos los siguientes resultados

El primo tiene la forma x2 +3y2 con x,y = [2,3]

El primo tiene la forma x2 +6y2 con x,y = [5,1]

El primo tiene la forma x2 +15y2 con x,y = [4,1]

El primo tiene la forma x2 +22y2 con x,y = [3,1]

El primo tiene la forma x2 +27y2 con x,y = [2,1]

El primo tiene la forma x2 +30y2 con x,y = [1,1]

Para 27 −1 = 127 tenemos los siguientes resultados. Si se
quiere consultar y hacer más pruebas con primos de Mersen-
ne, consúltese [MR14].

El primo tiene la forma x2 +3y2 con x,y = [10,3]

El primo tiene la forma x2 +6y2 con x,y = [11,1]

El primo tiene la forma x2 +7y2 con x,y = [8,3]

El primo tiene la forma x2 +14y2 con x,y = [1,3]

El primo tiene la forma x2 +27y2 con x,y = [10,1]

El primo tiene la forma x2 +46y2 con x,y = [9,1]

El primo tiene la forma x2 +63y2 con x,y = [8,1]

El primo tiene la forma x2 +78y2 con x,y = [7,1]

El primo tiene la forma x2 +91y2 con x,y = [6,1]

El primo tiene la forma x2 +102y2 con x,y = [5,1]

El primo tiene la forma x2 +111y2 con x,y = [4,1]

El primo tiene la forma x2 +118y2 con x,y = [3,1]

El primo tiene la forma x2 +123y2 con x,y = [2,1]

El primo tiene la forma x2 +126y2 con x,y = [1,1]

Pruebas con primos de Fermat: Para 222
+ 1 = 17 se

tienen los resultados

El primo tiene la forma x2 + y2 con x,y = [1,4]

El primo tiene la forma x2 +2y2 con x,y = [3,2]

El primo tiene la forma x2 +4y2 con x,y = [1,2]

El primo tiene la forma x2 +8y2 con x,y = [3,1]

El primo tiene la forma x2 +13y2 con x,y = [2,1]

El primo tiene la forma x2 +16y2 con x,y = [1,1]

Para 223
+ 1 = 257 se tienen los resultados. Si se quie-

re consultar y hacer más pruebas con primos de Fermat,
consúltese [Wei00].
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El primo tiene la forma x2 + y2 con x,y = [1,16]

El primo tiene la forma x2 +2y2 con x,y = [15,4]

El primo tiene la forma x2 +4y2 con x,y = [1,8]

El primo tiene la forma x2 +8y2 con x,y = [15,2]

El primo tiene la forma x2 +11y2 con x,y = [9,4]

El primo tiene la forma x2 +13y2 con x,y = [7,4]

El primo tiene la forma x2 +16y2 con x,y = [1,4]

El primo tiene la forma x2 +22y2 con x,y = [13,2]

El primo tiene la forma x2 +32y2 con x,y = [15,1]

El primo tiene la forma x2 +34y2 con x,y = [11,2]

El primo tiene la forma x2 +44y2 con x,y = [9,2]

El primo tiene la forma x2 +52y2 con x,y = [7,2]

El primo tiene la forma x2 +58y2 con x,y = [5,2]

El primo tiene la forma x2 +61y2 con x,y = [14,1]

El primo tiene la forma x2 +62y2 con x,y = [3,2]

El primo tiene la forma x2 +64y2 con x,y = [1,2]

El primo tiene la forma x2 +88y2 con x,y = [13,1]

El primo tiene la forma x2 +113y2 con x,y = [12,1]

El primo tiene la forma x2 +136y2 con x,y = [11,1]

El primo tiene la forma x2 +157y2 con x,y = [10,1]

El primo tiene la forma x2 +176y2 con x,y = [9,1]

El primo tiene la forma x2 +193y2 con x,y = [8,1]

El primo tiene la forma x2 +208y2 con x,y = [7,1]

El primo tiene la forma x2 +221y2 con x,y = [6,1]

El primo tiene la forma x2 +232y2 con x,y = [5,1]

8. Conclusiones
La teorı́a sobre los números primos de la forma x2 + ny2

con n ∈N es una teorı́a profunda y bien cubierta. Vale la pena
preguntarse qué puede pasar cuando se toma un n ∈Z, en este
caso cómo afectarı́a las formas cuadráticas con determinante
D =−4n con n < 0, y si en este caso siguen habiendo finitas
clases h(D) de formas primitivas. Otra pregunta interesante
es si para cualquier clase de primos, cualquier elemento p > 3
tendrá siempre la forma x2 + ny2 para algún n, exceptuando
el caso trivial, el cual sucede con n = p− 1, donde p = 12 +
(p−1) ·12.

La relevancia de estas preguntas reside en la relación estre-
cha entre los números primos y las formas cuadráticas, esen-
ciales en la teorı́a de cuerpos cuadráticos. Abordar problemas
relacionados con la representación de primos mediante for-
mas x2 + ny2 podrı́a ofrecer nuevas perspectivas a la cripto-
grafı́a y la teorı́a algebraica de números.
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1. Resumen

Este escrito presenta las cónicas como curvas que pueden
definirse de tres maneras equivalentes: mediante la intersec-
ción de un plano con un cono recto, como el conjunto de pun-
tos cuya distancia a un foco y a una directriz mantiene una
proporción constante (excentricidad) o como curvas algebrai-
cas de grado dos. Se menciona que estas definiciones varı́an
según el enfoque matemático y se introduce la relación de las
cónicas con tres problemas clásicos: la duplicación del cubo,
la trisección del ángulo y la cuadratura del cı́rculo.

2. Introducción

Las cónicas se pueden definir como las curvas dadas por la
intersección de un plano y un cono recto, o como el conjunto
de puntos en el plano cuya distancia a un punto (foco) y a una
recta fija (directriz) guardan una proporción (excentricidad),
o como curvas algebraicas planas de grado dos. Todas estas
definiciones son equivalentes y dependen del área de las
matemáticas en la que se esté trabajando. A lo largo del texto
se mostrará cómo ir de una definición a la otra, iniciando con
los tres problemas clásicos a los que les debemos su origen.
Los tres problemas clásicos son: la duplicación del cubo,
la trisección del ángulo y la cuadratura del cı́rculo. En la
siguiente sección (un poco de historia), exploraremos cómo
las cónicas se relacionan con cada uno de estos problemas y
su importancia en el desarrollo de la geometrı́a y el álgebra.

Posteriormente, en cada sección se hablará de una defi-
nición de cónica, resaltando sus propiedades. La definición
geométrica, basada en la interseccién de un plano y un cono,
proporciona una comprensión visual y tangible de su forma.
La definición a través de la proporción entre las distancias
al foco y la directriz introduce el concepto de excentrici-
dad, esencial para clasificar las cónicas en elipses, parábolas
e hipérbolas. Finalmente, la representación como curvas al-
gebraicas de grado dos conecta a las cónicas con el álgebra,
permitiendo su análisis mediante ecuaciones y su aplicación
en diversos problemas matemáticos y fı́sicos.

*Universidad Nacional Autónoma de México.

3. Un poco de historia
Las cónicas empezaron a ser estudiadas como herramienta

en la búsqueda de la solución de algunos problemas en la
antigüedad como: la cuadratura del cı́rculo, la trisección
del ángulo y la duplicación del cubo. Para la época que se
formularon estos problemas, se buscaba una solución con
regla y compás, por lo que debı́a ser una longitud, solución
de alguna ecuación algebraica con coeficientes racionales.

El problema de la cuadratura del cı́rculo, fue formulado por
el matemático griego Anaxágoras (siglo V a.C.), quien intentó
resolverlo mientras estaba en prisión. El problema consistı́a
en encontrar un cuadrado con la misma área que un cı́rculo
dado. Este fue un desafı́o por más de dos mil años hasta que en
1882 Ferdinand von Lindemann demostró que el número π ,
que define la relación entre el perı́metro de la circunferencia
de radio unidad y su diámetro, es un número trascendente,
es decir, no es solución de una ecuación algebraica. Por lo
tanto, no es posible hallar dos números l (medida del lado del
cuadrado) y r (radio de la circunferencia) tales que

(
l
r

)2

= π.

El problema de la trisección del ángulo consistı́a en
dividir un ángulo dado en tres partes iguales utilizando,
únicamente, regla y compás. Pero en 1837, Pierre Wantzel
demostró, usando la teorı́a de los números constructibles,
que es imposible solucionarlo solo con regla y compás. Ya
que involucra resolver una ecuación de grado 3, y requiere
operaciones que no son constructibles1.

Por último, pero no menos importante, el problema de la
duplicación del cubo, consiste en dado un cubo con volumen
inicial V1 = l3 (con l la longitud del lado del cubo), se debe
construir un nuevo cubo con el doble del volumen V2 = 2l3,
usando únicamente regla y compás. La leyenda indica que
en Atenas, Grecia, aproximadamente en 430 a.C., cuando la
peste angustiaba a la población, los atenienses con miedo a
morir, visitaron el Oráculo de Apolo para pedir que la peste
terminara. El Oráculo, a las súplicas de la población, respon-
dió que era necesario duplicar el volumen del altar cúbico
dedicado a Apolo con el propósito de brindarle ofrendas

1Los números constructibles son aquellos que pueden obtenerse a partir
de números racionales mediante una serie finita de operaciones con regla y
compás (sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y extracciones de raı́ces
cuadradas).

9
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mayores. En su momento, los atenienses no consiguieron
resolver el problema, y la peste continuó.

Aunque al igual que en el caso de la trisección del ángu-
lo y la cuadratura del cı́rculo, el problema de la duplicación
del cubo es imposible de resolver utilizando solo una regla y
un compás, ya que se debe resolver la siguiente ecuación en
términos constructibles

l13 = 2l23 ⇐⇒
(

l1
l2

)3

= 2,

donde l1 es la longitud del lado para el volumen V1, y l2 es
la longitud del lado para el volumen V2. Pero los hallazgos
en el camino hacia la duplicación del cubo son los objetos
matemáticos de importancia en este texto.

Casi cien años después de la leyenda sobre el Oráculo de
Apolo, Menecmo (380-320 a.C) usó el cono recto de una ho-
ja2, con el objeto de solucionar el problema y obtuvo, al in-
tersecarlo con un plano, la parábola, la elipse y la hipérbo-
la, conocidas también como la trı́ada de Menecmo. También,
Hipócrates de Quı́os determinó que este problema es equi-
valente a encontrar dos segmentos de longitudes x y y que
satisfacen la proporción:

x2 = l1y
l1
x
=

x
y
=

y
2l1

⇐⇒ y2 = 2l1x ⇐⇒ y3 = 2x3,

xy = 2l2
1

donde l1 es un segmento de lı́nea dado, y y es el lado de un
cubo que tiene el doble del volumen del cubo de lado l1. En
otras palabras, dado un segmento de longitud l1, al aumentar
su tamaño en 2, el volumen V2 del nuevo cubo, con lado y,
aumenta en progresión geométrica (V2,8V2,64V2, ...), lo que
nos lleva a buscar la media geométrica entre l1 y 2l1. Este
proceso se conoce como reducción de Hipócrates, y equivale
a encontrar la intersección de dos parábolas y una hipérbola
(ver Figura 1).

Figura 1: Solución de la duplicación del cubo.

2El cono recto de una hoja es un sólido de revolución que se genera al
girar un triángulo rectángulo alrededor de uno de sus catetos. El cı́rculo que
se forma con el otro cateto se llama base, el eje de rotación se llama eje
o altura, la unión de segmentos formados al rotar la hipotenusa se llaman
generatrices, y el punto de intersección de todas las generatrices se llama
vértice (Ver Figura 2).

Luego, Apolonio de Perga (260-190 a.C.) creó el cono que
lleva su nombre, el cual facilitó la visión de las distintas sec-
ciones cónicas (ver Figura 2). Demostró que no se necesitan
distintos conos, sino que cada cónica depende de la inclina-
ción del plano que interseca. Les puso el nombre que actual-
mente conocemos, y estudió sus propiedades geométricas in-
dependientes del cono, definiéndolas como objetos geométri-
cos.

Figura 2: Cono de Apolonio.

4. Las cónicas como secciones de un
cono

Las cónicas o secciones cónicas, son la familia de objetos
que se obtienen al intersecar un cono recto de dos hojas con
un plano. Este proceso depende de la inclinación del plano
y su ubicación respecto al cono. Dichas familias son: las
elipses, los cı́rculos3, las parábolas, las hipérbolas, dos rectas
secantes o una recta doble, y el punto4.

Iniciamos por las cuatro primeras familias, que conforman
un conjunto denominado cónicas no degeneradas. Si el plano
corta el cono de manera paralela a su base y está ubicado en
alguna hoja, entonces se forma un cı́rculo. Cuando el plano
está ligeramente inclinado, pero no lo suficiente como para
ser paralelo a las generatrices del cono, se obtiene una elipse.
Si el plano es paralelo a una generatriz del cono, pero no pasa
por el vértice del cono, entonces de la intersección resulta una
parábola. Y, si el plano corta ambas hojas del cono sin pasar
por su vértice, se forma una hipérbola (ver Figura 3 (a)-(c)).

Las últimas tres familias se conocen como cónicas dege-
neradas, debido a que presentan un caso lı́mite o especial en
el que una estructura matemática pierde algunas de sus pro-
piedades o caracterı́sticas esenciales. El punto se obtiene de
la intersección del vértice del cono con un plano. El par de
lı́neas que se cruzan se obtiene al intersecar el cono con un
plano que corta a ambas hojas y pasa por su vértice. Final-
mente, las lı́neas dobles son el resultado de intersecar al cono
con un plano paralelo a dos generatrices y que pasa por el
vértice.

3bajo otras definiciones de cónicas se verá que es un caso particular de las
elipses, donde los focos son iguales, lo que implica que los semiejes también
sean iguales (el radio), y se pide que sean distintos de cero.

4Caso en el que el radio es cero.
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(a) Elipses. (b) Hipérbolas. (c) Parábolas.

(d) Punto. (e) Par de lı́neas. (f) Lı́neas dobles.

Figura 3: Secciones cónicas como la intersección de un plano
y un cono circular de dos hojas. Las figuras (d) a (f) se cono-
cen como cónicas degeneradas.

5. Las cónicas como un lugar
geométrico

Las cónicas no degeneradas se definen también como el
conjunto de puntos en el plano tal que la directriz y = −ρ
(con ρ constante), el foco O y la excentricidad e cumplen la
relación

e =
|Ox|
|xQ| ,

donde x es un punto en el plano, y Q es la intersección de la
perpendicular que pasa por x a la directriz. Entonces, tenemos
que:

La parábola es el conjunto

{(x,y) | x2 = 2ρy∧ e = 1}∪{(x,y) | y2 = 2ρx∧ e = 1}.

La elipse es el conjunto

{(x,y) | x2

a2 +
y2

b2 = 1∧ e < 1},

donde a y b dependen de e.

La hipérbola es el conjunto

{(x,y) | x2

a2 − y2

b2 = 1∧ e > 1},

donde a y b dependen de e.

Para las cónicas degeneradas ρ tiende a infinito y a,b tien-
den a cero, obteniendo la recta, el punto y las rectas secantes,
respectivamente.

6. Las cónicas como curvas algebrai-
cas.

Dado el polinomio de segundo grado

P : R2 −→ R,

tal que

P(x,y) = ax2 +bxy+ c2y+dx+ ey+ f ,

con coeficientes reales. Una curva algebraica es el conjunto
de puntos dados por P(x,y) = k, con k una constante.

Las cónicas se definen como el conjunto de curvas alge-
braicas dadas por

C = {(x,y) | P(x,y) = 0∧ (a,b,c) ̸= (0,0,0)}. (1)

Para estudiar los elementos en C se aplican ciertos
cambios de coordenadas que permitan estudiarlos desde otro
punto de vista, tal que al recibir un conjunto de puntos en C
correspondientes a una curva algebraica se pueda decidir muy
rápidamente cuál cónica es, de acuerdo a las definiciones
presentadas en las secciones anteriores. Para ello, se definirán
un conjunto de isometrı́as que simplifiquen a P(x,y) = 0 y
representen las mismas curvas.

Iniciemos por definir la traslación

T : R2
x,y −→ R2

x,y

tal que T (x,y) = (x − h,y − k) con (h,k) ∈ R2, lo cual es
equivalente a decir que 4ac−b2 ̸= 0, haciendo d = e = 0.

Ahora, tenemos un nuevo conjunto

C := {ax2 +bxy+ cy2 + f = 0},

cuyos coeficientes vienen dados por a,b,c; y a cada elemento
es posible asociarle una forma bilineal

X tAX =
(
x y

)
(

a b
2

b
2 c

)(
x
y

)
.

Luego, definamos una rotación

Rθ : R2 −→ R2,

tal que

X t (Rθ )
−1 ARθ X =

(
x y

)(λ1 0
0 λ2

)(
x
y

)
,

con λ1,λ2 ∈ R ambos no cero.

El resultado es el conjunto

C̃ := {λ1x2 +λ2y2 + f̃ = 0}.
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Y podemos concluir que los tres conjuntos anteriores cumplen
que

C =C = C̃

y sus elementos se pueden expresar como secciones de un
cono.

Observación: Como caso particular, para la parábola, en
la transformación anterior se obtiene que 4ac−b2 = 0, luego
no existen h y k. Para solucionar dicho inconveniente, pro-
pondremos una transformación en la que, o bien d = 0, o bien
e = 0, y está dada como

T : R2
x,y −→ R2

x,y

tal que T (x,y) = (x−h,y) con (h,0) ∈ R2.

7. Las cónicas como variedad diferen-
cial.

En la sección anterior vimos que cada cónica esta determi-
nada principalmente por los coeficientes λ1 y λ2. Entonces,
podemos tomar el polinomio con el cual iniciamos la sección
anterior P(x,y), y con sus coeficientes definir el conjunto

M = {(a,b,c,d,e, f ) ∈R6 − ({a = 0}∩{b = 0}∩{c = 0})},

donde descartamos a los polinomios lineales

Pl(x,y) = dx+ ey+ f .

Proposición 1: El conjunto M es una variedad diferencia-
ble.

Para poder demostrar esto, recordaremos que si M es variedad
diferenciable debe cumplir lo siguiente:

1 Existe τ una topologı́a de M tal que (τ,M) es un espacio
topológico Hausdolff 5.

2 Existe un conjunto de abiertos {Ui} en τ numerable tal
que su unión contiene a M.

3 Existe una colección de cartas (funciones de abiertos en
M a abiertos de Rn, para nuestro caso n = 3) tal que sus
composiciones o cambios de coordenadas (funciones de
abiertos de R3 a abiertos de R3) son diferenciables con
inversa diferenciable (difeomorfismos).

Pero probar esto no siempre es una tarea sencilla, por esa
razón partiremos del hecho de que

los subconjuntos abiertos de Rm, con m ∈ Z, son variedades
diferenciables,

5Un espacio topológico se dice que es Hausdorff si para cualesquiera dos
puntos distintos en él, existen dos abiertos contenidos en el espacio topológi-
co, que son disjuntos.

es decir, debemos probar que M ⊂ R6 es abierto.

Tomamos un punto p0 = (a0,b0,c0,d0,e0, f0) ∈ M arbitra-
rio y un abierto U := {x ∈ R6 : 0 < |x− p0|< r}, alrededor

del punto donde r =
√

a2
0 +b2

0 + c2
0 corresponde a la distancia

euclı́dea del punto p0 al conjunto {x = (0,0,0,d,e, f )}.
Entonces, la manera en la que está propuesto r garantiza que,
U ⊂ M. Por lo tanto, M es abierto, y en consecuencia, es una
variedad diferenciable.

Proposición 2: Dado el conjunto

C̃ := {λ1x2 +λ2y2 + f̃ = 0},

son verdaderas las siguientes afirmaciones:

1. El subconjunto de C̃ tal que λ1λ2 > 06 es abierto en M,

2. el subconjunto de C̃ tal que λ1λ2 < 07 es abierto en M,

3. y el subconjunto de C̃ tal que λ1λ2 = 08 no es abierto en
M.

Para probar esto procederemos de manera análoga a lo he-
cho en la sección anterior. Definamos

P̃ = P◦Rθ ◦T : R2 −→ R,

tal que la topologı́a de {P̃−1( f )} y C̃ coincidan. En otras
palabras, el estudio de M se reduce al estudio de {P̃−1( f )}
donde es posible determinar cinco topologı́as para C̃ depen-
diendo de f̃ para cada caso de λ1,λ2 ̸= 0.

Primero, consideremos λ1λ2 > 0. La superficie S dada por
la gráfica de P̃ corresponde con el paraboloide elı́ptico (ver
Figura 4), donde:

Si f̃ = 0 entonces las cónicas estarán dadas por la in-
tersección del plano xy con S en su mı́nimo, entonces
C̃0 = {(x0,y0,0)} ⊂ C̃.

Si f̃ > 0 entonces las cónicas estarán dadas por la inter-
sección del plano {x+ y = kz | k < 0} con S. Dicha
intersección se llamará C̃1 y es el conjunto vacı́o. Enton-
ces, C̃1 ⊂ C̃.

Si f̃ < 0 entonces las cónicas estarán dadas por la inter-
sección del plano {x+ y = kz | k > 0} con S. Dicha
intersección se llamará C̃2 y es el conjunto de elipses.
Entonces, C̃2 ⊂ C̃.

Ahora, consideremos el abierto dado por λ1λ2 < 0. La su-
perficie S dada por la gráfica de P̃ es el paraboloide hiperbóli-
co (ver Figura 5), donde:

6Los elementos de este conjunto son: las elipses, los cı́rculos, el punto y
el vacı́o. Estos últimos, dependiendo del valor de f̃ .

7Los elementos de este conjunto son: las hipérbolas y las rectas secantes.
Estas últimas dependen del valor de f̃ .

8Los elementos de este conjunto son: las parábolas.
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Figura 4: Paraboloide elı́ptico.

Si f̃ = 0 entonces las cónicas estarán dadas por la inter-
sección del plano xy con S pasando por el punto silla.
Dicha intersección se llamará C̃3 y es el conjunto de rec-
tas secantes. Entonces C̃3 ⊂ C̃.

Si f̃ ̸= 0 entonces las cónicas estarán dadas por la in-
tersección del plano {x+ y = kz}, con k constante, con
S. Dicha intersección se llamará C̃4 y es el conjunto de
hipérbolas. Entonces C̃4 ⊂ C̃.

Figura 5: Paraboloide hiperbólico.

Finalmente, recordemos que para λ1λ2 = 0 el subconjunto
no es abierto, pero hay dos familias de cónicas pertenecientes
a este. Cuando λ1 o λ2, alguna es cero, se tiene la familia de
parábolas, y cuando λ1 = λ2 = 0, se tiene la familia de rectas
dobles. Esta última, junto con C̃0 y C̃2 corresponden a las
denominadas cónicas degeneradas (ver Figura 3 (d−f)).

8. Conclusión
Las cónicas son objetos matemáticos que se pueden estu-

diar desde diversas perspectivas. Geométricamente, se defi-
nen como las curvas obtenidas al intersecar un plano con un
cono recto. Este enfoque resalta su naturaleza visual y tan-
gible, conectándolas con conceptos fundamentales de la geo-
metrı́a clásica. En el ámbito algebraico, las cónicas se des-
criben como curvas de grado dos, definidas por ecuaciones
polinomiales cuadráticas. Estas representaciones permiten un
análisis más abstracto mediante transformaciones geométri-
cas, facilitando su identificación y clasificación. Y conecta a
las cónicas con el álgebra lineal y la teorı́a de matrices. Ca-
racterı́stica útil para solucionar problemas donde intervienen
herramientas computacionales. Y al estudiar las cónicas me-
diante el conjunto de sus coeficientes, conecta a las cónicas

con estructuras matemáticas avanzadas, como la topologı́a y
la geometrı́a diferencial, destacando su clasificación en fun-
ción de las relaciones entre los coeficientes, caracterı́sticas
propias de un espacio topolı́gico y las propiedades algebrai-
cas de sus ecuaciones. Este análisis revela que las cónicas no
solo son figuras geométricas, sino también objetos diferencia-
bles clave en el estudio de propiedades intrı́nsecas de curvas
y superficies.
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Resumen

La modelación de variables y fenómenos con
un alto nivel de abstracción e inmaterialidad exi-
ge aplicar métodos matemáticos y estadı́sticos in-
novadores. Dentro de la Economı́a, el concepto de
informalidad laboral es un ejemplo de variables que
presentan dificultad para su medición adecuada, da-
do que corresponde a un concepto intangible que
depende de múltiples opciones de medición y en
consecuencia, su modelamiento se hace sensible a
riesgos de sesgo por definición y recolección. Pa-
ra subsanarlo, se propone el empleo de un Mode-
lo de Ecuaciones Estructurales (MEE) (del inglés:
Structural Equation Model) con el fin de identifi-
car sus relaciones con otras variables de tipo social
y económico, haciendo uso de microdatos recolec-
tados mediante operaciones muestrales oficiales de
Colombia.

1. Introducción

Este trabajo ilustra los resultados de la estimación median-
te un modelo que permite comprender el comportamiento de
la informalidad laboral bajo un enfoque multivariado hacien-
do uso de microdatos medidos a nivel de núcleo familiar. En
primera instancia, se abordan tanto la conceptualización pro-
pia de los términos económicos a modelar como igualmente
los objetos matemáticos necesarios para desarrollar la inves-
tigación.
En un segundo apartado, se profundizará en la metodologı́a
estadı́stica de tratamiento de datos necesarios para este estu-
dio, correspondiente a las tablas relacionadas con informali-
dad laboral establecidas en la Gran Encuesta Integrada de Ho-
gares (GEIH) del Departamento Administrativo Nacional de
Estadı́stica de Colombia (DANE).
La parte central del documento corresponde a la estimación
de un SEM que permita identificar el comportamiento de la

*Doctora en Ciencias Economicas Universidad Nacional Colombia e In-
vestigadora - Grupo de Análisis de Bienestar - Facultad de Ciencias Econo-
micas, Universidad Nacional de Colombia.
Matemático - Fundación Universitaria Konrad Lorenz, Economista - Univer-
sidad Nacional de Colombia.

variable objetivo Informalidad Laboral en función de la inter-
acción de múltiples variables exógenas, todas ellas medidas a
un nivel de granularidad de unidad familiar.
El documento concluye con la comparación de las diferentes
medidas estadı́sticas de bondad de ajuste con el fin de vali-
dar la consistencia de la estimación. Cabe anotar que el pro-
ceso de tratamiento de datos y modelación se realizan con
los paquetes TSA, lavaan, astsa y xts del lenguaje
R. El código de lenguaje se encontrará disponible en el repo-
sitorio de trabajo colaborativo https://posit.cloud/
content/6974116

Es importante resaltar que para el entendimiento pleno del
artı́culo, se sugiere tener dominio en los conceptos de Proba-
bilidad, Estadı́stica Matemática, Álgebra Lineal y Métodos de
Regresión.

2. Antecedentes
El modelamiento de algunas variables tiene un atributo

común entre diferentes áreas del conocimiento, la cual
consiste en tener como objetos de estudio, variables que no
pueden ser observadas de manera precisa. Por ejemplo, en
las ciencias comportamentales, medir la inteligencia humana
no puede hacerse de manera precisa pues no es un valor
que se obtiene mediante un instrumento fı́sico tangible. Por
el contrario, se requiere un diseño metodológico incluso
para medirlo (definir el método de medición, construir un
indicador numérico, elaborar una herramienta de medición
-encuesta-, controlar el estado de ánimo del encuestado, etc).
Ası́, diferentes escuelas académicas podrán definir cuantas
variables o indicadores de inteligencia, todas igualmente
válidas a pesar que no existe medición fı́sica exacta para la
inteligencia.
Para ello, en la estadı́stica aplicada se hace referencia al
concepto de variable latente, la cual no es directamente
observable mediante medios fı́sicos exactos del entorno
de estudio[PS15] y por tanto su medición puede presentar
múltiples elementos de imprecisión en su medición, dejando
abierto el riesgo de usar valores con alto grado de impreci-
sión, heterogeneidad e incompatibilidad.

Esto difiere al concepto de variable observada, cuya
medición puede obtenerse de forma exacta a través de la

14
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observación y experimentación para obtener mediciones
directas. Los valores obtenidos pueden tomar valores discre-
tos o continuos [LAZ10] los cuales pueden ser modelados
mediante una distribución de probabilidad. También es
conocida en las disciplinas sociales como constructo.

Como ejemplo puntual se puede mencionar el concepto
clı́nico de presión arterial en el marco de una prueba de poli-
grafı́a. Para obtener un valor exacto de este indicador, se em-
plea un instrumento médico llamado tensiómetro, cuya escala
de medición es el “mmHg” 1. Es decir, la medición de una
variable de carácter clı́nico, en su mayorı́a, es realizada con
instrumentos universalmente aceptados, cuyo uso está para-
metrizado y controlado, de tal forma que la medición de la
variable sea un valor que minimiza problemas de imprecisión
o incluso, la ausencia de datos.

Definición 2.1 (Informalidad Laboral). Es una variable laten-
te que busca medir la inmersión al mercado laboral dentro
del marco regulatorio definido para la vinculación de perso-
nas en condición de trabajar. De acuerdo a las definiciones
de [DANdE23a] y [OIpeT22], una persona ocupada (vincula-
da en alguna actividad económica) se considera en situación
de informalidad laboral si se satisface al menos uno de los
siguientes criterios: 1) no se encuentra vinculada al sistema
de seguridad social en calidad de aportante (es subsidiado),
2) la unidad productiva donde trabaja no cuenta con registros
contables formales o 3) la unidad productiva donde trabaja no
cuenta con registro mercantil ante una cámara de comercio.

3. Objetos matemáticos
A continuación se definirán los principales conceptos ma-

temáticos necesarios para abordar el modelamiento mediante
MEE:

Definición 3.1 (Modelo de Ecuaciones Estructurales - MEE
2). Es un conjunto compuesto por m ecuaciones y k variables,
cuyo objetivo es identificar el grado de relación entre subcon-
juntos de estas variables dependiendo de su clasificación por
tipo de medición (variables latentes vs. variables observadas)
o por origen de la variable (exógena vs. endógena)3, depen-
diendo de la especificación funcional del modelo. [JMIL21].

Por ejemplo, para un modelo que predice nivel de estrés de
una persona (variable latente endógena) se puede construir in

1(mmHg: milı́metros de mercurio: es la unidad de medida correspondien-
te a los tensiómetros que significa la altura alcanzada por una muestra de
mercurio contenida en un tubo presurizado luego de haberse impreso fuerza
en un extremo. Es la medida aceptada a nivel mundial para medir la presión
arterial)

2Este concepto podrı́a encontrarse en la literatura estadı́stica como Mode-
lo o Sistema de Ecuaciones Estructurales. Como ejemplo, se recomienda ver
[MTEPea16]

3(Exógeno: indica que es una variable (observable o latente) ηi que no está
definida dentro del modelo, es decir, no tiene otras variables que expliquen su
comportamiento. Análogamente, una variable endógena (observable o laten-
te) ξi corresponde a una variable que tiene al menos una variable dentro del
modelo que tiene una relación causal sobre ella, es decir puede expresarse de
la forma ξi = f (ηi,xi).

MEE usando múltiples mediciones bioquı́micas y electróni-
cas (variables observadas exógenas). No obstante, la misma
variable nivel de estrés puede ser usada en otro MEE aten-
diendo otro tipo de investigación como una variable latente
exógena. Tal es el caso de los modelos utilizados en psico-
logı́a que buscan medir el grado de riesgo psico-social en un
entorno laboral.

Para efectos del presente artı́culo, las variables latentes
consideradas en el modelo serán tratadas como endógenas y
las variables observadas como exógenas.

Los siete componentes que brindan la especificación fun-
cional de un MEE son los siguientes:

i = 1,2, ...,m ecuaciones.

j = 1,2, ...,k variables

ξi,ηi: variable latente definida en la i-ésima ecuación.

xi,yi, ...: variable observable o variable indicadora defi-
nida en la i-ésima ecuación.

βi j: parámetro de la ecuación estructural que mide el
cambio de la j-ésima variable latente sobre la variable
endógena (latente u observable) en la i-ésima ecuación.

δi j: parámetro de la ecuación estructural que mide el
cambio de una variable exógena (observable) sobre una
variable endógena (latente u observable) en la i-ésima
ecuación.

ζi: componente aleatorio de la ecuación.

Por ejemplo, al hacer una adaptación a la representación de
[KB89], se puede plantear el siguiente MEE: Consideremos
que nos interesa modelar el nivel de consolidación democráti-
ca (ηt ) de un paı́s en 1960 y 1965 {t1 = 1960, t2 = 1965}, la
cual será la variable objetivo en función de la variable obser-
vable llamada Producto Interno Bruto - PIB (xt ). A su vez, nos
interesa ver si otra variable latente (nivel de industrialización
de una economı́a) definida como ξt tiene incidencia sobre el
nivel de estabilidad democrática en t, es decir en η1,η2.

Por lo anterior, el MEE con variables latentes para este
ejemplo se podrı́a modelar mediante las siguientes ecuacio-
nes:

η1 = δ11ξ1 +ζ1, (1)
η2 = δ21η1 +β22x2 +ζ2, (2)

donde η1 := nivel de estabilidad democrática en 1960,
ξ1 := nivel de industrialización en 1960, η2 := nivel de es-
tabilidad democrática en 1965, ζ1,ζ2 := efectos aleatorios de
las ecuaciones (1) y (2), respectivamente. En otras palabras,
este modelo busca validar si el nivel de estabilidad de la eco-
nomı́a en 1965 depende no solo de sus condiciones de indus-
trialización e ingreso ese mismo año, sino también el efecto
intertemporal de la estabilidad democrática estimada en 1960.

Para facilitar la comprensión del modelo, se puede repre-
sentar la interacción entre las variables mediante un diagrama
de trayectorias como se ilustra en la figura 1:
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Figura 1: Ejemplo de Diagrama de Trayectoria

Definición 3.2 (Matriz de Covarianzas). Corresponde al con-
junto finito de (k x k) varianzas y covarianzas de las variables
consideradas en el modelo. Se denota como Σ a la matriz de
varianzas de la población, S la matriz muestral y Σ(θ) a la
matriz de covarianzas estimada en el modelo. La estimación
de la matriz de varianzas depende de los parámetros θ , los
cuales se obtienen mediante la inferencia estadı́stica usando
los estimadores muestrales {β ,δ ,ξ}.

Por ejemplo, consideremos el siguiente vector de variables
y = (y1,y2,y3). Entonces, haciendo uso de la notación de
[MG08], la matriz de varianzas y covarianzas se representa
como

Σ = E(y′y) =




σ2(y1) σ(y1,y2) σ(y1,y2)
σ(y2,y1) σ2(y2) σ(y2,y3)
σ(y3,y1) σ(y3,y2) σ2(y3)


 ,

donde σ2(yi) es la varianza de cada variable y σ(yi,y j) con
j ̸= i, ∀i ∈N, ∀ j ∈N representa la covarianza entre ambas va-
riables. Sean ε1,ε2 dos vectores aleatorios con E(ε1),E(ε2) =
0, var(ε1) = σ2(ε1);var(ε2) = σ2(ε2),σ2(ε1),σ2(ε2) ∈ R,
podemos plantear el siguiente MEE:

y2 = β1y1 + ε2, (3)
y3 = β2y1 + ε3. (4)

En partı́cular, la estimación de la matriz S para el modelo
en (3) y (4) puede sintetizarse como:

S=




σ2 (y1)
β1σ2 (y1) β 2

1 σ2 (y1)+σ2 (ε2)
β2σ2 (y1) β1β2σ2 (y1) β 2

2 σ2 (y1)+σ2 (ε3)




Definición 3.3 (Diagrama de Trayectoria). Es una representa-
ción gráfica que busca modelar los elementos constitutivos de
una ecuación estructural y las posibles relaciones entre las va-
riables latentes y observables [KB89]. Los componentes pri-
marios de este diagrama tienen una correspondencia con lo
definido en [LCS20] (ver la Figura 2):

Trı́angulo: constante del sistema de ecuaciones.

Rectángulo: variable observable o xi,yi, ....

Ovoide: variable latente o ξi,ηi:.

Cı́rculo: componente aleatorio o ζi.

Figura 2: Componentes de un Sistema de Ecuaciones
Estructurales-MEE

Flecha recta: relación de causalidad desde una variable a
otra.

Flecha curva: covarianza entre dos componentes del
MEE.

Definición 3.4 (Función de Máxima Verosimilitud.). Ecua-
ción que permite maximizar la probilidad de estimar los coefi-
cientes asociados a un modelo de ecuaciones estructurales ba-
sado a una muestra especı́fica. De acuerdo con [KSEaHM03],
esta función se puede estimar como:

logL =−1
2
(n−1)

{
log|Σ(θ)|+ tr

[
SΣ(θ)−1]}+ c, (5)

donde L es la función de verosimilitud, n el tamaño de la
muestra, θ es el vector de parámetros a estimar en el modelo,
Σ(θ) es la matriz de covarianzas estimada a partir del mode-
lo, S la matriz de covarianzas obtenida de la muestra, tr es la
traza de la matriz y c ∈ R una constante producto de la trans-
formación logaritmo a la función L inicial.

Aplicando múltiples operaciones algebraicas para simpli-
ficar la ecuación (5)4, se puede obtener el máximo valor po-
sible de la función anterior respecto a la variable θ mediante
la siguiente función:

FML = log|Σ(θ)|− log|S|+ tr
[
SΣ(θ)−1]− (p+q) (6)

donde p es el número de variables exógenas y q el número
de variables endógenas [JL21].

Definición 3.5 (Medidas de bondad de ajuste). Los MEE ha-
cen parte de los métodos de modelamiento estadı́stico que per-
miten estimar un valor esperado sobre las variables objetivo
del modelo, con lo cual se puede establecer el grado de preci-
sión del modelo.

Esta eficacia de los modelos de ecuaciones estructurales se
miden con varios indicadores que, en esencia, parten del mis-
mo estimador estadı́stico conocido como el estimador de la

4Para mayor detalle del proceso de simplificación algebraica para derivar
la Función de Verosimilitud inicial, se recomienda referirse al artı́culo de Sik-
Yum Lee, Xin-Yuan Song, John C. K. Lee en [SYLea03]
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prueba Chi-Cuadrado. Como se expresa en [?Frankfurt],
este estadı́stico se puede estimar con la siguiente ecuación:

χ2(d f ) = (N −1)F [S,Σ(θ̂)], (7)

donde d f = s− t son los grados de libertad del modelo,
s es el número de vectores no redundantes o no repetidos en
S y t número de parámetros total a ser estimado. Por cons-
trucción del estimador χ2(d f ), la hipótesis nula de la prueba
hipótesis sobre la bondad de ajuste del modelo corresponde a
que la diferencia entre las entradas de la matriz de covarianzas
estimada por el modelo Σ(θ̂) respecto a la poblacional Σ es es-
tadı́sticamente cero. Como se referencia en [RHH23], valores
altos de este estadı́stico implica un mal ajuste del modelo.

Es importante aclarar que las medidas de bondad de ajuste
para un MEE tomando como referencia el concepto de modelo
base, el cual consiste a un modelo donde no se contemplan
covarianzas o trayectorias de casualidad entre las variable, y
en consecuencia, no hay variables endógenas. Lo único que se
modela es la varianza de cada variable, de la cual se obtiene
una matriz de covarianza muestral S de referencia.

Tomando en cuenta el valor de la prueba chi-cuadrado, a
continuación se enuncian algunos de los principales estadı́sti-
cos de prueba utilizados para determinar el ajuste del modelo:

RMSEA (Root Mean Square Error of Aproximation-
Raı́z Cuadrada del Error de Aproximación.) Este es-
tadı́stico de prueba mide en términos absolutos la bon-
dad de ajuste del modelo. La ventaja de este indicador
consiste en que reduce la escala de la ecuación (6). Ba-
sado en [YXaYY19], el RMSEA puede estimarse con la
siguiente ecuación:

RMSEA =

√
χb

d f (N −1)
. (8)

Es inmediato considerar que al ser un transformación
monótona del estadı́stico de prueba χb con la función
raı́z cuadrada, a menores valores de RMSEA mejor bon-
dad de ajuste del modelo.

CFI (Comparative Fit Index - Índice comparativo de
Ajuste): Este ı́ndice compara la diferencia entre la es-
pecificación del modelo establecida en el modelamiento
versus el modelo base, a través del siguiente cociente:

CFI =
χb −χm

χb
. (9)

Como esta es la estimación de un cambio relativo res-
pecto al modelo base, este coeficiente oscila en el inter-
valo [0,1]. Adicionalmente, a diferencia del estadı́stico
de prueba χ2(d f ), un CFI alto o se interpreta como un
buen ajuste.

Índice Tucker Lewis (TLI) o Índice de Ajuste No-
Normalizado (NNFI). Al igual que el CFI, corresponde
a una medida de bondad de ajuste incremental en la que

se puede ver que tanto mejora la especificación del mo-
delo respecto respecto al modelo nulo. Su ecuación es la
siguiente [SCaIE15]:

T LI =

(
χ2

b/vb
)
−
(
χ2

t /vt
)

(
χ2

b/vb
)
−1

=
(Fb/vb)− (Ft/vt)

(Fb/vb)− (1/(n−1))
(10)

Donde χ2
b : estadı́stico chi-cuadrado para el modelo base;

χ2
t estadı́stico chi-cuadrado para el modelo estimado; F

es valor aproximado de la función FML definido en la
sección anterior y v sus respectivos grados de libertad
del estadı́stico de prueba.

Heurı́sticamente, se ha identificado una amplia literatura
que determinado valores crı́ticos en donde puede con-
siderarse que los modelos tienen una buena bondad de
ajuste. Estos criterios se resumen en la Tabla 1: 5

Indicador Valores Óptimos

χ2 2,0−5,0
RMSEA ≤ 0,05(óptimo)/≤ 0,10(bueno)

CFI ≥ 0,95(óptimo)/≥ 0,90(bueno)
TLI ≥ 0,95(bueno)

Cuadro 1: Valores óptimos para medidas de bondad de ajuste.

Definición 3.6 (Prueba de Esfericidad de Barlett). Sea R
una matriz de correlaciones lineales. Sea p el rango R y H0
una hipótesis nula, la cual afirma que la matriz poblacional
de correlaciones lineales sea la matriz identidad de orden p
[RW22].

Sea T el estadı́stico de prueba definido como:

T =− log(det(R))(N −1− (2p+5)/6) (11)

entonces, T ∼ χg, con g : p(p–1)
2 grados de libertad

4. Los Datos
Para obtener una medición aproximada consistente sobre

la informalidad y su relación con otras variables económicas,
se considera adecuado usar los microdatos anonimizados de la
Gran Encuesta Integrada de Hogares (GEIH) producida por el
DANE. La ventaja de usar los propios datos del DANE permi-
te contrastar si la definición de informalidad establecida por
esta entidad se materializa en hechos concretos de la dinámica
económica. Las caracterı́sticas de los datos a procesar son:

Tipo de Registro: Datos de corte transversal.

Tablas de Origen: Ocupados y Caracterización del Ho-
gar.

Ventana de selección: Enero/2022 - Mayo/2023.
5Para mayor detalle, ser recomienda revisar [HDaCJea08] en la biblio-

grafı́a.
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Unidad de Observación: DIRECTORIO (Unidad fami-
liar).

Índice de referencia de observación i = 1,2,3, ...,N.

Esquema de agregación: La unidad de agregación
original es una llave compuesta DIRECTORIO-
ORDEN(individuo), por lo cual se totaliza información
en términos de la unidad familiar.

Tamaño de Muestra N: 263.396 unidades familiares.

5. Estimación del modelo
El objetivo de alcanzar el mejor modelo se obtiene median-

te la identificación de las relaciones entre las variables exóge-
nas con la la variable endógena. Ası́, se propone la siguiente
metodologı́a para encontrar dichas variables y relaciones:

1. Identificar posibles variables indicadoras u observables:

De las ocho tablas constitutivas del la GEIH, se tienen
603 campos que miden los atributos de educación, ingre-
sos, vivienda, migración, ocupación de las unidades fa-
miliarias muestreadas en la GEIH. Luego de revisar cada
una, se seleccionan las siguientes variables como cam-
pos relevantes para explicar el concepto de informalidad
laboral, los cuales se sintetizan en la tabla 2: 6:

Variable Descripción de Variable

P6100 Tipo de vinculación a Seguridad Social
P3042 Máximo grado de escolaridad en la familia
P6040 Edad alcanzada por la Cabeza de Hogar
P6426 Antigüedad en la empresa o negocio

INGLABO Ingresos percibidos por el individuo

Cuadro 2: Variables de insumo. Gran Encuesta Integrada de
Hogares

2. Análisis de comportamiento estacional:

Con el fin de identificar tendencias en las variables de-
finidas, se agregaron como Series de Tiempo con fre-
cuencia semanal (T = 73). Se obtuvo la descomposición
estacional aditiva de los totales de cada variable. Basa-
do en lo anterior, se observó que la media muestral de
cada serie mantiene rangos muy cerrados y que el com-
portamiento estacional observado obedece a condiciones
propias de la operación estadı́stica.

Como se ilustra en la Figura 3, el número de personas
vinculadas con el régimen contibutivo emula el compor-
tamiento estacional del tamaño de muestra encuestada,
que en tiempos regulares oscila entre 2.600 - 3.400 re-
gistros y cada 4 semanas aumenta en el rango de 5.600 -
6.400 registros.

6Para mayor detalle de los los códigos constitutivos del Diccionario de
Datos de la GEIH, se recomienda consultar [DANdE23b]

Figura 3: Serie de Tiempo del número de observaciones en-
cuestada en

Figura 4: Descomposición estacional para la serie de tiempo
Edad Máxima de Cabeza de Hogar

Por otro lado, como se observa en la Figura 4, la des-
composción estacional aditiva de las series definidas, no
evidencia cambios abruptos de tendencia. Por ejemplo en
la variable ECHi, se observa que a pesar de tener una ten-
dencia creciente, el rango o Ran(ECHi) = [49,2−50,0],
lo cual puede entenderse como estable. Por lo anterior, se
considera adecuado tratar el cuerpo de datos como corte
transversal, confirmando que la aproximación mediante
técnicas de series de tiempo no es adecuada.

3. Análsis Factorial. Se propone realizar un análisis de fac-
torial con las variables que han quedado seleccionadas
en la agregación de información:

x1 (x1_edad) Edad alcanzada por quien ejerza la
cabeza del hogar.

x2 (x2_escol) Máximo grado de escolaridad al-
canzado por la cabeza del hogar.

x3 (x3_num_subs) Número de personas en régi-
men subsidiado por hogar.

x4 (x4_tamano_hogar) Tamaño del hogar
(Número de personas en el hogar).
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x5 (x5_ant_emp) Antigüedad promedio en nego-
cio o empresa.

x6 (x6_ing_labor) logaritmo natural del ingre-
so laboral mensual. 7

Se identifica que las variables tienen correlaciones cru-
zadas positivas de baja magnitud (ver Figura 5), a ex-
cepción de la pareja (x3,x4) cuya correlación r̂(x3,x4) =
0,87, la cual permite inferir que la informalidad (vincu-
lación al Sistema de Seguridad Social en calidad de sub-
sidiado) está altamente relacionado con la proporción de
personas sujetas al régimen subsidiado en un hogar.

Adicionalmente, teniendo en cuenta que el p-valor aso-
ciado al estadı́stico de prueba de esfericidad de Bar-
lett cayó en zona de rechazo (2,202791x10−35), se pue-
de afirmar que las variables son objeto de aplicarles un
análisis de reducción de factores [NIoSaT21] ya que se
rechaza la hipotesis nula que la matriz de covarianza po-
blacional sea la matriz unitaria.

Al aplicar el método de Análisis Factorial sobre la mues-
tra en consideración, se obtuvieron las siguientes combi-
naciones lineales de los Factores (F1,F2,F3):

F1 = 0,35x1 +0,11x2 +0,89x3 +0,94x4 +0,21x6, (12)

F2 = 0,26x1 +0,99x2 +0,19x3 +0,15x4 +0,47x6, (13)

F3 = 0,23x1 +0,99x2 +0,99x5 +0,12x6, (14)

Tipo de Proporción F1 F2 F3

Varianza 0.310 0.224 0.176
Varianza (Acum) 0.310 0.534 0.710

Cuadro 3: Resultados del Análisis Factorial

Producto de la estimación de análisis factorial anterior,
se observa que la proposición de tres variables latentes
(obtenidas como combinaciones lineales entre las varia-
bles indicadoras) podrı́a capturar el 71,0% de la variabi-
lidad total del modelo (Ver Tabla 3).

De las ecuaciones, se puede inferir:

El Factor 1 corresponde a variables asociadas
a informalidad (x3_num_subs - (núme-
ro de personas en régimen subsidiado) y
x4_tamano_hogar - (número de personas
en el hogar), con lo cual puede representarse a
través de una variable latente η1 como constructor
de informalidad demográfica.

El Factor 2 tiene pesos más altos asocia-
dos a x2_escol -Escolaridad y la variable
x6_ing_labo Ingreso, con lo cual puede consi-
derarse como una variable latente η2 de informali-
dad económica.

7Se hace transformación por logaritmo natural en la medida que el método
de Análisis Factorial es sensible a variables con escalas dı́similes entre si.

Figura 5: Correlaciones lineales entre variables

El Factor 3 η3 incorpora la temporalidad, en la
medida que el mayor valor absoluto de una varia-
ble sobre el indicador corresponde a la variable de
x4_ant_emp.

4. Proposición de un Sistema de Ecuaciones Estructurales:

En función a lo observado en el anterior tı́tulo, se pro-
pone un MEE con variables latentes (ηi), las cuales se
definen como η1: informalidad demográfica; η2: infor-
malidad económica y η3: factor temporal. Cada uno de
estos factores son expresados en función de las variables
observables x1, i = {1,2,3,4,5,6} e incluyendo sus dife-
rentes componentes aleatorios (ζi).

Para modelar el comportamiento de las variables laten-
tes mencionadas, se propone trabajarlo mediante dos
alternativas de modelos: 1) Modelo básico: el cual co-
rresponde a una sola variable latente como combinación
lineal de las variables observables. 2) Modelo ampliado
cuya especificación funcional reconoce la existencia de
tres componentes latentes de la informalidad. Ambos
modelos se ilustran a continuación:

Modelo Básico:

ω =
6

∑
i=1

α1ixi +ζ5. (15)

Modelo Ampliado:

η1 = δ11x3 +δ12x4 +ζ1, (16)
η2 = δ21x2 +δ22x6 +ζ2, (17)
η3 = δ31x1 +δ32x5 +ζ3, (18)

γ = a1η1 +a2η2 +a3η3 +ζ4 (19)
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Figura 6: Diagrama de Trayectoria para Modelo Básico

Figura 7: Diagrama de Trayectoria para Modelo Ampliado

5. Coeficientes obtenidos:

Mediante la estimación la ambos sistemas de ecuacio-
nes estructurales con variables latentes, se observan dos
situaciones particulares en términos de la estimación de
coeficientes (ver salidas de modelos en R. Figura 8 y Fi-
gura 9): Por un lado, tanto en el modelo básico como
en el modelo ampliado, las variables con coeficiente (es-
tandarizado - columna Std.all) en valor absoluto más
alto son las asociadas al tamaño del hogar y número de
personas en el régimen subsidado. Por ejemplo, para el
Modelo Básico, un cambio de 1 desviación estándar en
el número de personas vinculadas en régimen subsidiado
incide en un cambio de 0.948 desviaciones estándar en la
variable latente ω .

Por otro lado, se evidencian signos contrarios a los es-
perados respecto a los coeficientes de x2_escol y
x6_ing_labor (0.309 y 0.319 respectivamente) pues
se obtuvieron coeficientes positivos a pesar que el análi-
sis económico relacionarı́a estas variables de forma ne-
gativa con la variable latente construida. En otras pala-
bras, la lógica económica permite sostener la hipótesis
que a mayor grado de escolaridad se logra una mayor
grado de remuneración salarial que es más probable en
una vinculación formal, es decir, a mayor grado de esco-
laridad, menor informalidad.

No obstante, la estimación de correlaciones lineales par-

Figura 8: Coeficientes Modelo Básico

Figura 9: Coeficientes Modelo Ampliado

ciales entre estas variables permite inferir que las rela-
ciones, aunque sean débiles, son positivas, con lo cual se
generan resultados sólidos que invitan a reflexionar so-
bre las condiciones o factores exógenos sobre estas va-
riables que permiten obtener resultados contrarios a la
lógica económica.

6. Evaluación de los modelos

Los resultados de la estimación para ambos modelos per-
mite afirmar que el Modelo Ampliado presenta mejores me-
didas de bondad de ajuste, tal como se presenta en la Tabla
4: Retomando los criterios heurı́sticos identificados en inves-
tigaciones previas, el Modelo Ampliado cuenta con un CFI de
0.982, el cual puede ser considerado como óptimo, mientras
que el modelo básico obtiene un valor CFI inferior al bueno
(0.873).

Por otro lado, indicador RMSEA, el cual mide la partici-
pación del componente aleatorio sobre la variabilidad del mo-
delo, permite inferir que el modelo ampliado tiene un grado
muy bajo en error cuadrático (0.081), mientras que el mode-
lo básico tiene un efecto de error mayor al doble del modelo
ampliado (0.196).
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Concepto Modelo Básico Modelo Ampliado

CFI 0.873 0.982
TLI 0.729 0.954
AIC 7574817.227 7493774.601

RMSEA 0.196 0.081

Cuadro 4: Comparación de medidas de bondad de ajuste.

7. Conclusiones

La aplicación de un MEE brinda mejores resultados en
términos de bondad de ajuste e interpretabilidad de los re-
sultados para modelar un fenómeno a través de mediciones
latentes. Adicionalmente, descomponer la medición de varia-
bles latentes a través de varias combinaciones lineales permite
diferenciar los efectos de variabilidad identificados mediante
técnicas de reducción de dimensiones como el Análisis Fac-
torial.

No obstante, se observan datos en el desempeño de los mo-
delos que es adecuado manejarlos con prudencia: Inicialmen-
te, para tamaños de muestra grande (en este caso la GEIH),
tiene a rechazarse la prueba de que la matriz de covarianza
estimada por el modelo es similar a la poblacional, lo cual de-
ja a consideración reflexionar si los resultados de coeficientes
son adecuados para analizar el modelo.

Por otro lado, se parte de la consideración que las varia-
bles tienen correlación baja y por ende, en un escenario re-
duccionista, se excluyen de la estimación. No obstante, la in-
clusión de mayores correlaciones entre variables regresoras
implicarı́a problemas de sobreespecificación del modelo y en
consecuencia no poder generar la estimación adecuada.

* Acerca de la investigación: Este artı́culo es producto
de la Práctica Profesional bajo modalidad investigativa
desarrollada por los autores para el periodo 2023-2, en el
marco del cooperación académica interinstitucional ente el
Centro de Investigaciones en Matemáticas e Ingenierı́as de
la Fundación Universitaria Konrad Lorenz y el Grupo de
Análisis de Bienestar de la Facultad de Ciencias Económicas
de la Universidad Nacional de Colombia.
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nomı́a informal en América Latina y el Caribe,
2022. https://www.ilo.org/wcmsp5/groups/
public/---americas/---ro-lima/documents/
publication/wcms_867497.pdf.

[SCaIE15] Sengul C. and Irkel E., Comparison of Model Fit Indices Used
in Structural Equation Modeling Under Multivariate Norma-
lity, Vol. 14, 2015.

[KSEaHM03] Karin Schermelleh-Engel and Helfried Moosbrugger, Eva-
luating the Fit of Structural Equation Models: Tests of
Significance and Descriptive Goodness-of-Fit Measures,
Methods of Psychological Research Online 8 (2003), no. 2.
https://www.stats.ox.ac.uk/˜snijders/
mpr_Schermelleh.pdf.

[PS15] Peter Spirtes, Latent Structure and Causal Variables, Inter-
national Encyclopedia of the Social and Behavioral Scien-
ces 2 (2015), 394-397. https://doi.org/10.1016/
B978-0-08-097086-8.42136-7.

[RW22] Rick Wicklin, On Bartlett’s sphericity test for correlation,
2022. https://blogs.sas.com/content/iml/
2022/04/27/bartletts-sphericity-test.
html.

[YXaYY19] Yan X. and Yanyun Y., RMSEA, CFI, and TLI in structural
equation modeling with ordered categorical data: The story
they tell depends on the estimation methods, Behavior Re-
search Methods volume 51 (2019). https://doi.org/
10.3758/s13428-018-1055-2.



22 Estimación de un Modelo de Ecuaciones Estructurales para Informalidad Laboral - Mariam Pinto y César Lara

[LAZ10] Luis Achaerandio Zuazo, Iniciación a la Práctica de Inves-
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Resumen

En este artı́culo, damos una breve introducción a la Chemi-
cal Reaction Network Theory (CNRT) en español, la Teorı́a de
redes de reacciones quı́micas desde una perspectiva matemáti-
ca. También describimos cómo las ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) se utilizan para modelar la cinética de las
reacciones y explicamos cómo la geometrı́a algebraica permi-
te analizar los estados estacionarios, ası́ como comprender la
dinámica de las redes mediante el estudio de las variedades
algebraicas asociadas. Presentamos los conceptos básicos co-
mo acción de masas, que relaciona las velocidades de reacción
con las concentraciones de los reactivos, y cómo esto conduce
a un sistema de EDO que describe la evolución temporal de
las concentraciones. Adicionalmente, analizamos la teorı́a de
grafos, donde las especies quı́micas y las reacciones se repre-
sentan como nodos y aristas, respectivamente. Esto nos per-
mite estudiar la estructura de la red y su estabilidad mediante
el análisis de matrices. En el artı́culo también discutimos so-
bre métodos para encontrar soluciones estacionarias o steady
states y analizar cardinalidad de estas soluciones, ası́ como el
uso de herramientas numéricas para simular y resolver estos
sistemas que suelen ser complejos. Finalmente, mostraremos
al lector que la geometrı́a algebraica nos permite entender y
predecir el comportamiento de redes de reacciones quı́micas,
con aplicaciones en quı́mica, biologı́a y la ingenierı́a.

1. Introducción

Las redes de reacción quı́mica surgen de manera natural
en biologı́a, en la fabricación de nuevos materiales, en la pro-
ducción de energı́a, en la dinámica ambiental y en el comer-
cio en general. En vista de la enorme variedad y la profunda
importancia de las redes de reacción quı́mica en la ciencia y
la industria y en vista del interés histórico que los matemáti-
cos han tenido en los sistemas no lineales (especialmente po-
linómicos) de ecuaciones diferenciales, estudiar las CNRT es
una área de interés en matemáticas. Remitimos al lector al tra-
bajo seminal de Martin Feinberg [Fei19] para más referencias
sobre CRNT.

*Departamento de Ciencias Básicas. Universidad Autónoma de Bucara-
manga.
Este trabajo se originó gracias al valioso apoyo de la Escuela de Verano
EMALCA, realizada en Julio de 2024 en Bogotá, Colombia.

La Chemical Reaction Network Theory (CNRT) se originó
en la década de los 70 a través del trabajo pionero de Fritz
Horn y Roy Jackson [FHaRJ72]. Esta teorı́a se desarrolló
con el propósito de modelar matemáticamente sistemas
complejos de reacciones quı́micas. Su enfoque es único
porque nos permite estudiar la dinámica y estabilidad de
estos sistemas quı́micos sin la necesidad de conocer todos
los parámetros cinéticos exactos. Además, las CNRT se han
aplicado extensamente en la quı́mica [BS02], la biologı́a
[Gun03], la ingenierı́a [RAaTC65] y en otros campos que
involucran procesos quı́micos complejos como las redes de
regulación genética y los procesos enzimáticos [IBP13].

El objetivo al presentar este artı́culo es ofrecer una intro-
ducción elemental a las CNRT, sin perder la formalidad ma-
temática. Nuestro objetivo es ofrecer una visión concisa de los
avances en este campo, resaltando algunos desarrollos clave y
señalando problemas abiertos y desafı́os actuales en la investi-
gación matemática relacionada con las CNRT. Si bien no pre-
tendemos abarcar exhaustivamente toda la literatura existente,
buscamos proporcionar un marco que facilite la comprensión
del estado actual de las redes de reacciones quı́micas y sus
posibles direcciones en un futuro. Es por esto, que el artı́culo
está organizado en tres secciones principales. En la primera
sección, se presentan las definiciones fundamentales de las
redes de reacciones quı́micas, junto con los conceptos claves
y necesarios para modelar procesos biológicos, haciendo es-
pecial énfasis en la cinética de las reacciones. En la sección
siguiente nos enfocamos en el estudio de los sistemas dinámi-
cos procedentes de redes de reacciones quı́micas con la cinéti-
ca de acción de masas. Finalmente, en la última sección, nos
enfocamos en analizar los estados estacionarios del sistema,
abordando las siguientes preguntas: Dada una red de reacción
quı́mica, una cinética y unas constantes de reacción especı́fi-
cas, ¿existe un estado de equilibrio en el sistema? En caso
afirmativo, ¿puede haber más de uno? Además, considerando
una concentración inicial de las especies, ¿es posible alcan-
zar múltiples estados estacionarios? Este análisis se centra en
estudiar la propiedad de multiestacionariedad de una CNRT.

2. Redes de reacciones quı́micas

Las reacciones quı́micas son procesos termodinámicos
que transforman una materia, en este proceso, dos o más
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sustancias quı́micas, también llamadas reactantes, cambian
su estructura molecular y enlaces quı́micos para consumir
o liberar energı́a. De esta manera, consiguen generar unas
nuevas estructuras quı́micas distintas a las iniciales llamadas
productos.

Estos procesos pueden darse de manera natural y es-
pontánea en la naturaleza, ası́ como también pueden generarse
a través de la intervención humana en un entorno de condicio-
nes controladas como un laboratorio. Primero, presentamos
un ejemplo básico de una reacción quı́mica.

A+B −→C. (1)

En esta reacción, la especie A y la especie B reaccionan
para formar la especie C. El reactante A+B y el producto C
son llamados complejos. Después de numerar las especies, un
complejo puede ser identificado con un vector en Zs

≥0, donde
s denota el cardinal de X , donde X se refiere al conjunto de
especies.

Cuando la reacción (1) ocurre, una unidad de A y una uni-
dad de B se transforman en una unidad de C. Si denotamos
xA,xB y xC al número de unidades de las especies A,B y C
respectivamente, antes de que ocurra la reacción, entonces el
número de unidades de cada especie luego de que tenga lu-
gar la reacción es xA − 1, xB − 1 y xC + 1 respectivamente.
En ocasiones pueden aparecer más reacciones que involucren
a las mismas especies. Un conjunto de reacciones que invo-
lucran ciertas especies es una red de reacciones quı́micas. A
continuación, presentamos su definición más formal.

Definición 2.1. Una red de reacciones quı́micas consiste en-
tonces de tres conjuntos:

1. Un conjunto finito de especies X = {x1,x2, . . . ,xs}, para
algún s ∈ N.

2. Un conjunto finito de vectores C = {y1,y2, . . . ,yr} para
algún r ∈ N, con yi ∈ Zs

≥0 con i ∈ {1, . . . ,r} que repre-
sentan a los complejos de la red, cada uno de los cuales
es una combinación lineal de las especies con coeficien-
tes enteros no negativos.

3. Un conjunto de reacciones R ⊂ C ×C , que satisfacen:

a) Ningún complejo reacciona con sigo mismo, es de-
cir, para cualquier i∈{1, . . . ,r} no existe una reac-
ción en R tal que yi → yi.

b) Para todo i ∈ {1, . . . ,r} existe una reacción en R
para la cual yi es el complejo reactante o el com-
plejo producto.

Por lo general se representan por un grafo finito dirigido y
ası́ denotamos G :=

(
X ,C ,R = {R j}r

j=1

)
a la red de reaccio-

nes quı́micas. Es importante mencionar que cada arista dirigi-
da representa una reacción quı́mica de la red que une los dos
vértices correspondientes a los dos complejos involucrados en
dicha reacción, de esta manera:

R j :
s

∑
i=1

αi jxi
k j−−→

s

∑
i=1

βi jxi. (2)

Como vemos en (2), aquı́ las reacciones están representa-
das junto a una etiqueta. La etiqueta de una reacción quı́mica
indica cuán rápido o cuán frecuentemente ocurre la reacción
y la llamamos constante de reacción, la cuál siempre es un
valor positivo. Después de numerar las especies, un complejo
puede ser identificado con un vector en Zs

≥0, donde s denota
el cardinal de X .

Veamos a continuación algunos ejemplos de redes de reac-
ciones quı́micas.

Ejemplo 2.1. Si añadimos una reacción adicional a la reac-
ción presentada en (1). Por ejemplo

2C −→ B. (3)

En este caso, obtenemos una red de reacciones quı́micas y el
grafo asociado está dado por:

A+B
k1−−→C, (4)

2C
k2−−→ B. (5)

donde k1 y k2 son las constantes de reacción. Al complejo
A+B le asociamos el monomio xAxB, que determina el vector
y1 = (1,1,0) y al complejo 2C le asociamos el monomio x2

C,
que determina el vector y2 = (0,0,2).

Ejemplo 2.2. Consideremos el modelo de transducción de
señales en células o linfocitos T, propuesto por el inmunólogo
Timothy W. McKeithan [McK95]. En este modelo, los recepto-
res de los linfocitos T interactúan tanto con antı́genos propios
como con antı́genos extraños, y la dinámica de este modelo
ofrece una posible explicación de cómo los linfocitos T son
capaces de distinguir entre estos diferentes tipos de antı́ge-
nos.
Un estudio matemático de la dinámica de este modelo fue he-
cho por Eduardo Sontag en el año 1992. En este caso, el grafo
dirigido asociado a la red más simple de reacciones serı́a el
siguiente:

A+B

D C

k1k4

k3

k2

La especie A denota al receptor del linfocito T , B denota el
complejo mayor de histocompatibilidad (CMH) del antı́geno
propio, C denota a la especie A unida con la especie B, y D
denota la forma activada (fosforilada) de C. La unión de A y
B para formar C desencadena una señal de alerta de D. El
mecanismo general propuesto por McKeithan incluye varias
formas activadas de C, hasta que se obtiene una forma final
(activa) que desencadena el ataque.
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Nuestro siguiente ejemplo describe un modelo del sistema
de fosforilación y desfosforilación de la enzima IDH (Isoci-
trato Deshidrogenasa), un proceso que fue estudiado por Guy
Shinar y Martin Feinberg en el contexto de la bacteria Esche-
richia coli [MFaGS10].

Ejemplo 2.3. Las reacciones mostradas en el modelo inclu-
yen dos tipos de pasos: fosforilación, que desactiva la enzima
IDH y la desfosforilación, que la activa.Este modelo se sus-
tenta por el grafo.

S + E Y SP + E

Sp + F Z S + F

k1

k3
k2

k4

k5

k6

Los vectores asociados a cada uno de los complejos son:

C1 = (1,1,0,0,0,0), correspondiente a S+E,

C2 = (0,0,1,0,0,0), correspondiente a Y,

C3 = (0,0,0,1,1,0), correspondiente a Sp +E,

C4 = (0,0,0,1,0,1), correspondiente a Sp +F,

C5 = (0,0,0,0,1,0), correspondiente a Z,

C6 = (1,0,0,0,0,1), correspondiente a S+F.

Estos dos últimos ejemplos, que consisten en sistemas
quı́micos, son comunes en la biologı́a molecular, donde se uti-
lizan para comprender cómo una enzima alterna entre estados
activos e inactivos a través de la adición o remoción de gru-
pos fosfato, y se han estudiado ampliamente porque reflejan
diferentes comportamientos biológicos.

2.1. Sistemas cinéticos
Nos gustarı́a formular ecuaciones diferenciales que mode-

len la evolución de las concentraciones de las especies de los
Ejemplos 2.1, 2.2 y 2.3. Dado que las reacciones quı́micas son
responsables de los cambios en la composición, comprender
cómo formular las ecuaciones diferenciales depende funda-
mentalmente de conocer la velocidad a la que ocurren las dis-
tintas reacciones.
Dada una red de reacciones quı́micas G := (X ,C ,R), el vector
de concentraciones

x := x(t) = (x1(t),x2(t), . . . ,xs(t)),

para cada i ∈ {1, . . . ,s} representa la concentración xi(t) de
la especie xi en el instante t. Por medio de una función de
cinética Kynym ,

Kynym : Rs
≥0 −→ R,

G define un sistema dinámico, es decir, a cada reacción
yn → ym le asignamos una función continua a valores reales
no negativa donde Kynym(x) representa la tasa de ocurrencia
instantánea de la reacción yn → ym cuando las concentra-
ciones instantáneas de las especies están dadas por el vector x.

En el estudio de redes de reacciones quı́micas, es funda-
mental analizar la velocidad de formación de las distintas es-
pecies involucradas en el sistema. Para ello, se define la fun-
ción f , denominada función de velocidad de formación de
especies, la cual describe cómo varı́an las concentraciones de
las especies a lo largo del tiempo. De este modo, la función
f se expresa como una combinación lineal de las funciones
cinéticas y está dada por:

f (x(t)) = ∑
yn→ym∈R

Kynym(ym − yn) (6)

Ası́, para cada i ∈ N, definimos la función fi dada por:

fi(x(t)) = ∑
yn→ym∈R

Kynym(x(t))((ym)i − (yn)i) .

Note que para cada especie Xi, la función fi(x) nos da la tasa
de generación instantánea de la especie Xi mientras ocurren
simultáneamente todas las reacciones de R. Una elección de
funciones cinéticas K1, . . . ,Kr le otorga a la red de reacción
quı́mica G una cinética.

Definición 2.2. Un sistema cinético G′ := {X ,C ,R,K} es
una red de reacciones quı́micas G = {X ,C ,R} dotada de una
cinética K.

2.2. Acción de masas

La ley de cinética de acción de masas fue introducida por
dos cientı́ficos noruegos: el quı́mico Peter Waage (1833-1900)
y el matemático Cato Guldberg (1836-1902) en un artı́cu-
lo publicado en noruego en 1864 [PWaCG86]. Esta ley se
fundamenta en la premisa de que la velocidad de una reac-
ción es proporcional al producto de las concentraciones de
las especies en el complejo reactivo, siempre que las unida-
des estén homogéneamente distribuidas y sean abundantes.
De este artı́culo, nos interesa estudiar las redes de reacciones
quı́micas que siguen la cinética de acción de masas.

Definición 2.3. Decimos que un sistema cinético tiene cinéti-
ca de acción de masas si todas las funciones de velocidad Ki
con i ∈ {1, . . . ,r}, son de la forma:

Kynym = kynymxy1
1 xy2

2 . . .xys
s , (7)

para algún vector positivo de constantes de reacción kynym ∈
Rr
>0.

Por (6), la función velocidad de formación de especies de
una red de reacciones quı́micas con cinética de acción de ma-
sas nos queda de la siguiente manera:

f (x(t)) = ∑
yn→ym∈R

kynymxy(ym − yn), (8)

note que además f1, ..., fn ∈ R[x1, . . . ,xs].
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3. Sistemas dinámicos procedentes de
redes de reacciones quı́micas

Como vimos anteriormente, G define el siguiente sistema
autónomo de ecuaciones diferenciales ordinarias en las
concentraciones x1, . . . ,xs de las especies como funciones de
tiempo t.

Más concretamente, dado un sistema cinético G′ =
{X ,C ,R,K}, tenemos el siguiente sistema dinámico asocia-
do dado por el siguiente producto matricial:

dx
dt

:= Γ




K1(x)
...

Kr(x)


 , (9)

donde la matriz Γ se conoce como la matriz de estequio-
metrı́a, definida a partir de los coeficientes de los reactantes y
el producto de la siguiente manera:

Γ :=




β11 −α11 · · · β1r −α1r
...

. . .
...

βs1 −αs1 · · · βsr −αsr


 ∈ Zs×r (10)

Las columnas de Γ hacen referencia a las reacciones y las
filas corresponden a las especies xi y cada entrada i j está dada
por βi j −αi j de la matriz Γ corresponde a la producción neta
de la especie xi en la reacción R j (por ejemplo en número
de unidades) y el vector K = (K1(x), . . . ,Kr(x)), con Ki ∈ C ,
corresponde a la cinética de la red de reacción quı́mica. Una
cinética de tipo acción de masas por (7) da lugar a funciones
de la forma:

dx
dt

= Γdiag(k)xy, x ∈ Rs
>0, (11)

con k = (k1, . . . ,kr), y ∈ Zs×r y xy es el vector de mono-
mios. A continuación, presentaremos tres ejemplos de siste-
mas dinámicos asociados a redes de reacciones quı́micas.

Ejemplo 3.1. Las concentraciones de las tres especies de
la red de reacción quı́mica (2.1), que notamos xA,xB y xC,
cambian en el tiempo mientras la reacción ocurre. El sistema
dinámico asociado es

dx
dt

=



−1 0
−1 1
1 −2



(

k1xAxB
k2x2

C

)
.

Luego, el sistema de acción de masas de la reacción está dado
por:

d
dt

xA =−k1xAxB, (12)

d
dt

xB =−k1xAxB + k2x2
C, (13)

d
dt

xC = k1xAxB −2k2x2
C. (14)

Ejemplo 3.2. En la red de reacción quı́mica del Ejemplo
(2.2), la red tiene 4 reacciones, 4 especies: A,B,Cy D, y 3
complejos: A+B,C y D.
Las ecuaciones diferenciales ordinarias para las concentra-
ciones de las especies de la red de reacción quı́mica con
cinética de acción de masas son:

d
dt

xA =−k1xAxB + k3xD,

d
dt

xB =−k1xAxB + k3xD,

d
dt

xC = k1xAxB − k2xC,

d
dt

xD = k2xC − k3xD.

Ejemplo 3.3. La red de reacción quı́mica del Ejemplo (2.3)
tiene matriz de estequiometrı́a

Γ =




−1 1 0 0 0 1
−1 1 1 0 0 0
1 −1 −1 0 0 0
0 0 1 −1 1 0
0 0 0 −1 1 1
0 0 0 1 −1 −1



.

Luego, el sistema de acción de masas de la reacción está dado
por:

d
dt

xS =−k1xSxE + k2xY + k6xsxF , (15)

d
dt

xE =−k1xSxE + k2xY + k3xSpxE , (16)

d
dt

xY = k1xSxE − k2xY − k3xSpxE , (17)

d
dt

xSp = k3xSpxE − k4xSpxF + k5xZ , (18)

d
dt

xF =−k4xSpxF + k5xZ + k6xSxF , (19)

d
dt

xZ = k4xSpxF − k5xZ − k6xSxF . (20)

4. Estados estacionarios

En un sistema cinético, nos interesa identificar sus puntos
o estados estacionarios, los cuales corresponden a los ceros
de la función que describe la velocidad de formación de
las especies. En esta sección nos enfocamos en definir los
estados estacionarios y en determinar cuándo una red de
reacción quı́mica posee dichos estados. Además, exploramos
si la red de reacción quı́mica presenta un único estado de
equilibrio o si existen múltiples estados posibles.

Los estados estacionarios se definen como aquellos en los
que las concentraciones de las especies quı́micas permanecen
constantes en el tiempo. Para identificar estos estados, nece-
sitamos encontrar las raı́ces comunes de los polinomios que
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describen el sistema. En este contexto, utilizaremos las herra-
mientas de la geometrı́a algebraica, como las variedades alge-
braicas, para analizar y resolver estos sistemas de ecuaciones
polinomiales.

Definición 4.1. Dado G′ = {X ,C ,R,K} un sistema cinéti-
co los valores de c ∈ Rn para que fi(c) = 0 para todo i ∈
{1, . . . ,s} se conocen como estados estacionarios o steady
states que sin pérdida de generalidad los vamos a denotar
por s.s.

Dado un conjunto finito de polinomios F =
{g1(x), . . . ,gm(x)} ∈ R [x1, . . . ,xn], la variedad algebrai-
ca real definida por F es el conjunto de puntos en Rn en
el que todos estos polinomios se anulan simultáneamente.
Escribimos V⟨g1...,gm⟩ para denotar la variedad definida por F .

Como asumimos en (2.2) que las fi(x) son polinomiales,
entonces V , definido a través de F , corresponde a la intersec-
ción de esta variedad con el ortante positivo. Esto implica que
V es una variedad algebraica y, además, un conjunto semialge-
braico. Entendemos por conjunto semiálgebraico un conjunto
cuya definición, además de ecuaciones polinomiales, incluye
desigualdades polinomiales. Para más detalles le recomenda-
mos al lector revisar [Har92].

Definición 4.2. El conjunto de s.s positivos, se denomina va-
riedad de estados estacionarios positivos, se denota por

Vk = V⟨g1...,gm⟩
⋂

Rn
>0,

y es un conjunto semi algebraico.

Si una cinética es de acción de masas, los s.s positivos son
los ceros positivos comunes de los polinomios f1, . . . , fn, es
decir, de Γ(kxy). Ahora, vamos a introducir algunos ejemplos
de los estados estacionarios de una red de reacción quı́mica.

Ejemplo 4.1. Si consideramos la red de reacción quı́mica
(2.1), de la ecuación diferencial correspondiente a la concen-
tración xA (12), cualquier estado estacionario cumple que

k1xAxB = 0. (21)

Luego, la red de reacción quı́mica no admite s.s positivos para
ninguna elección positiva de la constante de reacción k1. En
este caso, los estados estacionarios están caracterizados por
la extinción de alguna de las especies. Ahora, para las con-
centraciones de xB y xC, tenemos k1xAxB−2k2x2

C = 0. Sin em-
bargo, para resolver explı́citamente las concentraciones esta-
cionarias, normalmente se necesitarı́a información adicional,
como las condiciones iniciales o valores especı́ficos de k1 y k2.

Ejemplo 4.2. Para la red de reacción quı́mica (2.2) los s.s
están dados por las siguientes relaciones entre las concentra-
ciones:

xC =
k1

k2
xAxB,

xD =
k1

k3
xAxB.

Estas ecuaciones describen los valores de xC y xD en fun-
ción de xA y xB, las constantes de reacción, y los va-
lores iniciales de las concentraciones. Esto implica que
los s.s dependen de las concentraciones de xA y xB
ası́ como de las constantes de reacción involucradas.

Definición 4.3. El subespacio de estequiometrı́a de la red de
reacciones quı́micas G = {X ,C ,R} es el subespacio lineal
generado por todos las columnnas de la matriz de estequi-
metrı́a definida en (10). Denotamos a este subespacio S :

S = ⟨y′− y : y −→ y′ ∈ R⟩ ⊂ Rs.

Por lo anterior, el rango de una red de reaccion quı́mica es
la dimensión de S, es decir, rank(Γ).

Ejemplo 4.3. Encontremos el subespacio de estequiometrı́a
S para la red de reacción quı́mica del Ejemplo 2.2. En este
caso, los vectores son: y1 = (1,1,0,0), y2 = (0,0,1,0), y3 =
(0,0,0,1). Luego

S = ⟨(−1,−1,1,0),(1,1,−1,0),(0,0,−1,1),(1,1,0,−1)⟩.

Observamos que (−1,−1,1,0) = −1(1,1,−1,0) y
(1,1,0,−1) = (1,1,−1,0) − (0,0,−1,1). Por lo tanto,
el conjunto generador se reduce a

S = ⟨(1,1,−1,0),(0,0,−1,1)⟩.
En consecuencia, el rango de Γ es rank(Γ) = 2.

Ejemplo 4.4. De manera similar al ejemplo anterior, el espa-
cio de estequiometrı́a S para la red de reacción quı́mica del
Ejemplo 2.1 se define por:

S= {(−1,−1,1,0,0,0),(1,1,−1,−1,1,0),(0,0,0,1,−1,−1)}.

Da la condición inicial en t = 0, existe una solución x : I →
Rs del sistema (9) definida en un intervalo abierto I alrededor
del origen. Como para todo tiempo t ∈ I el vector dx

dt perte-
nece al subespacio S se sigue que cualquier trayectoria x(t)
pertenece a un trasladado de S. Más aún, si x(0) = x0 ∈ Rs

≥0,
entonces para todo t ≥ 0 en I, x(t) pertenece a la clase de com-
patibilidad estequiométrica que definimos a continuación,

Definición 4.4. Sea G = {X ,C ,R} una red de reacción
quı́mica y sea S su subespacio de estequiometrı́a. Para cada
x0 ∈Rs

>0 definimos la clase de compatibilidad estequiométri-
ca o clase de estequiometrı́a:

Sx0 =
(
x0 +S

)
∩Rs

⩾0.

Decimos que x,x′ ∈ Rs
≥0 son compatibles estequiométri-

camente, si están en la misma clase de compatibilidad este-
quiométrica, o sea, si x− x′ ∈ S. Las ecuaciones lineales de
x0+S dan las leyes de conservación. Hemos visto que algunas
ecuaciones del sistema f (x) = 0 pueden ser redundantes: si la
dimensión del subespacio S es n < s, entonces para definir V
basta con tomar d ecuaciones linealmente independientes de
entre las fi.
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Ejemplo 4.5. En el Ejemplo 3.1, observamos que

d
dt

xA −2
d
dt

xB −
d
dt

xC = 0.

Luego, xA − 2xB − xC = c1, donde c1 es una constan-
te que depende de las condiciones iniciales c1 = xA(0)−
2xB(0) − xC(0). Esto es, el vector de concentraciones
(xA(t),xB(t),xC(t)) pertenece a la variedad afı́n L =
{(x,y,z) ∈ R3 : x − 2y − z = c1} y S = {(x,y,z) ∈ R3 : x −
2y− z = 0} es el subespacio de estequiometrı́a de la red del
Ejemplo 2.1.

Un sistema de acción de masas se dice que es consistente
cuando existe al menos un s.s positivo.

Lema 4.1. Un sistema de acción de masas es consistente si y
solo si Ker(Γ)∩Rr

≥0 ̸= /0.

Ejemplo 4.6. Análogo que el ejemplo anterior por (3.2) ob-
tenemos que

d
dt
(xA + xB + xC + xD) = 0.

Lo que implica que xA + xB + xC + xD = c1. Esto representa
la conservación de la masa total de las especies A,B,C y D,
lo cual es tı́pico en sistemas cerrados. La ley de conserva-
ción encontrada nos dice que la suma de las concentraciones
de todas las especies se mantiene constante a lo largo del
tiempo. Esto puede interpretarse como una conservación de
la cantidad total de materia presente en el sistema.

4.1. Multiestacionaridad
La multiestacionalidad en las redes de reacciones quı́micas

ocurre cuando un sistema tiene más de un s.s bajo las mis-
mas condiciones de parámetros y concentraciones iniciales.
Esto significa que el sistema puede llegar a diferentes esta-
dos finales estables dependiendo de su trayectoria en el es-
pacio de concentraciones. Esta propiedad es fundamental en
las redes de reacciones bioquı́micas, ya que ofrece un meca-
nismo de “interruptor” entre distintos estados de respuesta.
Este fenómeno permite que sistemas de señalización celular
generen múltiples resultados, aun cuando las concentraciones
totales de las especies involucradas sean las mismas.

Definición 4.5. Decimos que una red de reación quı́mica es
monoestacionaria si solo hay un s.s positivo por clase de es-
tereometrı́a.

Ejemplo 4.7. Consideremos el siguiente sistema que consta
de dos especies quı́micas: A y B

A B.
k1

k2

Las ecuaciones diferenciales que describen las concentra-
ciones xA y xB son:

dxA

dt
=−k1xA + k2xB,

dxB

dt
= k1xA − k2xB.

Al resolver este sistema, la curva de estados estacionarios
positivos está dada por xA = k2

k1
xB. La ley de conservación del

sistema es:
xA + xB =C,

donde C es una constante. Ahora, sustituyendo xA en la ecua-
ción de ley de conservación,

k2

k1
xB + xB =C.

Resolviendo para xB:

xB =
C

k2
k1
+1

=
Ck1

k1 + k2
.

Finalmente, obtenemos:

xA =
k2

k1
xB =

Ck2

k1 + k2
.

Las concentraciones en estado estacionario xA y xB están
completamente determinadas por los parámetros k1, k2 y la
constante de conservación de masa C. Esto implica que el
sistema tiene una única solución para el estado estacionario,
lo que demuestra que es monoestacionaria.

Ejemplo 4.8. La red de reacción quı́mica del Ejemplo 2.2 es
monoestacionaria por el Ejemplo 4.2.

Nos gustarı́a saber si una red de reacción quı́mica es mo-
noestacionaria, sin necesidad de calcular los s.s positivos que
según la complejidad de la red de reacción quı́mica, no siem-
pre en sencillo de calcularlos. Martin Feinberg en [Fei19]
define la deficiencia de una reacción y demuestra el Teore-
ma (deficiencia cero) donde afirma que una red de reacción
quı́mica con deficiencia cero implica monoestacionalidad.

Definición 4.6. La deficiencia de una red de reacción quı́mica
denotada por d está dada por

d = m− l −n,

donde m: es el número de complejos de la red de reacción
quı́mica, l: es el número de componentes conexas de la red de
reacción quı́mica y n: es el rango de S.

Ejemplo 4.9. La red de reacción quı́mica del Ejemplo 2.1
tiene d = 0 y, por lo tanto, es monoestacionaria.

Ejemplo 4.10. La red de reacción quı́mica del Ejemplo 2.3
tiene d = 1, por lo tanto, no podemos asumir que es monoes-
tacionaria.

Se dice que la red de reacción quı́mica G tiene la ca-
pacidad de multiestacionariedad, si existe una elección de
constantes de reacción k y constantes de conservación total c
tales que el sistema tenga dos o más estados estacionarios en
la clase de compatibilidad estequiométrica determinada por
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c.

Como observamos en el Ejemplo 4.10, aunque el criterio
de deficiencia cero nos permitió concluir que la red no es mo-
noestacionaria, esto no implica necesariamente que sea multi-
estacionaria. Para abordar esta cuestión con mayor precisión,
a continuación presentaremos algunos resultados que nos per-
mitirán determinar en un mayor número de casos si la red de
reacción quı́mica descrita en el Ejemplo 2.3 es o no es multi-
estacionaria.

4.2. Multiestacionaridad e inyectividad
Existen varios métodos para determinar si una red de

reacciones quı́micas con cinética de acción de masas tiene
capacidad de presentar multiestacionariedad. Estos métodos
pueden, tanto descartar, como garantizar la multiestacio-
nariedad en ciertas clases de redes de reacción quı́mica.
Por ejemplo, se pueden emplear criterios basados en los
resultados de inyectividad.

En el análisis de redes de reacciones quı́micas, la inyectivi-
dad es una propiedad importante, ya que está relacionada con
la existencia y unicidad de los s.s.

Definición 4.7. Sea S ⊂Rs un subespacio vectorial. Decimos
que una red de reacción quı́mica es inyectiva respecto a S si
para todo k ∈ Rr

≥0 y para todo x,y ∈ Rs
≥0 tal que x− y ∈ S y

x ̸= y, entonces f (x) ̸= f (y).

Observación 4.1. De la definición podemos deducir que si
fk es inyectiva con S = Im(Γ) para todo k ∈ Rr

>0 implica que
no puede haber multiestacionariedad.

Martin Feinberg [Fei19] desarrolló herramientas que per-
miten analizar la inyectividad de una red quı́mica sin nece-
sidad de resolver todas las ecuaciones de manera explı́cita.
Esto incluye el análisis de la estructura del jacobiano y el con-
cepto de deficiencia. Los aportes de Feinberg han sido funda-
mentales para el análisis de sistemas complejos de reacciones
quı́micas, permitiendo identificar la capacidad de una red de
reacción quı́mica para ser multiestacionaria o monoestacio-
naria mediante métodos basados en la estructura algebraica y
topológica de las ecuaciones de la red de reacción quı́mica.
En lo queda del artı́culo, denotaremos por fk a las funciones
definidas en (11).

Determinar si para todo k, fk es inyectiva podemos usar dos
métodos: calculando los signos de determinados subdetermi-
nantes o calculando el determinante de una matriz simbólica.
Las siguientes subsecciones están dedicadas a estudiar estos
dos métodos.

4.2.1. Inyectividad, signos y determinantes

Sean Γ ∈ Rs×r y y ∈ Rs×r , definimos los siguientes con-
juntos:

F := {x 7→ fk, x ∈ Rs
>0, k ∈ Rr

>0},

L := {Γdiag(k)y⊤ diag(λ ) | k ∈ Rr
>0,λ ∈ Rs

>0},

donde diag(λ ) denota la matriz diagonal con diagonal forma-
da por elementos iguales a λ .

El primer conjunto consiste en todas las funciones polino-
miales fk cuyo dominio está restringido a x ∈ Rs

>0, construi-
das a partir de matrices de coeficientes Γ y matrices de expo-
nentes y. Es importante notar que cualquier aplicación polino-
mial que pertenezca a algún conjunto F , para alguna elección
de matrices Γ y y, también pertenecen al segundo conjunto L.
Este último está compuesto por aplicaciones matriciales que
se obtienen al multiplicar Γ y y⊤, con la adición de vectores
escalares asociados a parámetros adicionales.

Cuando el rango de Γ coincide con la dimensión de S, po-
demos aplicar un criterio, usando determinantes. Esta restric-
ción sobre el rango se cumple en el caso de redes de reac-
ciones, pues en este caso Γ es la matriz de estequiometrı́a y
S = Im(Γ). Si el rango de Γ es s, podemos eliminar filas re-
dundantes de Γ y suponer que Γ′ tiene rango n.

Ası́ pues, consideramos Γ′ ∈ Rn×r,y ∈ Rs×r y x,z ⊂ Rs
>0

tales que dim(S) = n. Para todo par de vectores x,z ∈ Rs
>0 y

λ ∈ Rs
>0, construimos una matriz Mλ ∈ Rs×s de la siguiente

manera:

Mk,λ =

(
Γdiag(k)yt diag(λ )

W

)
∈ Rs×s.

Las primeras s−n filas de Mk,λ son independientes de los
parámetros y forman una base de S⊥ que denotamos por W .
Tenemos que Mk,λ (x) = 0 si y sólo si x ∈ S y x ∈
ker(Γdiag(k)yt diag(λ )). Por lo tanto, Γdiag(k)yt diag(λ ) de-
fine una aplicación inyectiva en S si y sólo si

det(Mk,λ ) ̸= 0.

El determinante de Mk,λ es un polinomio en términos de k
y λ . Si todos los coeficientes del polinomio tienen el mismo
signo y el polinomio no es idénticamente nulo, entonces

det(Mk,λ ) ̸= 0, para todo k ∈ Rs
>0 y λ ∈ Rn

>0,

y la familia L es inyectiva con respecto a S. El recı́proco es
cierto también en ese caso y da lugar al siguiente teorema:

Teorema 4.1 (Teorema 4, [Fel16]). Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

(inj) El conjunto F es inyectivo respecto a S.

(lin) La aplicación lineal definida por cualquier matriz M ∈ L
es inyectiva en S.

(det) Todos los coeficientes de det(Mk,λ ), como polinomio en
k,λ , tienen el mismo signo y el polinomio no es idénti-
camente nulo.

Ejemplo 4.11. Para la red de reacción quı́mica del Ejemplo
2.3, la matriz Mk,λ está dada por:
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Mk,λ =




−k1λ1 k2λ2 0 0 0 k6λ6
0 0 k3λ3 −k4λ4 k5λ5 0
0 0 0 −k4λ4 k5λ5 k6λ6
1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1




.

Luego,
det(Mk,λ ) = k1k3k4λ1λ3λ4 +k2k3k4λ2λ3λ4 +k1k3k5λ1λ3λ5 +
k2k3k5λ2λ3λ5 + k1k3k6λ1λ3λ6 + k2k3k6λ2λ3λ6 +
k1k4k6λ1λ4λ6 + k2k4k6λ2λ4λ6 + k3k4k6λ3λ4λ6 +
k1k5k6λ1λ5λ6 + k2k5k6λ2λ5λ6 + k3k5k6λ3λ5λ6.

Según el Teorema 4.1, se concluye que la función fk, pa-
ra todo k ∈ Rr

>0 es inyectiva. Por lo tanto, la red de reacción
quı́mica no presenta multiestacionaridad, ya que la inyecti-
vidad implica que no existen múltiples estados estacionarios
compatibles con las mismas condiciones iniciales.

Definición 4.8. Dado un conjunto Z ⊆ Rs, definimos el con-
junto de signos en Z como

σ(Z) := {sign(z) | z ∈ Z},

donde sign(z) = (sign(z1), . . . ,sign(zs)) es el vector de signos
de z, componente a componente.

El conjunto σ−1σ(S) está formado por todos los puntos
de Rs que tienen el mismo signo que algún elemento en S.

A continuación, presentamos el resultado desarrollado por
Müller, Feliu, Regensburger, Conradi, Shiu y Dickenstein en
[SMea16], donde se abordó un análisis profundo sobre la in-
yectividad en sistemas de redes de reacciones quı́micas. Este
teorema representa un avance significativo en la teorı́a, pro-
porcionando una herramienta más robusta para determinar la
inyectividad de estos sistemas y, en consecuencia, la ausencia
de multiestacionaridad bajo condiciones generales.

Teorema 4.2 (Teorema 1.4 [SMea16]). Sea fk : Rs
≥0 →Rr el

mapeo polinómico generalizado fk(x) =Γxy, donde Γ∈Rs×r,
y ∈ Rs×r y k ∈ Rr

≥0. Además, sea S ⊆ Rn y S∗ = S−{0}. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (inj) fk es inyectiva con respecto a S, para todo k ∈Rr
>0.

2. (jac) ker(J fk(x))∩S∗ = /0, para todo k ∈ Rr
>0 y x ∈ Rs

>0.

3. (lin) ker(Γdiag(k)yt diag(λ )) ∩ S∗ = /0, para todo k ∈
Rr
>0 y λ ∈ Rr

>0.

4. (sig) σ(ker(Γ))∩σ(y(Σ(S∗))) = /0.

Este enfoque consiste en calcular el determinante de la ma-
triz jacobiana de las fk, apoyándose en las propiedades de las
matrices y de la red de reacción quı́mica estequiométrica. Es-
to nos permite determinar si el sistema es inyectivo, lo cual
es clave para entender la existencia y unicidad de los s.s en
sistemas de reacciones quı́micas.

Según el Teorema 4.2 si el determinante de la matriz ja-
cobiana es siempre no cero, esto indica que el sistema es in-
yectivo, es decir, que tiene un único s.s para cada conjunto

de condiciones iniciales y si el determinante de la matriz ja-
cobiana se anula en algún punto, entonces el sistema puede
tener múltiples s.s indicando no inyectividad.

En el siguiente ejemplo estudiaremos la inyectividad de la
red de reaación quı́mica descrita en el Ejemplo 2.3.

Ejemplo 4.12. La matriz jacobiana del sistema cinético de la
red de reacción quı́mica 2.3 está dada por la siguiente matriz:

J =




−k1xE + k6xF −k1xS k2 0 k6xS 0
−k1xE + k3xE xSp −k1xS + k3xSp xS k2 k3xE xS 0 0
k1xE − k3xE xSp k1xS − k3xSp xS −k2 −k3xE xS 0 0
k3xE xSp − k4xF k3xSp xS 0 k3xE xS −k4xS −k5
−k4xF + k6xF 0 0 0 −k4xS + k6xS k5
k4xF − k6xF 0 0 0 k4xS − k6xS −k5



.

Dado que el determinante de la matriz jacobiana |J|= 0,
ya que las filas 4 y 5 son múltiplos escalares, se sigue que
ker(J fk(x)) es no trivial. Por lo tanto,

ker(J fk(x))= {(0,−xE

xSp

,
−k1xExS

k2xsP

,1,0,0),(
xS

xF
,

xE

xF
,0,0,1,0)}

Y luego, por el Ejemplo 4.4, tenemos que ker(J fk(x))∩S∗ = /0.
Finalmente, aplicando el Teorema 4.2, concluimos que fk es
inyectiva y, por lo tanto, no es multiestacionaria.

Las redes de reacciones quı́micas en aplicaciones reales
pueden ser considerablemente más complejas, con muchas
más especies y reacciones que las expuestas en este artı́culo.
Esta complejidad presenta retos y desafı́os teóricos y compu-
tacionales, que incluyen el desde el estudio de la estabili-
dad, la detección de multiestacionaridad hasta la inferencia
de parámetros cinéticos basándose en datos experimentales.
Estos desafı́os abiertos siguen motivando a investigadores en
la creación de nuevas herramientas matemáticas y métodos
computacionales para comprender el comportameinto de las
redes de reacción quı́micas en otros contextos.
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El Último Ajuste

Ocurrió en 2039. Un año extraño, en el que el cielo parecı́a
estar repleto de sombras ocultas y los radares registraban pre-
sencias difı́ciles de reconocer. Videos de objetos que cuestio-
naban las leyes de la fı́sica se inundaban en las redes sociales,
y aquellos que los divulgaban eran ridiculizados de manera
habitual. Aunque esto no era nada extraordinario, pues desde
hace más de 90 años se habı́an escuchado historias de este ti-
po, atribuyéndolas a la intervención de seres extraterrestres...
pese a no tener evidencia cientı́fica.

En diversos terrenos de cultivo alrededor del mundo, iban
apareciendo formas geométricas inusuales. Cı́rculos perfec-
tos, nudos matemáticos, y sı́mbolos que nadie podı́a descifrar.
Los medios los denominaban “cı́rculos de las cosechas”, y la
mayorı́a los atribuı́an a humoristas o artistas singulares.

Pero esta vez era diferente, porque quienes se acercaban
demasiado a los sı́mbolos, reportaban mareo y visiones fuga-
ces.

Y entonces, ellos llegaron.
No en una invasión, ni con una gran revelación, como se

muestra en las pelı́culas de ciencia ficción. No se anunciaron
con luces ni con trompetas celestiales. Simplemente aparecie-
ron.

Una nave que no brillaba ni reflejaba luz aterrizó en el de-
sierto de Nevada, con un diseño que parecı́a cambiar sutil-
mente cada vez que se le miraba. Cientı́ficos y militares se
reunieron con cautela, esperando el primer contacto.

La compuerta se abrió sin sonido, y los seres salieron. No
habı́a en su forma nada abiertamente monstruoso, pero su si-
lueta era... inestable. Como si no ocuparan un solo espacio
definido, sino que fluctuaran en estados distintos. Caminaban
con un ritmo que desafiaba la intuición, como si avanzaran en
dimensiones invisibles para el ojo humano.

El doctor Devers, uno de los principales cientı́ficos del
equipo de contacto, fue el primero en intentar comunicarse.
No habló, ni levantó la mano en señal de saludo. En su lugar,
tomó una pizarra y escribió en ella un único número:

1

Lo sostuvo en alto, con la confianza de un hombre que cree
estar haciendo algo obvio.

Más tarde nos explicó su decisión. El lenguaje hablado es
ambiguo. La escritura es cultural. Pero las matemáticas son

universales. Si estos seres habı́an desarrollado tecnologı́a sufi-
ciente para cruzar el espacio, debı́an conocer los mismos prin-
cipios que nosotros. Si habı́a algo en lo que podı́amos coinci-
dir, era en los números.

Los seres no reaccionaron.
Devers frunció el ceño y añadió otra ecuación a su pizarra:

2 + 2 = 4

Entonces, uno de ellos inclinó su cabeza, como si estuviera
observando algo profundamente extraño, algo que desafiaba
su propia percepción. Algo ocurrió. En el aire, frente a noso-
tros, apareció una serie de formas geométricas que se reorga-
nizaban constantemente. Estaban traduciendo nuestros núme-
ros a su propio lenguaje, pero, también los habı́an convertido
en algo más, algo que parecı́a existir en un plano matemático
completamente distinto al nuestro.

Y finalmente, respondieron.
No con palabras, sino con sı́mbolos que parecı́an moverse

incluso después de haber sido escritos. No representaban can-
tidades, sino transiciones entre estados, operaciones sin equi-
valencia en nuestra aritmética. Era como si, en su realidad,
los números no existieran, solo los cambios entre un estado y
otro.

A cada intento de traducción, la sensación de inquietud
crecı́a. Cada nuevo descubrimiento parecı́a erosionar la cer-
teza de nuestra propia realidad.

Devers fue quien lo comprendió primero.
- No están tratando de aprender nuestra matemática - dijo

una noche, con la mirada perdida -. Nos están mostrando la
verdadera.

A partir de ese momento, dejó de hablar con los demás.
Se encerró en su laboratorio, obsesionado con encontrar co-
rrespondencias entre la estructura de los seres y la nuestra.
Cuando lo encontramos, su pizarra estaba llena de sı́mbolos
que no pertenecı́an a ningún lenguaje terrestre. Su última nota
decı́a:

“Ellos no ven el universo como nosotros. No hay cosas,
solo cambios. No hay números, solo transiciones. Para

ellos, lo que llamamos realidad no es más que un estado
transitorio dentro de una estructura mayor que no

podemos percibir.”

Esa noche, Devers desapareció. No hubo señales de lucha,
ni rastros de huida. Simplemente dejó de estar allı́.

32
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Los seres se marcharon poco después, dejando tras de sı́
un único sı́mbolo grabado en el suelo con una precisión im-
posible. Lo habı́amos analizado bajo todas las herramientas
matemáticas conocidas: teorı́a de patrones, simetrı́as, combi-
naciones... Nada encajaba.

Y, sin embargo, cada vez que alguien miraba el sı́mbolo
durante demasiado tiempo... algo en su mente cambiaba. No
podı́an explicarlo con palabras. Solo repetı́an, en un susurro
casi inaudible:

“Ellos no se fueron. Solo se transformaron.”

Sellamos la zona. Bloqueamos toda investigación. El
sı́mbolo fue cubierto con concreto y clasificado como “ano-
malı́a inexplicable”. El gobierno cerró el caso con el predeci-
ble sello de “desinformación”.

Pero algo habı́a cambiado.
Los que habı́amos estado expuestos al sı́mbolo comenza-

mos a experimentar... lagunas. Momentos en los que la reali-
dad parecı́a fragmentarse. Un paso que duraba demasiado. Un
objeto que, por un instante, parecı́a no estar donde deberı́a.
Ecos de palabras que nunca habı́amos pronunciado.

Algunos intentaron ignorarlo. Otros, como yo, no pudi-
mos.

Reunı́ a los últimos que quedábamos del equipo original.
Riose, Darrell y Devers habı́an desaparecido. Pero aún estába-
mos el doctor Seldon, Dornick y yo. Nos refugiamos en un
laboratorio subterráneo, revisando cada ecuación que Devers
habı́a dejado.

Fue Seldon quien hizo el descubrimiento final.
- Los sı́mbolos en los campos de cultivo - dijo, señalando

una serie de fotografı́as -. Son operadores de transformación.
Lo miré con incredulidad.
- ¿Operadores?
- Sı́ - respondió -. Como los que usan en fı́sica cuántica

para describir cambios de estado. Pero estos no operan en
partı́culas subatómicas. Operan en la realidad misma.

Dornick encendió un monitor. Mostraba patrones captados
por un radiotelescopio. Eran idénticos al sı́mbolo. Pero ahora
no estaban en el suelo. Estaban en el cielo.

No era un simple mensaje. Era un proceso.
La corrección estaba en marcha.
En ese preciso momento, mientras los sı́mbolos brillaban

en el cielo, mientras la atmósfera vibraba con la presencia de
algo incomprensible, lo comprendı́. La humanidad no debı́a
existir. Desde una perspectiva cósmica, nuestra especie era un
error, una fluctuación incontrolada dentro de una estructura
matemática perfecta.

No éramos más que una disonancia, una solución incorrec-
ta en una ecuación que nunca debió permitirnos ser. Los se-
res, en su indescifrable naturaleza, no solo nos observaban:
nos corregı́an. El universo, en su vasta exactitud, debı́a borrar
nuestra presencia, como quien elimina una ecuación falsa de
una serie de cálculos precisos.

Y lo peor era que ni siquiera éramos conscientes de ello.
Nuestra existencia era solo un desajuste en los números fun-
damentales que regı́an la realidad. Cada segundo que pasaba,

la corrección se acercaba más, mientras nosotros continuába-
mos sin saberlo, atrapados en nuestra insignificancia.

El mundo siguió su curso. Las personas vivı́an sus vidas,
ajenas a la estructura que colapsaba bajo sus pies. Pero no-
sotros lo sabı́amos. Veı́amos cómo la realidad se deslizaba,
cómo ciertas cosas cambiaban sin que nadie más lo notara.

Pequeños detalles, al principio. Nombres que no encaja-
ban. Calles que habı́an existido siempre pero que ninguno re-
cordaba.

Luego, ocurrió algo peor.
Algunas personas comenzaron a olvidar cosas más gran-

des. Otros, como nosotros, comenzaron a ver las sombras. Fi-
guras que no eran los visitantes, sino algo diferente. Algo que
intentaba sujetarse a esta realidad que se deshacı́a.

Nosotros también éramos anomalı́as.
Y entonces comprendimos el último mensaje de Devers:

“Ellos no nos visitaron. Siempre han estado aquı́.”

Los seres no eran visitantes de otro mundo. No eran dioses
ni exploradores. Eran... custodios. Sı́, entidades encargadas de
mantener la coherencia matemática del universo.

Y nosotros éramos una incoherencia.
El último cálculo que hicimos mostró una fecha.
El dı́a final.
El momento en el que la corrección se completarı́a.
Cuando la estructura real del universo terminara de absor-

ber nuestra falsa noción de espacio y tiempo.
Hoy es esa fecha.
Estoy escribiendo esto en un mundo que, matemáticamen-

te, ya no deberı́a existir.

En los dı́as previos al dı́a final, Seldon y Dornick trabaja-
ron sin descanso para descifrar el significado completo de los
sı́mbolos. Lo que descubrieron fue aterrador y fascinante.

Los sı́mbolos no eran meras representaciones estáticas,
sino ecuaciones dinámicas que describı́an transformaciones
en el tejido mismo de la realidad. Cada lı́nea, cada curva,
representaba un operador de transformación que actuaba so-
bre las variables fundamentales del universo: espacio, tiempo,
energı́a y materia.

Uno de los sı́mbolos más recurrentes parecı́a representar
una ecuación diferencial no lineal, aunque los términos no
tenı́an equivalencia en nuestras matemáticas. Seldon lo llamó
“el operador de transición”, una función que describı́a cómo
una realidad podı́a transformarse en otra.

- Es como si el universo fuera una ecuación gigante - ex-
plicó Seldon -, y estos sı́mbolos fueran las instrucciones para
resolverla. Pero no estamos viendo la solución completa, solo
un paso intermedio.

Dornick, por su parte, se obsesionó con la idea de que los
sı́mbolos eran una forma de código fuente cósmico.

- Si pudiéramos entenderlo - dijo -, podrı́amos predecir
cómo y cuándo ocurrirá la corrección.

Sin embargo, cada vez que intentaban traducir los sı́mbo-
los a nuestras matemáticas, algo fallaba. Las ecuaciones no
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convergı́an y las computadoras se colapsaban bajo la carga de
cálculos imposibles.

Fue entonces cuando Seldon hizo una observación crucial.
- No estamos tratando con números - dijo -. Estamos tra-

tando con relaciones. Los sı́mbolos no representan cantidades,
sino cómo las cantidades se relacionan entre sı́. Es como si el
universo fuera una red de conexiones, y estos sı́mbolos fueran
las reglas para reconfigurar esa red.

El dı́a final llegó de improvisto.
El cielo se oscureció por una ausencia de luz. Los sı́mbolos

en los campos de cultivo comenzaron a brillar con una inten-
sidad cegadora, y el aire se llenó de un zumbido grave que
resonaba en los huesos.

En el laboratorio, Seldon y Dornick intentaron desespera-
damente completar sus cálculos.

- ¡Tenemos que encontrar la invariante! - gritó Seldon -. Si
podemos encontrar una cantidad que no cambie bajo la trans-
formación, podrı́amos estabilizar la realidad.

Pero era demasiado tarde.
El operador de transición habı́a comenzado a actuar.
El mundo a nuestro alrededor comenzó a desvanecerse en

una lenta y silenciosa disolución. Las paredes del laboratorio
se volvieron translúcidas, luego transparentes, y finalmente
desaparecieron por completo.

Miré a Seldon y Dornick, pero ya no estaban allı́. En su
lugar, vi sombras que se desvanecı́an en la nada.

Y entonces, lo entendı́.
No éramos más que variables en una ecuación cósmica, y

el universo estaba siendo resuelto.
Los sı́mbolos en el cielo brillaron con una última explosión

de luz, y todo se volvió oscuridad.

Epı́logo

No sé cómo puedo estar escribiendo esto.
No deberı́a existir.

Pero aquı́ estoy, en un lugar que no es un lugar, en un tiempo
que no es un tiempo.

Los sı́mbolos han desaparecido, y con ellos, la realidad que
conocı́amos.

Pero algo ha quedado.
Una ecuación, simple y elegante, flotando en la nada.

No puedo leerla, pero sé lo que significa.
Es el operador de transición.

Y está esperando a que alguien lo active de nuevo.

Leidy Catherinne Sánchez Ascanio
leidyc.sancheza@konradlorenz.edu.co
Acerca de la autora: Leidy es ingeniera industrial y ma-

temática. Aunque tiene muchos intereses, la escritura ocupa
un lugar especial entre sus pasatiempos preferidos.
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